Ministarstvo znanosti, obrazovanja i sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo

DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B varijanta

Pore¢, 26. travnja 2012.

1.  Kratka poznanstva nisu uvijek najpouzdanija. Zato Barbara nije odmah izravno
rekla broj svoga telefona novom prijatelju Luki, ve¢ je njegovoj zelji udovoljila na
zaobilazni na¢in: “Imam dva telefona. Brojevi tih telefona su Sesteroznamenkasti
brojevi sa sljede¢im svojstvima. U njihovom je dekadskom zapisu troznamenkasti
broj na pocetku dvostruko manji od troznamenkastog broja na kraju. Zbroj tih
dvaju troznamenkastih brojeva je broj izmedu 800 i 850. Sva tri troznamenkasta
broja sastavljena su od 9 razli¢itih znamenaka.”

Pomozite Luki i odredite o kojim se telefonskim brojevima radi.

2. U skupu realnih brojeva rijesite jednadzbu:

f@)+f2—-2)=2,

fw) = {’x" r=l

2 —x, z>1

gdje Jje

3. Dokazite da je e + f < 2a + h, gdje su e i f duljine dijagonala romba, a duljina
stranice, a h duljina visine romba.

4. U pravokutnom trokutu ABC, s pravim kutom u vrhu C, duljina stranice BC' iznosi
a, a mjera nasuprotnog kuta je 30°. Tocka S je srediste trokutu upisane kruznice,
a tocka D je poloviste hipotenuze. Dokazite da je |C'S| = |DS| i odredite polumjer
upisane kruznice.

5. U posudi, koja nije puna do vrha, nalazi se otopina koja sadrzi 85% alkohola. Po-
sudu dopunimo do vrha s otopinom koja sadrzi 21% alkohola i dobro promijesamo.
Ako odlijemo toliko tekuéine koliko smo dolili i ponovimo postupak (opet ulijemo
21% otopinu alkohola), dobit ¢emo otopinu koja sadrzi 70% alkohola. Koliko alko-
hola sadrzi otopina nakon prvog dopunjavanja? Koliki je dio posude bio ispunjen
otopinom prije prvog dopunjavanja?
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1. Rijesite jednadzbu
31+4x+212 + 21+4z+212 —5. 6m(z+2)‘

2. Odredite sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi 2% = Z.

3.  Gradski je trg oblika pravilnog osmerokuta. Gradsko je vije¢e odlucilo urediti
trg i unutar njega postaviti fontanu. Majstoru Matku nisu znali re¢i gdje treba
staviti srediste fontane, ve¢ su mu rekli: “Ako srediste fontane spojimo s vrhovima
osmerokuta, dobivenih osam trokuta treba poplociti naizmjence crnim i bijelim
plocicama, tako da je ukupna povrsina poplocena crnim ploc¢icama jednaka ukupnoj
povrsini poploc¢enoj bijelim ploc¢icama.” Majstor Matko je ipak trazio da mu kazu
tocno mjesto, jer tvrdi da je njihov zahtjev ispunjen gdje god da unutar trga postavi
fontanu. Dokazite da je majstor u pravu.

4. Odredite sve sedmeroznamenkaste brojeve oblika 2012zyx koji su djeljivi sa 72.

5. AB1iCD su dvije medusobno okomite tetive kruznice polumjera 10 cm. Dva prom-
jera te kruznice, jedan kroz tocku A, a drugi kroz tocku B, dijele tetivu C'D na
tri jednaka dijela. Odredite sinus manjeg obodnog kuta nad tetivom CD, ako je
duljina tetive AB jednaka 16 cm.
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1. Rijesite nejednadzbu

2

sin®z — 2sin 2x + 3cos? z

T
>0. ako i T
1— sin2r >0, ako je [x] < 5

2. Neka je skup A = {n : n € N, n < 101}. Koliko ima cetveroclanih podskupova
skupa A kojima je razlika najveceg i najmanjeg elementa jednaka 127

3. Rijesite jednadzbu 2lo8s6 _ 5. 6logsvE — g

4.  Grupa je djece nasla drvenu plocu u obliku ¢etverokuta i odlucila je iskoristiti za igru
“pikado”. Kako je meta neobi¢nog oblika, trebalo je prilagoditi pravila igre. Upitali
su za savjet Markovog starijeg brata, dobrog matematicara. On je nesto mjerio,
racunao, pisao ...i dosao do vaznog zakljucka. Ustanovio je da postoji tocka O
jednako udaljena od svih stranica cetverokuta. Zatim je podijelio plo¢u na podrucja
tako da je nacrtao spojnice tocke O sa svim vrhovima A, B, C', D. Podru¢jima je
dodijelio bodove obrnuto proporcionalno njihovoj povrsini. Koje podrucje donosi
najvise bodova i zasto? Markov je brat dodao uvjet da se bodovi dobivaju samo
ako udaljenost od pogodene tocke T" do tocke O nije veca od udaljenosti tocke O do
bilo koje stranice ploce. Odredite omjer povrsina onog dijela ploce koji ne donosi i
onog dijela koji donosi bodove.

Markov je brat izmjerio ove vrijednosti |AB| =5 dm, |BC| = 3 dm, |AD| = 4 dm,
|/BAD| = 60°.

5. Jednakokra¢nom trokutu kojemu je duljina kraka b = 10 cm, a mjera kuta izmedu
krakova o = 30°, opisana je kruznica. Neka je t tangenta te kruznice koja je
paralelna s visinom na osnovicu. Izracunajte obujam tijela koje nastaje rotacijom
danog trokuta oko tangente t.
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1. Ako je

log, 2
1 = z
f (log ) log, s x — log\/gas

koliko je ¢g(In2)?

i (fog)(x)=c¢",

a
2. Akoje z+ 27! = 2cos ——, odredite a za koji je 2212 + 2

: -2012 _ 1
2012

3. U romb, kojemu je duljina stranice a i mjera Siljastog kuta «, upisana je kruznica.
Dokazite da je zbroj kvadrata udaljenosti od proizvoljne tocke kruznice do vrhova
romba konstanta. Koliko ona iznosi?

4. Odredite sve vrijednosti realnog parametra p za koje jednadzba x* — (3p + 2)2? + p* = 0
ima Cetiri rjeSenja koja Cine Cetiri uzastopna c¢lana aritmetickog niza.

5. U utrci je sudjelovalo 100 ljudi i nikoje dvoje nije utrku zavrsilo s istim vremenom.
Svakom je natjecatelju na kraju utrke postavljeno pitanje na kojem je mjestu zavrsio
utrku i svi su odgovorili brojem izmedu 1 i 100.

Zbroj svih odgovora iznosi 4000. Koji je najmanji broj krivih odgovora koje su
trkaci mogli dati? Obrazlozite.



