ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta
28. veljace 2017.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Izra¢unaj zbroj

1 1 1

+ 4+ .
201+ 1v2  3v2+2V3 1004/99 + 99+/100

Prvo rjesenje.

Racionalizacijom nazivnika dobivamo

L = ! . (n+1)yn—nvn+1 2 boda
n+Dyvn+nyn+1 (+1D)yn+nyn+1 (n+1)yn—nyn+1
:(n+1)\/ﬁ—n\/n—+1:(n+1)\/ﬁ—n\/n—+l 1 bod
(n+1)2n—n2(n+1) n(n+1)
= \Zf — nn++11. 4 boda
Trazeni zbroj je
vioV2 V2 V3B V99 V100 10 9
—_——t— 4. .t —————=1—-— = —. 3 boda
1 2 2 3 99 100 100 10
Drugo rjesenje.
Prije racionalizacije mozemo izluciti zajednicki faktor u nazivniku:
! _ ! 1 bod
(n+1)vn+nvn+1 Jfo(n+1) - (Vn+1+n)
= L yntl- vn 2 boda
Y+ 1) (Vn+1+y/n) vn+tl-y/n
_ynitl-vn 1 1 4 boda
nin+1) vnooVn+1
Trazeni zbroj je
1 1 1 1 1 1 1 9
ﬁ_ﬁ+ﬁ_ﬁ+"'+@_T()():1_TO:E' 3 boda
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Zadatak A-1.2.

Gargamel je uhvatio N Strumpfova i raspodijelio ih u tri vrec¢e. Kad je Papu Strumpfa
iz prve vreée premjestio u drugu, Mrguda iz druge u trecu, a étrumpfetu iz trece u prvu,
prosjecna visina Strumpfova u prvoj vreéi se smanjila za 8 milimetara, a prosje¢ne visine
Strumpfova u drugoj i trecoj vrec¢i su se povecale redom za 5 milimetara i 8 milimetara.

Ako je u prvoj vreéi bilo devet Strumpfova, odredi .

Rjesenje.

Neka je u drugoj vreéi bilo K Strumpfova a u tre¢oj vrec¢i L Strumpfova Neka su z,
y 1 z redom visine Papa Strumpfa Mrguda i Strumpfete

Ako su visine Strumpfova u prvoj vreéi x, xs, 3, ..., Tg, onda je
T+x
2+ +$9:8+Z+$2+ —I—xg7
9 9

tj.

x z

— =84 —.

9 9

Analogno, promatrajuci prosjek u drugoj i trec¢oj vreé¢i dobivamo

Y T Yy
5+K 72 8+L—L.
Imamo sustav
=72+ z,
SK +y ==z,
8L+ z=1y.

Zbrojimo li sve tri jednadzbe dobivamo

72 =5K + 8L.

Budu¢i da su K i L prirodni brojevi, zaklju¢ujemo da 8 dijeli K.

Nije moguée K > 16 jer bi tada L bio negativan, niti K = 0 jer druga vreéa nije prazna
(u njoj je na pocetku bio Mrgud), pa mora vrijediti K = 8.

Zakljuc¢ujemo da je L = 4. Bududi da vrijedi N = K + L + 9, slijedi N = 21.

Zadatak A-1.3.

Odredi sve troznamenkaste prirodne brojeve n za koje brojevi n i n
zadnje tri znamenke.

2 imaju jednake
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Prvo rjesenje.
Trazimo sve troznamenkaste brojeve za koje 1000 dijeli n? — n.

Bududi da je 1000 = 23 - 53, a 2 i 5 su relativno prosti, n? — n je visekratnik od 1000
ako i samo ako je viSekratnik od 8 i visekratnik od 125.

Kako je n? —n =n(n—1), anin — 1 su relativno prosti, zaklju¢ujemo da 125 dijeli
n? —n ako i samo ako 125 | n ili 125 | n — 1.

Analogno zaklju¢ujemo da 8 | n ili 8 | n — 1.

e Ne postoji troznamenkasti prirodni broj n takav da vrijedi 8 | n i 125 | n.
e Ne postoji troznamenkasti prirodni broj n takav da vrijedi 8 | n —11 125 | n— 1.
e Jedini troznamenkasti prirodni broj n za koji vrijedi 8 | n— 11125 | n je n = 625.

e Jedini troznamenkasti prirodni broj n za koji vrijedi 8 | n 1125 | n—1 je n = 376.
Rjesenja su 376 i 625.

Napomena: Jednom kad zakljuc¢imo da 125 dijeli n ili n—1 moZemo provjeriti sve takve
troznamenkaste brojeve. To je ukupno 14 brojeva (125, 126, 250, 251, 375, 376, 500,
501, 625, 626, 750, 751, 875, 876).

Zakljuc¢ak da 125 dijeli n ili n — 1 nosi 4 boda, a pronalazenje svakog od dva rjeSenja
po 1 bod. Provjera za ostalih 12 brojeva nosi ukupno 4 boda. Ako ucenik ne napravi
direktnu provjeru (izracuna n?) ili ne argumentira na neki drugi nacin zasto neki od
tih brojeva nema traZeno svojstvo, dobiva 3 boda ako je provjerio 11 brojeva, 2 boda
ako je provjerio barem 9 brojeva, te 1 bod ako je provjerio barem 6 brojeva.

Drugo rjesenje.
Neka je n = abc.

Tada postoji prirodni broj k takav da je (100a + 10b+ c)? = 1000k + 100a + 10b + ¢, tj.

10000a® + 1006 + ¢* 4 2000ab + 200ac + 20bc = 1000k + 100a + 10b + c. (W)

Lijeva strana pri dijeljenju s 10 daje isti ostatak kao i broj ¢, a desna strana daje
ostatak c. Dakle, ¢ i ¢ moraju imati istu zadnju znamenku. Jedine moguc¢nosti za c
su0,1,516.

e Uvrstimo li ¢ =0 u (#) i podijelimo s 10, dobivamo

10(10a + b)* = 100k + 10a + b.

Bududi da je b < 10, zaklju¢ujemo da mora vrijediti b = 0.
Nadalje, vrijedi

1000a® = 100k + 10a, tj. 100a* = 10k +a

iz Cega zakljucujemo da je a = 0.
U ovom slu¢aju nema rjedenja jer abc = 000 nije troznamenkasti broj.
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e Uvrstimo li ¢ =1 u (#) i podijelimo s 10, dobivamo
1000a* 4 106* + 200ab + 20a + 2b = 100k + 10a + b.

Promatrajuci opet ostatke pri dijeljenju s 10 zaklju¢ujemo da 2b i b imaju istu
zadnju znamenku, tj. da je b= 0.

Nakon toga zakljuCujemo da je a = 0. Ni u ovom slucaju nema rjeSenja jer
abc = 001 nije troznamenkasti broj.

e Uvrstimo li ¢ =5 u (#), nakon sredivanja i dijeljenja s 10, dobivamo

1000a® + 1062 4+ 2 + 200ab + 100a + 10b = 100k + 10a + b.

Promatrajuéi ostatak pri dijeljenju s 10, zaklju¢ujemo da je b = 2.
Nadalje, vrijedi
1000a* + 40 + 2 4 400a + 100a + 20 = 100k + 10a + 2,

tj. 100a® + 4 + 50a + 2 = 10k + a. Dakle, 9a daje ostatak 4 pri dijeljenju s 10 i
zato mora biti a = 6. Dobili smo rjeSenje n = 625.

e Uvrstimo li ¢ =6 u (M), nakon sredivanja i dijeljenja s 10, dobivamo
1000a” + 10b” + 3 + 200ab + 120a + 12b = 100k + 10a + b.
Promatrajuci ostatke pri dijeljenju s 10, zaklju¢ujemo da je b = 7.
Nadalje, vrijedi
1000a® + 490 + 3 + 1400a + 120a + 84 = 100k + 10a + 7,

tj. 100a? + 49 + 142a + 8 = 10k + a. Slijedi da je a = 3. Dobili smo rjesenje
n = 376.

Trazeni brojevi su n = 376 i n = 625.

Zadatak A-1.4.

Tocke M i N se nalaze redom na stranicama BC i C'D kvadrata ABCD tako da je
IBMA =<NMC = 60°. Odredi kut <M AN.

Prvo rjesenje.

Neka je a duljina stranice kvadrata ABCD.

Bududéi da je ABM polovica jednakostrani¢nog trokuta vrijedi

a
AB| = |BM|V3, tj. |BM|=—
|AB| = |BM| - |BM] 73
! 2
a
AM| = 2|BM| = =~.
|AM| = 2[BM| NG
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Budud¢i da je i MC'N polovica jednakostrani¢nog trokuta vrijedi

a
CM| =|BC|— |BM|=a — ——,
|CM| = [BC| - |BM| 7
[CN| = |CM|V3 =aV3—a,
2
IMN| = 2|CM| = 2a — —=. 1 bod
V3
Neka je to¢ka X noziSte okomice iz tocke N na duzinu AM. 2 boda
D N aVv3—a C

] [

A a B

Bududi da je <AMB = 60° i <NMC = 60°, vrijedi i <XMN = <AMN = 60°. Zato
je i trokut M NX polovica jednakostrani¢nog trokuta pa vrijedi

IMX| :a—\(/%, INX| = aV3 - a. 2 boda
Kona¢no,
2
|AX|:|AM|—|XM\:\%—(a—\%)za\@—a. 1 bod
Uocavamo da je |[AX| = | X N]|, 1 bod

pa je trokut ANX jednakokracan i pravokutan (s pravim kutom u vrhu X). Stoga je
IX AN = 45° odnosno <M AN = 45°. 2 boda
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Drugo rjesenje.

Neka je a duljina stranice kvadrata ABCD.

Neka je tocka T noZiste visine iz vrha A na stranicu M N u trokutu AMN. 2 boda
Bududi da je <AMB = 60° i <NMC = 60°, slijedi da je <AMT = 60°.

Pravokutni trokuti ABM i ATM imaju iste kutove i zajednicku hipotenuzu AM, pa
zaklju¢ujemo da su sukladni. 1 bod

A

Slijedi da je |AT| = |AB| = a i <M AT = <M AB = 30°. 2 boda

Trokuti ADN i AT N su sukladni jer su oba pravokutni, imaju zajedni¢ku hipotenuzu
AN i vrijedi |AT| = a = |AD|. Zato je

T AN = <DAN. 3 boda
Sada zakljuc¢ujemo da je

1 1 1
IMAN = <MAT + <TAN = §<IBAT + §<ITAD = §<IBAD = 45°. 2 boda

Napomena: Jednom kad znamo da je <T'AN = </NAD i da je <BAT = <BAM +
<M AT = 60°, mozemo zakljuciti da je

24T AN = <TAN + <NAD = <DAT = 90° — <BAT = 30°,

t].
STAN =15° i <MAN = <MAT + <TAN = 30° + 15° = 45°,
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Trece rjesenje.
Neka je a duljina stranice kvadrata ABCD.

Budu¢i da je ABM polovica jednakostrani¢nog trokuta vrijedi

a
AB|=|BM|V3, tj. |BM|=—.
|AB| = [BM]| i |BM| 7
Buduéi da je i MC'N polovica jednakostrani¢nog trokuta vrijedi
!CMPJBG—HMﬂ:a—;% i |CN|=|CM|V3=aV3—a.

Konacno, zaklju¢ujemo da je

|IDN| = |CD| — |CN| = 2a — aV/3.

Neka je tocka F na duzini AM takva da je |AE| = |AB|.
Buduéi da je <AM B = 60° i <BAM = 30°, u jednakokra¢nom trokutu ABFE vrijedi

<ABE — 180 —2<ZBAE _ e

Neka je totka F' noziste visine iz tocke E na stranicu AB.

Buduédi da je <EAF = 30°, trokut AF'E je polovica jednakostrani¢nog trokuta i vrijedi

]EFM:% i |AFp:unw¢§:a;§.
D N a3 —a C

N
Nz
o

Sy

Slijedi da je

yFquABy-me:a—agg
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Budu¢i da je |AD|=a=2-|EF|i |DN| = a(2 —/3) = 2-|FB|, zaklju¢ujemo da su
pravokutni trokuti AND i EBF sli¢ni.

Zato je <AND = 75°. Sada zakljuCujemo da je

IMAN = <BAN — <BAM = <AND — <BAM = T75° — 30° = 45°.

Cetvrto rjesenje.

Neka je a duljina stranice kvadrata ABCD.

Bududéi da je ABM polovica jednakostrani¢nog trokuta vrijedi
a

V3

Bududi da je i MCN polovica jednakostrani¢nog trokuta vrijedi

|AB| = |[BM|V3, tj. |BM|=

CM|=|BO| - [BM|=a~ = i [CN|=|CM}V3=aV3—a.
V3
Konacno, zaklju¢ujemo da je |DN| = |CD| — |CN| = 2a — aV/3.

Neka je to¢ka P na stranici AD takva da je <DNP = 60°, tj. da je DNP polovica
jednakostrani¢nog trokuta.

Tada je |DP| = |DN| - /3 = 2av/3 — 3a

i [INP| =2|DN| = 4a — 2a/3.

Nadalje, |[AP| = |[AD| — |DP| = a — (2aV/3 — 3a) = 4a — 2a+/3.
Dakle, INP| = |AP|.

Buduéi da je <NPD = 30°, tj. <NPA = 150°, slijedi da je

INAP =15°,

Zaklju¢ujemo da je

IMAN = <MAD — <NAP = 60° — 15° = 45°.

Zadatak A-1.5.

Karlo i Lovro igraju sljedeé¢u igru. Karlo ¢e razrezati papir dimenzija 9 X 9 na pra-
vokutnike cjelobrojnih dimenzija kojima je barem jedna dimenzija 1. Nakon toga ce
Lovro odabrati prirodni broj k € {1,...,9} i Karlo ¢e mu dati onoliko novéi¢a koliko
iznosi ukupna povrsina svih pravokutnika dimenzija 1 x ki k x 1. Lovro ¢e odabrati k
tako da od Karla dobije Sto vise novcica, a Karlo bi Zelio ustedjeti i pritom dati Lovri
Sto manje novcica.

Odredi najmanji moguéi broj nov¢ic¢a koje ¢e Karlo dati Lovri.
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Rjesenje.

Tvrdimo da ¢e Karlo dati Lovri najmanje 12 novcica.

Pretpostavimo da postoji na¢in da Karlo razreZe papir tako da Lovri mora dati (strogo)
manje od 12 novci¢a. Tim nac¢inom rezanja Karlo bi napravio najvise 11 pravokutnika
dimenzija 1 X 1, pet pravokutnika dimenzija 1 X 2, tri pravokutnika dimenzija 1 x 3, dva

pravokutnika dimenzija 1 x4, dva pravokutnika dimenzija 1x 5, te po jedan pravokutnik
dimenzija 1 X6, 1 x 7, 1 x 811 x 9.

Svi ti pravokutnici zajedno bi imali povrsinu

11-145-243-34+2-44+2-5+6+7+8+9=78.

Bududi da je 78 < 81, Karlo bi uz sve te pravokutnike morao napraviti jos barem jedan
pravokutnik kako bi iskoristio ¢itav papir dimenzija 9 x 9. Zato je nemoguce da Karlo
da Lovri manje od 12 novcica.

Sljedec¢i primjer pokazuje da Karlo moZze razrezati papir tako da bude siguran da ¢e
Lovri trebati dati najvise 12 novcica.

9
8 1
7 2
6 3
6 3
5 4
) 4
3 2 4
3 2 2 2
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta
28. veljace 2017.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.
Neka je p prost broj. Odredi sve parove (a,b) cijelih brojeva za koje vrijedi

pla—2)=a(b—1).

Prvo rjesenje.

Ako je a = 0, onda je p = 0 §to nije moguce.

Ako je a # 0, vidimo da a dijeli p(a — 2) = pa — 2p, tj. a dijeli 2p. 4 boda
Imamo sljede¢e moguénosti: a € {£1,+2, £p, +2p}. 2 boda
TraZeni parovi (a,b) su

(1,1_}?), (271)7 (p7p_1)a (2pap)7

Napomena: Ako je p > 2, onda je broj rjeSenja 8, dok je za p = 2 broj rjeSenja 6 (neka
se rjeSenja podudaraju).

Napomena: Ako ucenik napise sva rjesenja u kojima su a i b pozitivni cijeli brojevi, ali
ne i ona rjeSenja u kojima je neki od brojeva negativan, treba dobiti 8 bodova.

Drugo rjesenje.
Buduéi da je p prost slijedi da p dijeli a ili p dijeli b — 1. 2 boda
Ako p dijeli a, neka je a = pk za neki cijeli broj k. Tada je

p(pk —2) =pk(b—1), tj. pk—2=k(b—1).

Slijedi da k dijeli 2, pa je k = £+1ili k = £2. 2 boda

Dobivamo sljedeca rjesenja (a,b):
(pap_1>7 (_p>p+3)7 <_2pap+1)a (2pap) 2 boda
Ako p dijeli b — 1, neka je b = pl + 1 za neki cijeli broj . Tada je

pla—2)=apl, tj. a—2=al.
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Slijedi da a dijeli 2, pa je a = +1ili a £+ 2. 2 boda

Dobivamo sljedeca rjesenja (a,b):

(171 _p)7 (_171+3p)7 (271)7 (_271+2p) 2 boda

Zadatak A-2.2.

Odredi sve kompleksne brojeve z za koje je omjer imaginarnog dijela pete potencije
broja z i pete potencije imaginarnog dijela broja z najmanji moguéi.

Rjesenje.
Zapisimo z = a + bi, gdje su a,b € Rib # 0. Tada je

Im 2° = Im(a® + 5a*bi — 10a®b* — 10ab%i + 5ab* + b°i) = 5a'*b — 10a*b® + b°. 3 boda

Zelimo minimizirati sljededi izraz

Im=2°  5a*h— 10a%b3 + b° a’ a?
= =5——10— + 1.
(Im 2)® bo bt b?
a2
Uvedimo zamjenu x = =k Trazimo najmanju vrijednost koju poprima kvadratna
funkcija f: [0, +00) — R,
f(z) =52* — 10z + 1. 3 boda

Bududi da je 522 — 10z +1 = 5(x — 1)? — 4, traZena najmanja vrijednost je —4 i postiZe
sezax = 1. 3 boda
TraZzeni brojevi su svi brojevi oblika z = a(1 £1i), a € R\ {0}. 1 bod

Zadatak A-2.3.

Odredi sve trojke (z,y,z) pozitivnih realnih brojeva koje zadovoljavaju sustav jed-
nadzbi

3l —{y} +{z} =203
3ly] +5|z] —{z} =151
{y} +{z} =0.09.

Za realni broj t, |t| oznacava najveéi cijeli broj koji je mangi ili jednak t, a {t} njegov
decimalni dio, tj. {t} =t—[t]. Npr. ako jet =15.1, onda je [t| =15 i {t} = 0.1.
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Rjesenje.

Zbrajanjem prve i tre¢e jednadzbe dobivamo

3l +2{z} =21.2. 2 boda
Imamo dvije moguénosti {z} =0.11 {z} = 0.6. 1 bod
No, samo za {z} = 0.1 je |x| cijeli broj. Dakle, mora vrijediti {z} =0.11 |z] =T. 2 boda
Iz trece jednadzbe slijedi {y} = 0.8. 1 bod
Iz druge jednadzbe vidimo da mora vrijediti {x} = 0.9. 1 bod

Takoder vrijedi
3ly| +5|z] = 16.
Buduéi da su y i z pozitivni, jedina moguénost je |y| =21 [z| = 2. 2 boda

Sustav ima samo jedno rjesenje x = 7.9, y = 2.8, z = 2.1. 1 bod

Zadatak A-2.4.

Dan je siljastokutan trokut ABC u kojem vrijedi [AC| > |AB|, a totka O je srediste
opisane kruznice. Simetrala kuta <CAB sijece stranicu BC u tocki D. Pravac okomit
na pravac AD koji prolazi kroz to¢ku B sijece pravac AO u tocki E.

Dokazi da tocke A, B, D i E leze na istoj kruznici.

Prvo rjesenje.
Neka su «, § i v mjere kutova u trokutu ABC' kod vrhova A, B i C, redom.

C

Bududi da je O srediste opisane kruznice trokuta ABC', trokut AOB je jednakokracan
i vrijedi <AOB = 2. Slijedi da je <FAB = <OAB = 90° — ~. 2 boda
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Kako je <DAB = § vrijedi

<EAD=AN“—7—% .

Vrijedi <ABE = 90° — 3, iz Cega slijedi

<EBD:<ABC—<ABE:5—9W+3¥:6;7

Bududi da je <FAD = <EBD, slijedi da je ABDEFE tetivan Cetverokut.

Drugo rjesenje.
Neka su «, 5 i v mjere kutova u trokutu ABC' kod vrhova A, B i C, redom.

Buduéi da je O srediste opisane kruznice trokuta ABC, trokut AOB je jednakokraCan
i vrijedi <AOB = 2. Slijedi da je <FAB = <OAB = 90° — 7.

Kako je <DAB = ¢, onda je <ABE = 90° — i vrijedi

<AEB:1&P—<BAE—<ABE:1&P—GmWww—(%°—%>:%4ﬁy
Takoder, vrijedi

<ADB:1&V—<BAD—<ABD:1ww_%_5:{§+%

Bududi da je <AEB = <ADB, slijedi da je ABDFE tetivan Cetverokut.

Zadatak A-2.5.

Koliko najvise elemenata moze imati podskup skupa {1,2,3,...,2017} tako da za svaka
dva elementa a i b tog podskupa broj a + b nije djeljiv brojem a — b7

Rjesenje.

Tvrdimo da je odgovor 673.

U podskupu ne smijemo imati uzastopne elemente a i b = a + 1 jer 1 dijeli a + b.
U podskupu ne smijemo imati a i b = a + 2 jer 2 dijeli a + b = 2a + 2.

Dakle, medu tri uzastopna broja u podskupu se moze nalaziti najvise jedan. Zato
podskup s trazenim svojstvom moze imati najvise 673 elemenata.

Podskup A = {1,4,7,...,2014,2017} koji se sastoji od brojeva koji daju ostatak 1 pri
dijeljenju s 3 ima 673 elemenata.

Za bilo koja dva elementa a,b € A broj a — b je djeljiv s 3, a broj a + b daje ostatak 2,
pa a — b ne dijeli a + b.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2017.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta
28. veljace 2017.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.
U trokutu ABC simetrala kuta kod vrha C' sijec¢e stranicu AB u tocki D. Neka su aib
b
redom duljine stranica BC'i AC, redom. Ako vrijedi |CD| = %, odredi <ACB.
a

Prvo rjesenje.
Neka su «, # i v mjere kutova u trokutu ABC kod vrhova A, B i C, redom.

Neka je n = |AD|, m = |BD| i |AB| = c¢. Prema poucku o simetrali kuta vrijedi
m :n = a:b. Bududi da je m +n = ¢, vrijedi

N 2 boda
a+b
Prema poucku o kosinusu primijenjenom na trokut BC'D vrijedi
a*c? ) a’b? 2a?b
= — 1 bod
(a+ b)? “r (a+0b)? a+bCOSB’
tj.
b 2 2 b2 2 2ab 2
cosﬁz<a+)+c :a—i—a—i—c. 2 boda
2c(a+b) 2c(a+b)
Buduéi da prema poucku o kosinusu primijenjenom na trokut ABC vrijedi
22 _p2
2ac
slijedi
2 2ab 2 2 2 b2
@ Labte ate . 2 boda
2¢(a +b) 2ac
Sredivanjem dobivamo a? + b? + ab = 2. 1 bod
Prema poucku o kosinusu primijenjenom na trokut ABC slijedi
1
cosy = ——, 1 bod
2
. 7 = 120°. 1 bod
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Napomena: U ovom rjeSenju smo koristili poucak o kosinusu na trokute ABC i BCD,
na isti nacin kako se moze dokazati Stewartov poucak. Zato zadatak mozemo rijesiti i
na sljede¢i nacin.

ac . be

b
Nakon §to pokazemo da je m = in = (2 boda), uz d = L, direktno iz
a+b a+b a+b

Stewartove formule
b’m + a’n = ¢(d* + mn) (3 boda)

dobivamo a? + b* + ab = ¢ (3 boda) i v = 120° (2 boda).

Drugo rjesenje.
Neka su «, § i v mjere kutova u trokutu ABC' kod vrhova A, B i C, redom.

A n D m B

Vrijedi <BDC = o + % Prema poucku o sinusima primijenjenom na trokut BC'D

vrijedi
ab ) _ v ) b sin 3
La = : =), tj. = : bod
atb sin § 81n(a+2), YAt sin(a + 2) 3 boda
Vrijedi
a+b_g+1_sina+1
b b ~sing
Dobivamo
. sinfa + 1
ziig 1:11123152)7 tj. Sina—l—sinﬁzsin(ajtg). 2 boda
Bududéi da je sin f = sin(180° — ) = sin(a + ), slijedi
. Y. . L v v
sin(a + 5) = sina + sin(a + ) = 2sin(a + 5) - c0s 5. 3 boda
Nije moguce sin(a + %) = 0 (jer bi tada bilo a + 7 = 180°), pa je cos 7 = 3. 1 bod
Dakle, v = 120°. 1 bod
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Trece rjesenje.
Neka su «, £ iy mjere kutova u trokutu ABC kod vrhova A, B i C, redom.

Neka je n = |AD|, m = |BD| i |AB| = ¢. Koriste¢i poucak o simetrali kuta (ili poucak
o sinusima za trokute BC'D i ADC') zaklju¢ujemo a : b =m : n.

Bududi da je m +n = ¢, vrijedi
ac

— , 2 boda
a+b
Prema poucku o sinusima za trokut BC'D slijedi
in . :si g ac ab ¢ 4 boda
sin — :sin§ = : =-.
2 a+c a+b D
Prema poucku o sinusima za trokut ABC vrijedi
¢ sinvy
b sing
iz ¢ega zakljucujemo
: -
e 2, 2 boda
sinfg  sinf
t].
sinZ =siny = 2sinlcosl
2 2 2
Nemoguce je sin 3 = 0 jer bi tada bilo v = 0, pa je cos = % 1 bod
Dakle, v = 120°. 1 bod
Cetvrto rjesenje.
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti |BC| < |AC|. Neka je tocka E na
simetrali kuta <ACB takva da je BE || AC. 2 boda
Uo¢imo da je <BED = <ACD = <BCD, pa je |BE| = |BC| = a. 2 boda
C
b _ab_ a
a+b
A D B
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Takoder, trokuti ADC i BDE imaju iste kutove, pa su sli¢ni. Iz te sli¢nosti slijedi
|BE| : |DE| = |AC| : |CD|, tj.

2

a a
DE|=--|CD| = .
IDE] b CD] a+b
Sada zaklju¢ujemo
b 2
ICE| = |CD| +|DE| = -2+ % _4
a+b a+b

Dakle, trokut BC'E jednakostranic¢an trokut.

Zato je %<{ACB = 60°, tj.
<ACB = 120°.

Zadatak A-3.2.

Postoji li prirodni broj m takav da 7 dijeli om* 47

Rjesenje.

Ostatci pri dijeljenju potencija broja 2 sa 7 se ponavljaju periodi¢no: 2,4,1,2,4,1,...
Vidimo da je 2¥ — 4 djeljivo s 4 ako i samo ako k daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3.
Kvadrati prirodnih brojeva su ili djeljivi s 3 ili daju ostatak 1 pri dijeljenju s 3.

Ne postoji prirodni broj m takav da 7 dijeli 2™° — 4 jer bi m? morao biti prirodni broj
koji daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3 §to nije moguce.

Zadatak A-3.3.

Izra¢unaj umnozak (1 +1tg1°) (1 +tg2°)... (1 +tg45°).

Rjesenje.

Iz adicijske formule za tangens je tg(a + 8)(1 — tgatg f) = tg a + tg S.
Ako je o+ = 45° onda je 1 = tgatgf +tga + tgS.

Tako je

(I1+tga) (1 +tg(45° —a)) =1+ tga +tg(45° — a) + tgatg(45° — a) =2

za a = 1°,2°, ... 44°.

U trazenom umnosku prve 44 zagrade grupiramo u 22 para, pri ¢emu je umnozak po
dvije zagrade u paru jednak 2.

Iznos zadnje zagrade je takoder 2, pa je trazeni umnozak jednak 223
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Zadatak A-3.4.
Dan je tetraedar kojem je jedan brid duljine 3, a svi ostali duljine 2.

Odredi obujam tog tetraedra.

Prvo rjesenje.

Neka je ABCD zadani tetraedar i neka je |CD| = 3. Promatramo tetraedar kao
trostranu piramidu kojoj je baza jednakokrac¢ni trokut BCD.

A

Povrsinu trokuta BC'D mozemo odrediti koriste¢i Heronovu formulu. Duljine stranica
tog trokuta su a =2, b =21 c = 3, pa je poluopseg s = % Povrsina iznosi

P(BCD) = /s(s —a)(s —b)(s =) = 4/~ 2.2 L _ iﬁ' 2 boda

Neka je S noziste visine iz vrha A na bazu BCD. Trokuti ASB, ASC i ASD su
pravokutni trokuti koji imaju zajednicku katetu i hipotenuze su im jednake duljine
(|JAB| = |AC| = |AD| = 2), pa koristenjem Pitagorinog poucka zakljuc¢ujemo da je

|BS| =|CS|=|DS|. 3 boda
Dakle, S je srediSte opisane kruznice trokuta BC'D.

Polumjer opisane kruznice trokuta BC'D mozemo izra¢unati koristeé¢i formulu

abc_2-2-3 4

BS|=R=—=——F+=—. 2 boda
BA=R=0p =377 ~ i
Duljinu visine piramide AS ra¢unamo koriste¢i Pitagorin poucak
16 12 2¢/3
T VT

Konac¢no, obujam trazenog tetraedra iznosi

V= ; . P(BCD) - |AS| =

2V3 V3
.\/5.7_7 1 bod

W =
= w
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Drugo rjesenje.

Neka je ABCD zadani tetraedar i neka je |CD| = 3. Promatramo tetraedar kao
trostranu piramidu kojoj je baza jednakostrani¢ni trokut ABC.

22V§::V@i

Povrsina trokuta ABC iznosi P(ABC) = 1

Neka je P poloviste brida AB. Trokuti ABD i ABC su jednakostrani¢ni, pa vrijedi
2v3
ypcn::|fu3|zgrhzvv§.

Neka je N noziste visine iz vrha D na bazu ABC. Kako je |AD| = |BD|, tocka N lezi
na pravcu PC.

Dakle, DN je visina u jednakokra¢nom trokutu C'DP kojem su duljine stranica v/3, v/3
i 3. Koriste¢i Heronovu formulu (ili ra¢unanjem duljine visine iz to¢ke P na stranicu
C'D koriste¢i Pitagorin pou¢ak) moZzemo izracunati povrsinu tog trokuta

P(CDP) = 3j4/§
Bududi da je
FKCU)P)::UDA”éLPC”,
slijedi da je
|IDN| = §
2

Obujam trazenog tetraedra je

3.

“l%

xaABCD):;-P@u%nprwz

W =
DO W
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Trece rjesenje.
Neka je ABCD zadani tetraedar i neka je |CD| = 3.

Neka je @ poloviste brida C'D. Uoc¢imo da su AQ i BQ visine u trokutima ACD i
BCD, pa je pravac C'D okomit na ravninu ABQ. 3 boda

Zato je trazeni volumen

V(ABCD)=2-V(ABCQ) =

Wl o

- P(ABQ) - 1QC|. 3 boda

Trokut ACQ je pravokutan i znamo da je |[CQ| = % i |JAC| = 2. Prema Pitagorinom
poucku slijedi

2
’AQ,Q = ]AC’2 _ |CQ|2 =92 _ (3) — Z, tj.  |AQ| = \f 1 bod

Trokut ABQ je jednakokracan. Neka je P poloviste brida AB. Koriste¢i Pitagorin
poucak za pravokutni trokut AP() dobivamo

2
Pap =1age - 1api = (Y1) — =2 G eoi= Y 1 bod
1 1
Slijedi da je P(ABC) = B . |PQ| . |AB| = B . \gg -2 = \ég, te konac¢no
V(ABCD) = § . P(ABQ) - |QC| = ?) - ? - ‘;’ _ ? 2 boda
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Zadatak A-3.5.

Koliko najvise cijelih brojeva moze sadrzavati konacni skup S takav da medu svaka tri
elementa skupa S postoje dva razli¢ita broja ¢iji zbroj je takoder u S7

Rjesenje.
Neka je S konacan skup cijelih brojeva takav da medu svaka tri elementa skupa S

postoje dva razli¢ita broja ¢iji zbroj je takoder u S. Pokazat éemo da S ne moze imati
viSe od 7 elemenata.

Pretpostavimo da .S ima barem tri pozitivna elementa. Neka su a < b < ¢ najveca tri
elementa skupa S. Budud¢i da je a4+ ¢ > cib+c > ¢, mora vrijediti a + b € S. Bududi
dajea+b>bia+beS, mora vrijediti a + b = c.

Neka je z najveéi element skupa S koji je manji od a. Promotrimo elemente z , b, c.
Ako je z > 0,onda x +¢ > cib—+c > ¢, pa mora vrijediti x + b € S. Bududi da je
x4+ b > b, mora vrijediti z +b = c = a+ b, tj. a = x, Sto nije moguce. Dakle, x ne
moze biti pozitivan, tj. S sadrzi to¢no 3 pozitivna broja.

Analogno pokazujemo implikaciju: ako S sadrzi barem 3 negativna broja, onda S sadrzi
to¢no 3 negativna broja. Drugim rije¢ima, skup S moze sadrzavati najvise 3 broja istog
predznaka. Dakle, S moze sadrzavati najvise 7 elemenata (tri pozitivna, tri negativna
i broj 0).

Primjer skupa S sa 7 elemenata koji ima trazeno svojstvo je

S ={-3,-2,-1,0,1,2,3}
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta
28. veljace 2017.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.

U prostoriji se nalazi sedam osoba. Cetiri od njih poznaju to¢no po jednu osobu, a
preostale tri osobe poznaju to¢no po dvije osobe. Sva poznanstva su uzajamna.

Kolika je vjerojatnost da se dvije slu¢ajno odabrane osobe medusobno ne poznaju?

Prvo rjesenje.

Ukupan broj uredenih parova osoba (A, B) je 7-6 = 42. 2 boda
Broj uredenih parova (A, B) osoba koje se poznaju je 4-1+ 3 -2 = 10. 5 bodova
Vjerojatnost da se dvije slucajno odabrane osobe poznaju je % = % 2 boda
TraZena vjerojatnost iznosi 1 — % = %. 1 bod

Drugo rjesenje.

7
Dvije osobe mozemo odabrati na <2> = 21 nacina. 2 boda
U svakom poznanstvu sudjeluju toc¢no dvije osobe, a ukupan broj sudjelovanja osoba
u poznanstvima je 4 -1+ 3 -2 = 10. Zato je ukupan broj poznanstava 5. 5 bodova
Broj parova osoba koje se ne poznaju je 21 — 5 = 16. 1 bod
Trazena vjerojatnost iznosi 2. 2 boda

Napomena: RjeSenje moZemo zapisati koristec¢i terminologiju iz teorije grafova. Osobe
mozemo reprezentirati kao vrhove grafa ¢iji stupnjevi su 2,2,2,1,1,1,1. Bududi da je
zbroj stupnjeva vrhova jednak dvostrukom broju bridova, graf mora imati 5 bridova.
Vjerojatnost da odaberemo par vrhova koji nisu spojeni bridom je %.

Trece rjesenje.

Razlikujemo tri slucaja.

i) Svaka osoba koja ima jednog poznanika poznaje osobu koja ima jednog poznanika.
Tada su osobe koje imaju jednog poznanika grupirane u dva para, a trojka koja ima
po dva poznanika ¢ini tre¢u grupu. Graficki tu situaciju mozemo reprezentirati

na sljedeéi nacin:
A \ \ 1 bod
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ii) Od osoba koje imaju jednog poznanika dvije se medusobno poznaju, a dvije ne
poznaju nijednu od preostalih tri osoba. Tada imamo jedan par osoba i jednu
petorku osoba koje se poznaju. Graficki:

/NN

iii) Nijedna osoba koja ima jednog poznanika ne poznaje osobu koja ima jednog poz-
nanika. Tada imamo dvije grupe od po 3 i 4 osobe koje graficki mozemo prikazati

na sljede¢i nacin:
/ . \ 1 bod

U svakom od sluc¢ajeva je broj poznanstava 5. 2 boda
7

Dvije osobe mozemo odabrati na <2> = 21 nacina. 2 boda

Broj parova osoba koje se ne poznaju je 21 — 5 = 16. 1 bod

TraZena vjerojatnost iznosi %. 2 boda

Zadatak A-4.2.
Koliko ima prirodnih brojeva ¢ < 1000000 koji se mogu prikazati u obliku

c=a’®+ 3b* — 4ab
za neke cijele brojeve a i b razli¢ite od 07
Rjesenje.
Uoc¢imo da je izraz a? + 3b®> — 4ab paran ako i samo ako su a i b iste parnosti. Ako su
a i b oba parni, onda je a® i b? djeljivo s 4 i izraz a® + 3b* — 4ab je djeljiv s 4.

Ako su a i b oba neparni, onda a? i b? daju ostatak 1 pri dijeljenju s 4 i izraz a®+3b>—4ab
je djeljiv s 4. To pokazuje da se parni brojevi koji nisu djeljivi s 4 ne mogu prikazati
u trazenom obliku. 3 boda

Takvih brojeva ima 250 000.
Koristec¢i faktorizaciju
a® + 3b* — 4ab = (a — 3b)(a — b)
dokazujemo da se brojevi 1 i 4 ne mogu prikazati u trazenom obliku.
Ako je (a — 3b)(a —b) = 1, onda je a — 3b = a — b = £1, tj. b = 0, $to nije moguce. 1 bod

Ako je (a—3b)(a —b) =4,ondajea—3b=a—-b==+2tj. b=0ilijea—3b==+11i
a—b==24 1. 2b=43ilijea—3b==+41ia—b= =1, tj. 2b = F3. Nijedan od tih
slu¢ajeva nije moguc. 1 bod
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Svi ostali prirodni brojevi ¢ < 1000000 se mogu prikazati u trazenom obliku.

<
Naime, ako je c =2k + 1, k > 1, onda za a = 3k + 1, b = k dobivamo
a® +3b* —4ab = (a — 3b)(a — b) = (3k + 1 —3k)(3k + 1 — k) = 2k + 1.

Naime, ako je c =4k, k > 1 onda za a =3k — 1, b =k — 1 dobivamo
a? + 30> —dab = (a —3b)(a —b) = 3k — 1 =3k +3)(3k — 1 — k + 1) = 4k.
Ukupan broj brojeva koji se mogu prikazati u trazenom obliku je

1000000 — 250000 — 2 = 748 998.

Napomena: Ucenik koji ne argumentira zasto se brojevi 1 i 4 ne mogu prikazati na
trazeni nac¢in treba dobiti najvige 8 bodova.

Zadatak A-4.3.

Dan je niz pozitivnih realnih brojeva ag, ay, as, ... takvih da vrijedi
ap=1—ay, ap1=1—ay(l—a,)zan>1

Dokazi da za svaki prirodni broj n vrijedi

1 1 1
apy--cap | —+ —+...+— | =
ao aq (07%

Rjesenje.

1
Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom po n. Za n = 0 vrijedi ap - — = 1.
Qo

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki cijeli broj n > 0. Tada je

1 1 1 1 1 1
ag - app1 | —+—+... + =Qpy1 "G Q| —F+ —+...+— )+ ay---ay
Qo a1 Qp+1 Qo a1 ap,

= {prema pretp. indukcije} = a1 + apay - ay.

Mozemo uociti da ¢e korak indukcije biti proveden ako dokazemo sljedec¢u pomocénu
tvrdnju: za svaki prirodni broj n vrijedi
anp=1—apay - a,_1.

Pomoé¢nu tvrdnju takoder dokazujemo matematickom indukcijom po n. Za n = 1
vrijedi a; = 1 — ag prema definiciji.
Pretpostavimo da pomoc¢na tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n. Tada je

ny1 =1 —a,(1—a,)=1—a, -apay - a,_1 =1—apay---a,.
Prema principu matematicke indukcije slijedi pomoéna tvrdnja.
Time smo zavrsili korak indukcije u dokazivanju tvrdnje zadatka.

Dakle, prema principu matematicke indukcije vrijedi tvrdnja zadatka.
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Zadatak A-4.4.

Dan je siljastokutni trokut ABC. Tangente u tockama A i B na kruznicu opisanu tom
trokutu sijeku se u tocki M. Paralela sa stranicom BC kroz tocku M sijece stranicu
C'A u tocki N. Dokazi da je |BN| = |CN|.

Rjesenje.

Neka su «, # i v mjere kutova u trokutu ABC kod vrhova A, B i C, redom.

Prema poucku o kutu tetive i tangente je <M BA = ~. 2 boda
Bududi da je MN || BC, vrijedi <M NA = . 1 bod
Dakle, <M NA = <M BA, pa je AMBN tetivan ¢etverokut. 2 boda
Analogno, prema poucku o kutu tetive i tangente je <M AB = 7, 1 bod
pa je <MAN = v+ a. Kako je AMBN tetivan ¢etverokut slijedi

<MBN = 180° — <M AN = 8. 1 bod

Sada mozemo uociti da je <M BN = <ABC, pa oduzimanjem kuta <ABN slijedi
INBC = <ABM =~. 2 boda

Dakle, <BCN = <NBC' i |BN| = |CN]|. 1 bod
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Zadatak A-4.5.

Na kruznici je oznaceno 3000 tocaka. U jednoj od tih tocaka nalazi se skakavac. Ska-
kavac svakim skokom preskace jednu ili dvije oznacene tocke u smjeru kazaljke na satu
i staje na sljede¢u oznac¢enu tocku. Odredi koliko je najmanje skokova skakavac napra-
vio ako je na svaku oznacenu tocku stao barem jednom i vratio se u tocku iz koje je
krenuo.

Rjesenje.
Tvrdimo da je odgovor 3001 skokova.

Oznacimo tocke u smjeru kazaljke na satu brojevima 1, 2, ..., 3000 krenuvsi od tocke
u kojoj se skakavac nalazi na pocetku. Skakavac moze stati na svaku tocku barem
jednom i vratiti se u tocku iz koje je krenuo u 3001 skokova ovako:

12342373 2920098 233000232 ... 22097 32999 %22 392999 2 1.

Pokazimo da skakavac to ne moze uciniti u manje skokova. Neka je k broj skokova
duljine 2, a ¢ broj skokova duljine 3. Budu¢i da se skakavac mora vratiti u tocku iz
koje je krenuo, tj. mora napraviti cijeli broj punih krugova, postoji prirodni broj n
takav da je

2k + 3¢ = 3000n.

Budu¢i da skakavac mora stati na svaku oznacenu tocku barem jednom vrijedi

k -+ ¢ > 3000.

Kada bi bi vrijedilo k£ + ¢ = 3000, onda bi iz
3000n = 2k + 30 = 2(k 4+ ¢) + ¢ = 6000 + ¢

slijedilo da 3000 dijeli £. Budu¢i da je k,¢ > 0, moralo bi vrijediti £ = 0 ili £ = 3000.

Slu¢aj ¢ = 0 bi znacio da su svi skokovi duljine 2, no tada skakavac ne bi stao na svaku
oznacenu tocku. Sluc¢aj ¢ = 3000 bi znacio da su svi skokovi duljine 3 i tada skakavac
takoder ne bi stao na svaku oznacenu tocku.

Dakle, nije moguce k + ¢ = 3000.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2017.

1 bod

2 boda

2 boda

1 bod

2 boda

2 boda
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