ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2011.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1. U troznamenkastom broju je znamenka stotica jednaka 3. Ako se ona
premjesti na mjesto jedinica, dobije se 75% pocetnog broja. Koji je to broj?

Prvo rjesenje. Trazeni broj je oblika 3zy = 300 + 10z + y. Zadani uvjet mozemo
zapisati kao

2y3 = 0.75 - 3y (1 bod)
3
1002 4 10y + 3 = (300 + 102 + )
185 37 4
O 2y =000 /.
> "y /5
10z +y = 24. (2 boda)
Slijedi da je 7y = 24 pa je 3xy = 324 i to je trazeni broj. (1 bod)
Drugo rjesenge.
Trazeni broj je oblika 3zy = 300 + a, gdje je a dvoznamenkasti broj 7y. (1 bod)
Tada je
3
10a + 3 = Z(SOO—i—a), (1 bod)
a odatle se dobije a = 24 pa je trazeni broj 324. (2 boda)

Zadatak B-1.2. Neka su ai b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog trokuta.
Dokazite da vrijedi nejednakost

at +a®b? + bt > =

A~ w

Rjesenje. 1z a® 4+ 1? = ¢? slijedi a* + 2a%b? + b* = 2. (1 bod)
Stoga nejednakost koju treba dokazati poprima oblik
4 (a* + a®b® +-b*) > 3 (a* + 2a°0° + ") (1 bod)
<= da* + 4a®b* + 4b* > 3a* + 6a*b* + 3b*
— a* =222+ 0> 0
— (P-1")*>0 (2 boda)

sto je tocno.



Zadatak B-1.3. Za prijevoz rize su na raspolaganju vre¢e od 40 kg i 60 kg. Koliko
treba jednih, a koliko drugih vreé¢a za prijevoz 500 kg rize, ako vreée moraju biti pune?
Odredite sve moguénosti.

Rjesenje.
S x oznacimo broj vrec¢a od 40 kg, a s y broj vreca od 60 kg. Mora biti z,y € Ny i

40z 4 60y = 500
20+ 3y =25 (2 boda)

Tada je 2z = 25 — 3y. Za parne y je 25 — 3y neparan broj, a 2x je paran. Dakle, y mora
biti neparan cijeli broj manji od 8 (jer mora biti 25 —3y > 0). Uvrstimo redom neparne y.

y=1 = z=11,
y=3 = 1x=28,
y=5 = x=25,
y=7 = x=2.

To su sva rjesenja. (2 boda)

Zadatak B-1.4. Zbroj 2011 uzastopnih cijelih brojeva iznosi 2011. Nadite najveci
pribrojnik.

Prvo rjesenje. Neka je x najveéi pribrojnik. Onda mozemo pisati

r4+(x—1)+(r—2)+... 4+ (z —2010) = 2011 (1 bod)
2011z — (1+2+ 34 ... +2010) = 2011 (1 bod)
2010 - 2011
2011z — % = 2011 (1 bod)
2011z — 1005 - 2011 = 2011 / : 2011
z — 1005 = 1
x = 1006. (1 bod)

Najveéi pribrojnik je 1006.
Drugo rjesenje.

Ucenik moze napisati jednadzbu:
r+(x+1)+(x+2)+ ...+ (x+2010) = 2011.

Tada ¢e dobiti najmanji pribrojnik x = —1004 pa je najveci pribrojnik —1004 4+ 2010 = 1006.



Zadatak B-1.5. Neka je E poloviste stranice AB kvadrata ABCD i neka je P tocka
presjeka duzine DFE' i dijagonale AC. Odredite povrsinu trokuta AEP ako je |AB| = 2
cm.

Rjesenje.
D C
]
V2
P
Vi
| .
A E B

Neka je P sjeciste duzine DE 1 dijagonale AC'. S v; oznaéimo duljinu visine trokuta AE'P
na osnovicu AE, s vy duljinu visine trokuta C'DP na osnovicu C'D.

Trokuti AEP i CDP su sli¢éni jer imaju iste kutove. (1 bod)
Tada je
L |AE|:|CD|=1:2. (1 bod)
U2
Takoder je
2= |AB| == |BC| :U1—|—U2 :U1+2U1 :31}1
2
pa je v; = 3 om. (1 bod)
Slijedi da je povrsina trokuta AEP jednaka
1 11 1 2 1
P=_|AE| - vy == --|AB|- vy ==-2-= = - cm®. 1
2| | - vy 5 2| | - vq 1 3 =3 M (1 bod)



Zadatak B-1.6. Odredite vrijednost realnog parametra a tako da rjesenje jednadzbe

2a+x 20—z 4a

2 —x 241 44— a2

bude manje ili jednako 1.

Rjesenge.

Da bi dana jednadzba imala smisla, treba biti 2 — x # 01 2 + x # 0, odnosno = # +2.
(1 bod)

Tada je

20+ 20—z 4a

2—x 2+x  4—a?
20+ 2a—x 4a
- - (2 - 2)(2 0
2—zx 242 (2—:6)(2—1-:(;)/ (2-2)2+a)#
(2a+2)2+2) — (2a —2)(2 — ) = 4a
4a + 2ax + 2v + 2° — (4a — 2ax — 2z + 2%) = 4a

dax 4+ 4x = 4a (2 boda)

Faktoriziramo lijevu stranu jednakosti i dijelimo uz uvjet a +1 # 0 (a # —1)

dz(a+1)=4a/: (a+1) #0

= — —1. 1 bod
T=—— 0F (1 bod)
Kako x ne smije biti 2 1 —2, vrijedi i 1 +# 2 §to povlaci a # —2. (1 bod)
a
—2
Nadalje, - _T_ . # —2 §to povladi a # 5 (1 bod)
2
Konacno, rjeSenje dane jednadzbe je x = a4 Jzaa # —2,—1, ~3 (1 bod)
a

Treba jos vidjeti kada je ono manje ili jednako 1. RjeSavamo nejednadzbu

a
a+1

<1

<0. 1 bod
a—l—l_o (1 bod)

Posljednja nejednadzba je ekvivalentna nejednadzbi a + 1 > 0 ¢ije je rjesenje a > —1.
(1 bod)

2
Konacno, rjesenje jednadzbe ¢e biti manje ili jednako 1 za a € (—1,00) \ {—5} (1 bod)



Zadatak B-1.7. Majka je podijelila odredeni broj jabuka svojoj djeci. Petar je dobio
pola od ukupnog broja jabuka i jos dvije. Ivan je dobio pola od preostalog broja jabuka i
jos dvije. Kona¢no, Ana je dobila pola od onoga $to je ostalo i jos dvije jabuke. Na kraju
je ostala jedna jabuka. Koliko je jabuka bilo na pocetku i koliko je jabuka dobilo svako
dijete?

Rjesenje.
S x oznac¢imo pocetni broj jabuka, a s a, b, ¢ redom oznac¢imo broj jabuka koje su dobili
Petar, Ivan i Ana.

Petar je dobio

= g 12 (1 bod)
Znaci da je ostalo x —a = g — 2 jabuka. (1 bod)
Ivan je dobio
T —a 1/z T
b 5 + 55 + 1 + (1 bod)
jabuka.
Nakon toga je ostalo
x x x
x—a—b—§—2—1— —1—3 (1 bod)
jabuka.
Ana je dobila
r—a—2>b 1 /x x 1
=" +2_§<1_3>+2_§+§ (1 bod)
jabuka.
Na kraju mora ostati jedna jabuka. Pisemo
r—a—b—c=1.
Iz gornjih jednakosti slijedi jednadzba
x z 1
Z_3_Z2_2-1 1 bod
1 s 2 (1 bod)

¢ije je rjesenje x = 36. Na pocetku je bilo 36 jabuka. ( )
Petar je dobio a = 20 jabuka. (1 bod)
Ivan je dobio b = 10 jabuka. ( )
Ana je dobila ¢ = 5 jabuka. ( )



Zadatak B-1.8. Opseg pravokutnog trokuta je 14 cm. Nad svakom stranicom konstru-
iran je kvadrat prema van. Zbroj povr§ina svih kvadrata je 72 cm?. Kolika je povrsina
danog pravokutnog trokuta?

Rjesenje.
Neka su a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog trokuta. Vrijedi da je

a+b+c=14
a® + b+ =T2. (2 boda)
Kako je, prema Pitagorinom poucku, a®+b? = 2, posljednja jednakost prelazi u 2¢ = 72
ili ¢ =6 cm. (2 boda)

Iz opsega trokuta dobivamo
a+b=14—-6=8. (1 bod)

Kvadrirat ¢emo ovu jednakost i koristiti ¢injenicu da je povrSina pravokutnog trokuta

P = %b. Tada je

(a+b)?* = 64
a® + 2ab + b* = 64 (2 boda)
odnosno
¢ +4P =64
36 + 4P = 64, (2 boda)
a odatle je P =7 cm?. (1 bod)
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Zadatak B-2.1. U kompleksnoj ravnini prikazite skup svih z € C za koje vrijedi

2= (1— )| < ‘ﬁ—z’f
Rjesenje. Raspisimo najprije
)\/5— ir = <\/§)2 +(-1)=4
(1—i) = [(1—0)?]" = [-20)* = —4 (1 bod)

Dakle, trazimo skup svih tocaka z € C za koje vrijedi |z 4+ 4| < 4. Stavimo z = = + iy i
uvjet postaje

l(x +4)+iy| <4

(x+4)24+y2 <4

(z+4)+y* < 4° (1 bod)

sto odreduje (strogu) unutrasnjost kruga sa sredistem u tocki (—4,0) polumjera 4.

(1 bod)




Skica . .. (1 bod)

Napomena. Ucenik dobiva sve bodove i ako je iz |z + 4| < 4 odmah nacrtao rjesenje uz
jasno oznaceno srediste i polumjer.

Zadatak B-2.2. Ako graf kvadratne funkcije f(z) = 2* — (m —n)x +n, m,n € R, ima
tjeme u tocki 7'(2, 3), odredite vrijednost f(m —n).

Rjesenje.
Tjeme grafa kvadratne funkcije f ima x—koordinatu T Toda je m—n_s pa je
m—n=4 (1)
(1 bod)
o . . 4n — (m —n)? . .
Nadalje, tjeme ima y—koordinatu 1 = 3. Odatle i iz (1) dobije se
4n — (m —n)?* =12
ili dn — 16 = 12, tj. n =T7. (2 boda)
Tada je f(m—n)=f(4)=16—-16+7=T7. (1 bod)

Zadatak B-2.3. Dokazite da su rjesenja jednadzbe

a? b?
— + =1
T r—1

realna i razlic¢ita za sve vrijednosti realnih brojeva a i b za koje vrijedi da je a - b # 0.

Rjesenje. Danu jednadzbu svodimo na jednostavniji oblik.
22— (> +0* + Da+a®> =0. (1 bod)
Racunamo njezinu diskriminantu:

D = (a®+b°+1)°—4a* = (a*+b*+1—2a) (a®*+b*+1+2a) = [(a — 1)* + b°]-[(a + 1)* + b*] .
(2 boda)
Ocigledno je D > 0, za sve realne vrijednosti brojeva a i b, za koje je a-b # 0. (1 bod)



Zadatak B-2.4. Ako stranice trokuta imaju duljine a, b, ¢ takve da jea4+b—c =21
2ab — ¢ = 4, dokazite da je trokut jednakostranican.

RjesSenje.
Iz prve jednakosti dobivamo da je ¢ = a + b — 2 (*). Tada iz druge jednakosti slijedi

2ab — (a+b—2)*=4
2ab — a* — b* — 4 — 2ab+ 4a +4b =4 (1 bod)

Nadalje, prepoznajemo kvadrate binoma:
a? —4a+4+b0*—4b+4=0 ili (a—2)*+(b-2)*=0. (1 bod)

Ova je jednakost moguca jedino akosua—2=0ib—2 =0, Stoznac¢idajea=21ib=2.

Tada je iz (*), ¢ = 2. Dakle, trokut je jednakostranican. (2 boda)

Zadatak B-2.5. Godine oca i njegove dvoje djece (nisu blizanci) su potencije istog
prostog broja. Prije godinu dana brojevi godina svakog od njih bili su prosti brojevi.
Koliko godina ima otac, a koliko svako od njegove dvoje djece?

RjesSenje.

Neka su p?, p°, p¢ trazeni brojevi godina. Tada su brojevi p® — 1, p? — 1, p¢ — 1 prosti.
(1 bod)

Ako je p = 2, potencije broja 2 su 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, ... (1 bod)

Medu njima trazimo one kojima kad oduzmemo 1, dobivamo proste brojeve. To su redom
brojevi 4, 8 i 32. Tesko da netko moze biti stariji od 120 godina pa je jedina moguénost
da otac ima 32 godine, a djeca 4 i 8 godina. (1 bod)

Ako je baza p > 3, brojevi p?, p°, p¢ su svi neparni, a oni “godinu dana mladi” svi parni
pa ne mogu biti prosti brojevi. To znaci da je jedino rjesenje 32, 4, 8. (1 bod)



Zadatak B-2.6. Visina jednakokra¢nog trapeza iznosi h, a povrsina trapeza je h?. Pod
kojim se kutem sijeku dijagonale trapeza?

Prvo rjesenje. Skica ... (1 bod)

A a F B C E
: at+c . 9 .
Kako je P = -hiP=h* tojea+c=2h. (1 bod)
Produzimo AB preko tocke B do tocke E tako da je |BE| = |DC| = ¢. Tada je BECD
paralelogram pa je |CE| = |DB|. (1 bod)
S druge strane, trapez je jednakokracan pa je |AC]_: |DB|. Dakle, |CE| = |AC|. To
znadi da je trokut AAEC jednakokracan osnovice AFE. (1 bod)
Tada visina C'F povucena na osnovicu lezi na simetrali osnovice. (1 bod)

Dakle, tocka F je poloviste duzine AE. Stoga je
1 1
|AF| = §]AE| = §(a+c) = h. (1 bod)
To znaci da je trokut AAFC pravokutan i jednakokracan. (2 boda)
Slijedi da je
LCAF = /ZFCA = 45°,

Kut izmedu dijagonala je tada:

JACE =2/FCA = 90° (2 boda)

10



Drugo rjesenge.

D c C
X
a/2
X
h-x
A a F B
Skica . .. (1 bod)
12 2 h = 12 slijedi a + ¢ = 2h. (1 bod)
Iz sliénosti trokuta ABS i trokuta C'DS (isti kutovi jer su osnovice paralelne), gdje je S
sjeciste dijagonala, slijedi (2 boda)
T c
h—z a
ra = hc — cx
z(a + ¢) = he, (2 boda)

a kako je a + ¢ = 2h, slijedi

x-2h = hc
v =< (2 boda)
2
a odatle zakljucujemo da je
«
5= 45°,  a =90°. (2 boda)

11



Zadatak B-2.7. Ivo je odlucio na zemljistu koje ima oblik raznostrani¢nog trokuta,
osnovice 16 m i visine na tu osnovicu 12 m, sagraditi kuc¢u. Jedan zid kuce treba sagraditi
na osnovici trokuta. Obzirom da je zemljiste malo, zeli ga iskoristiti na najbolji moguci
nacin. Tlocrt kuée treba biti pravokutnik maksimalne povrsine. Odredite dimenzije i

povrsinu tlocrta kuce.

Rjesenje.
C
LV
A Yy Dh B’
x |
- s \
A a D B
Skica ...
Trokuti AA’B'C'i AABC su sli¢ni jer su im svi kutovi sukladni.
Tada je
|A'B'|  |AB|
\CD'|  |CDJ
tj.
AN y:g(v—x)
v—r v
Vrijedi da je
a a 4
P(x)=a2y=2—(v—1)=ar — —2° = 162 — —1°.
(x) =xy xv(v x) = ax " T— 5%
. : . 16 .
Ova funkcija poprima maksimum za x = g = =t 6 m. Tada je
el
16 4
=—12—-2)==-(12—-06) = .
y=1502-2)=(12-6)=8m

(1 bod)
(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

Dakle, §irina tlocrta kuée je z = 6 m, a duljina y = 8 m te povrsina P = zy = 48 m?. (1

bod)

12



Zadatak B-2.8. Osnovica BC jednakokraénog trokuta ABC je duljine a, a kut nasuprot
osnovici je a. Kruznica k dodiruje krakove AB i AC' i kruznicu opisanu trokutu ABC'.
Odredite polumjer kruznice &k (u ovisnosti o a i ).

Rjesenje. Trazeni polumjer oznac¢imo s r, a polumjer opisane kruznice trokutu ABC' s R.

Skica . .. (2 boda)

Polumjer r ¢emo izracunati iz pravokutnog trokuta DAS. Vrijedi

! r
AS| =2R —r, sin§ = *
(2 boda)
Polumjer R ¢emo izracunati iz pravokutnog trokuta FOB. Kako je a obodni kut nad
tetivom BC, kut FOB je takoder a (pola sredisnjeg kuta nad BC'). (1 bod)
a a
Tada je sina = — ili 2R = . 2 bod
ada je sina = o il R no (2 boda)
Tada je iz (*) sin% = — T , odnosno
.« ( a >
in — —r) =
i 2 \sina« " "
. o asing
r+rsin— = —
sin av
r= i (3 boda)

N sina(l—i—sin%)'

Napomena. Polumjer R se moZe izracunati i iz pravokutnog trokuta ABE (kut ABE je
obodni nad promjerom) ili iz formule za povrsinu (P = Z—lg). Bilo koji na¢in racunanja
vrijedi 3 boda.

13
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Zadatak B-3.1. Rijesite jednadzbu

log /5 4in,(1 4+ cosz) = 2.

Rjesenge. Jednadzba ima smisla jedino ako je 14 cosx > 0, odnosno ako je cosz > —1,
a to znaci za sve x € R osim kada je cosz = —1. (1 bod)

Isto tako baza logaritamske funkecije mora biti pozitivna i razlic¢ita od 1 pa vrijedi v/2sinz > 0
i v/2sinx # 1, odnosno

1
sine >0 1 sinzx# —. (1 bod)
V2

Iz same jednadzbe slijedi

1+cosz =2sin’z

1+cosx:2(1—0082x)

2cos?x +cosxr—1=0

1
te dobivamo cosz = 3 icosx =—1. (1 bod)
1
cosx = —1 nije rjeSenje zbog pocetnog uvjeta, a iz cosx = 3 dobivamo z = g + 2km ili
T = —g + 2kw. Zbog pocetnog uvjeta rjesenje je samo x = g + 2k, (1 bod)

Zadatak B-3.2. Odredite sve proste brojeve manje od 2011 kojima je zbroj znamenaka
jednak 2.

Rjesenge. Prvi prosti broj koji ima zbroj znamenaka 2 je broj 2. Za ostale takve proste
brojeve zakljucujemo na sljede¢i nacin:

Gledamo zadnju znamenku. Na zadnjem mjestu ne moze stajati 2 ili 0 jer bi onda broj

bio paran. (1 bod)
Dakle, jedina je moguénost da broj ima prvu i zadnju znamenku 1, a ostale su 0. To nam
daje brojeve 11, 101, 1001. (1 bod)
Lako se provjeri da brojevi 11 i 101 jesu prosti. (1 bod)

No, broj 1001 nije prost. Npr. djeljiv je sa 7.
Rjesenje su brojevi 2, 11, 101. (1 bod)

14



Zadatak B-3.3. U krugu su povucena dva promjera koji se sijeku pod kutom od 30°.
Krajnje tocke tih promjera odreduju dvije tetive (razlicite od promjera) ¢ije se duljine
razlikuju za 2v/2. Kolika je povrsina kruga?

Rjesenje. Skica ... (1 bod)

Zadano je t; — ty = 2¢/2.
t t
Iz sin 75° = 2—1 dobivamo #; = 2rsin 75°, a iz sin 15° = 2—2 slijedi ¢, = 2rsin15°. (1 bod)
r r
Uvrstivsi dobiveno u zadanu jednakost slijedi

V2 V2

SIn75° —sin15°  2cos 45° sin 30°

Dakle, P = 4. (2 boda)

Zadatak B-3.4. Odredite rjesenja nejednadzbe:

2011 cos (22° — y) > 2 + 2011.

Rjesenje. 1z 2% > 0 slijedi 2% + 2011 > 2011, a iz cos (222 — y) < 1 slijedi

2011 cos (22* — y) < 2011 (1 bod)
Zaklju¢ujemo da je jedino moguce rjeSenje kada je 2011 cos (22% — y) = 22 +2011 = 2011,
a odatle dobivamo z? = 0 pa je z = 0. (1 bod)
Nadalje, 1 = cos(—y) = cosy pa je y = 2km, k € Z. (1 bod)
Dakle, rjesenje je {(0,2km) : k € Z}. (1 bod)

15



Zadatak B-3.5. Dvije ravnine diraju kuglu u tockama A i B. Ako je polumjer kugle 20
cm i [AB| = 10 cm, odredite sinus kuta izmedu tih ravnina.

Rjesenge. Skica . .. (1 bod)

1
:. = - = — 1
cos o = sin (3 50 = 1 (1 bod)
1 V15
ina=4/1— — =" 1
sin 16 1 (1 bod)
V15 1 1
sin2a = 2sinacosa = 2 - 45-12 85' (1 bod)

16



Zadatak B-3.6. U ovisnosti o realnom parametru a € R, odredite broj rjesenja jed-

nadzbe

(2sinz — cosx)* + (sinx — 2cosz)? = a

unutar intervala [0, 7).

Rjesenje. Pojednostavimo danu jednadzbu.

4sin®x — 4sinxcosw + cos®x + sin®x — 4sinwcosw + 4cos’z = a (1 bod)
5 (008296 + sin® x) —a =4sin2x
S—a

1

(2 boda)

sin 2x =

Neka jet = 2z. Akojez € [0,), tada jet € [0, 27). Tada trazimo broj rjesenja jednadzbe

S—a
g *
sin . (*)
unutar intervala [0, 27).
Kako je |sint| <1 za sve t € R, vrijedi: (1 bod)
5—a . . . D
1) Za 1> 1, odnosno za a < 1 ili a > 9, jednadzba (*) nema rjesenja. (2 boda)
d—a . . . L Do
2) Za = 1, odnosno za a = 1 ili @ = 9, jednadzba (*) ima jedno rjeSenje unutar
[0, 27r). (2 boda)
5 —
3) Za 1 4 < 1, odnosno za 1 < a < 9, jednadzba (*) ima dva rjesenja u [0, 27).

(2 boda)

17



Zadatak B-3.7. U paralelogramu tupi kut iznosi 120°, a duljine dijagonala su u omjeru
V109 : v/39. U kojem su omjeru duljine stranica?

Rjesenge.

Iz danih podataka i kosinusovog poucka slijedi

e a®+b%* — 2abcos 120°

27 a2 + b2 — 2abcos 60°
109 a®+b0*+ab

30 — 20 —ab (3 boda)
Odatle nakon sredivanja slijedi
35a® — Tdab + 356 = 0. (*)
(2 boda)
Tada rastavljanjem na faktore dobivamo
35a* — 35ab — 49ab + 35b* = 0
5a(7a — 5b) — 7b(7a — 5b) = 0
(7Ta — 5b)(5a — 7b) = 0. (2 boda)
Slijedi da je 7a — 5b = 0 ili 5a — 7b = 0, odnosno (1 bod)
% - g ili % - g (2 boda)

Napomena: Jednadzba (*) se moze rijesiti kao kvadratna po a ili b, a moze se i podijeliti

s b? te se dobije kvadratna jednadzba po E:

35(%)2—74-%+35=o.
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Zadatak B-3.8. Duljine bridova baze uspravne trostrane prizme su 6 cm, 8 cm i 4v/6
cm. Kroz vrh najveceg kuta baze postavljena je ravnina tako da presjek prizme i ravnine
bude jednakostranican trokut. Izracunajte povrsinu tog presjeka.

Rjesenje.
B4
c, A In
C A

Neka je |BC| = 8 em, |AC| = 6 cm, |AB| = 4v/6 cm, |AM| = x cm, |[BN| =y cm.
Posto je |[MC| = |NC| = |MN|, tada je

22436 =9* +64 = (y — ) +96 (1 bod)
pa dobivamo sustav jednadzbi
2 _ 2 28
vy (2 boda)
21y — 2% = 32.

Supstitucijom ¥ z dobivamo
x

2?2 — 2222 = 28
1 bod
{23:22 —x? =32 ( )
Dijeljenjem dobivamo
l=s 7 (1 bod)
2:-1 8 °
2 : 3. 5
odnosno 8z% 4+ 14z — 15 =0 pa je z; = Jie=—5 (1 bod)

Poétojex>01y>0,tadajez:g>0.
x
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Dakle, za z = Z imamo

_3
{i? _4;2 s (1 bod)
Pozitivna rjesenja su x = 8 cm, y = 6 cm. (1 bod)
Iz trokuta AMC imamo |CM|? = 36 4 64 ili |[CM| = 10 cm pa je P = 25v/3 cm?.
(2 boda)
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — B varijanta
28. veljace 2011.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1. Rijesite jednadzbu:

n+1 n—1
AERNPIPLER I

Rjesenje. Jednadzbu rjesavamo uz uvjet da je n > 3.

2w_4.2w:7-2n(%71>. (1 bod)
Nakon dijeljenja jednadzbe s 2% dobivamo
Coe_seed _ pesbfemn sy
odnosno
2" — 4.2 =7 (1 bod)

Stavimo li 2" = ¢ dobivamo jednadzbu ¢* — 7t — 8 = 0 ¢ija su rjeSenja 8 i —1. (1 bod)
Kako je 2™ > 0, 2" = 8 pa je rjeSenje n = 3. (1 bod)

Zadatak B-4.2. Pravokutna plo¢a dimenzije 10 x 9 podijeljena je mrezom horizontalnih
i vertikalnih pravaca na kvadrate duljine stranice 1. Koliko na ovoj plo¢i ima ukupno
kvadrata?

Rjesenjye. Prebrojimo redom kvadrate 1 x 1, zatim 2 x 2, 3 x3,4x4,5%x5,6x6,7X7,
8x 8 9x9.

Kvadrata dimenzije 1x1 ima 10-9 = 90.
Nadalje, kvadrata 2x2 ima 9-8=T72.
3x3 ima 8-7=056.
4x4 ima 7-6=42.
5xX 95 ima 6-5=30.
6x6 ima 5-4=20.
7Tx7 ima 4-3=12.

8 x 8 1ima 3-2=0.
9%x9 ima 2.1=2.

(3 boda)
Ukupno ima 2 + 6 4 12 + 20 4 30 + 42 4 56 + 72 4+ 90 = 330 kvadrata. (1 bod)
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Zadatak B-4.3. Odredite a € C tako da broj zg = —v/3 + i bude nultocka polinoma
P(z) = 2z —a. Od preostalih nultocaka polinoma P odredite onu &iji je argument
najmanji.

Rjesenge. Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja zy = —v/3 + i je

5 57r+_ . 5w
20 = cos — 4+ isin — | .
0 6 6
Tada je

70 = 2% (COS% + isin g) = 2%, (1 bod)

Slijedi P(zg) = 24° — a = 0. Dakle, a = z§°> = 2'%. (1 bod)

s T
Nultocke polinoma P su svi petnaesti korijeni iz broja a = 2% = 2% <cos 5 + 7sin 5)
To su brojevi

T 42k T4+ 2k
wk:2(C0821—57T+ZS1n21—57T>, k’:O,]_,,14 (].bOd)
. .. . . m ... T
Najmanji argument ima broj wy = 2 <cos 30 + i sin %) (1 bod)

Zadatak B-4.4. Od pet brojeva prva tri ¢ine aritmeticki niz s razlikom 8, a posljednja
Cetiri ¢ine geometrijski niz s kvocijentom 2. O kojim se brojevima radi?

Rjesenje.
geometrijski niz
7\
a/7 b’ C7 d7

aritmeticki niz

® )

Aritmeticki dio niza mozemo oznaciti sa x — 16, x — 8, x. Geometrijski dio niza ozna¢imo

sa x — 8, 2(x —8), 4(x — 8), 8(z — 8). (2 boda)
Slijedi da je x = 2(x — 8) pa je x = 16. (1 bod)
Trazeni brojevi su 0, 8, 16, 32, 64. (1 bod)
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Zadatak B-4.5. Povucemo li tangentu ¢; na elipsu b*2% + a?y? = a?b? pod kutom od 45°
prema pozitivhom smjeru osi z, njezin odsjecak na y osi je 4. Povucemo li tangentu %,
pod kutom od 60°, odsjecak na y osi povecati ¢e se za 2. Odredite povrsinu cetverokuta
T\ FyTy, gdje su Fy, Fy zarista elipse, a T, T, redom sjeciSta tangenti ¢y, to s y osi.

Rjesenjye. Napisimo jednadzbe danih tangenti:

tl...klztg45ozl,l2:4, t2...k2:\/§,l2:6

th..y=x+4

ty...y =3z +6. (1 bod)
Iz uvjeta dodira a?k? + b = [2 slijedi a® + b* = 16 i 3a® + b* = 36, odnosno a? = 10,
b = 6. (1 bod)
Tada je e = 10 — 6 = 4, a koordinate fokusa su Fy = (2,0), Fy = (—2,0). (1 bod)

Kako su Ty = (0,4), T, = (0,6), trazena povrsina je

(1 bod)
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Zadatak B-4.6. Odredite umnozak rjesenja jednadzbe

xlOgQOHI . /2011 — x2011'

Rjesenje. Logaritmiramo po bazi 2011:

xlogzmlx . 2011 = x2011

1085011 T * 1085011 T + 1085011 V2011 = logyyyy 2

1
10g3011 © + 9 2011 - logggy, @

Jednadzba ima smisla samo za x > 0.

Uvedimo zamjenu log,,;; * = a i dobivamo
9 1
a —2011@—1—5 = 0.

Rjesenja ove jednadzbe zadovoljavaju Vieteove formule te je:

a1+ as = 2001
logog1 2 =ay = x9=2011"

Slijedi da je

x1 - Ty = 20119 - 201192 = 2011%722 = 20112011,
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Zadatak B-4.7. DBaza trostrane piramide je trokut sa stranicama a, b i c. Duljina
stranice ¢ iznosi 7 cm, a — b = 5 cm, a kut nasuprot stranice ¢, v = 60°. Pobocka
koja sadrzi najdulji osnovni brid okomita je na ravninu baze i sukladna bazi. Izracunajte
obujam piramide i povrsinu najvece pobocke piramide.

Rjesenje.

Koristedi kosinusov poucak izracunat ¢emo duljine stranica a i b.

& =a®+b* — 2ab- cosy

1
49 = (b+5)2+b?—2(b+5)b-5 (1 bod)
b +5b—24=0

b=3cm, a=8cm. (2 boda)

Kako je pobocka C'BD sukladna bazi i okomita na nju, visina piramide jednaka je visini
baze i vrijedi

3V3
sinyz% = v:%_cm. (1 bod)
Povrsina baze je B = jabsiny = 12- ‘/73 = 6v/3. (1 bod)
Tada je obujam piramide
6\/3 - 3V3
V= % =9 cm®. (1 bod)

Povrsina pobocke C'BD jednaka je povrsini baze. Kako je duljina stranice b manja od
duljine stranice ¢, pobocka ABD je veta od pobocke C'AD pa ¢emo racunati njezinu
povrsinu. (1 bod)

[zracunajmo duljinu nepoznatog brida x:

Tz =vV2= 3\2/6 cm. (1 bod)
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Duljina visine pobocke ABD iznosi

_ /e £>2 _ V30 1
Y c (2 1 (1 bod)
i njezina je povrsina

. 1 /730 3v6 3 3

Zadatak B-4.8. Odredite zbroj recipro¢nih vrijednosti svih pozitivnih djelitelja broja
n, ukljuéujuéi 11 n, ako je n = 2°P"1(2P — 1), a 27 — 1 je prost broj.

Rjesenge. Djelitelji broja n su redom brojevi
1,2,22,2% 2P t 2P 1.2 (2P —1),2%- (2P —1),...,2°71 . (2P — 1). (4 boda)

Zbroj njihovih recipro¢nih vrijednosti je

1 1 1 1 11 1
S:1+§+§+“'+F+2P—1(1+_+_+”'+_)' (2 boda)

Uocavamo geometrijski niz od p ¢lanova s prvim ¢lanom 1 i kvocijentom % Tada je

s o0 (1) e ((2) —2 (220) 2 vote
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