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Predgovor

Priru¢nik je namijenjen nastavnicima matematike, uc¢enicima treéeg i ¢etvrtog razreda srednjih skola,
kao i studentima tehnickih, prirodoslovno-matematickih fakulteta i ekonomskih fakulteta. Tri su os-
novna cilja ovog priru¢nika:

1. U priru¢niku su obradene funkcije na nacin da predstavljaju temelj za uvodenje diferencijalnog i
integralnog racuna funkcija jedne i vise varijabli, na sveucilisnoj razini. Cilj je ucenicima olaksati
nastavak skolovanja.

2. Priru¢nik se bavi matematickim modeliranjem pomocu funkcija, te se u njemu moze naéi veliki
broj primjera iz stvarnog zivota, ekonomije, fizike, kemije i biologije, koji matematiku povezuju
sa stvarnoséu. Cilj je pokazati da je matematika povezana sa stvarnim svijetom.

3. Problemi se rjesavaju pomoc¢u ra¢unala, jer se u danasnje vrijeme ne smijemo ograni¢avati samo
na probleme koji se mogu rijesiti papirom i olovkom. Cilj je uvesti ra¢unalno rjeSavanje problema
u nastavu matematike.

Priruénik se sastoji od 6 poglavlja.

1. Osnovni pojmovi o funkcijama

o

Matematicko modeliranje pomocu linearne, kvadratne, eksponencijalne i logaritamske funkcije
Trigonometrijske i hiperbolicke funkcije i njihove inverzne
Polinomi, racionalne i iracionalne funkcije

Matematicko modeliranje jednostavnim funkcijama vise varijabli

S vk W

Matematicko modeliranje jednostavnim vektorskim funkcijama

Glavna tema kojom se bavimo u priru¢niku je matematicko modeliranje pomoéu funkcija. U pr-
vom poglavlju se uvode osnovni pojmovi vezani uz funkcije. Pojmovi su uvedeni kroz jednostavne
primjere iz svakodnevnog zivota. Drugo poglavlje se sastoji od primjera matematickog modeliranja
linearnom, kvadratnom, eksponencijalnom i logaritamskom funkcijom. Ostala poglavlja, od treéeg
do Sestog koncipirana su tako da unutar poglavlja najprije dolaze potpoglavlja u kojima se upoznajemo
s odredenim tipom funkcije, a onda kao zasebno potpoglavlje dolazi dio s primjerima iz matematickog
modeliranja tim funkcijama.

Pocetna dva poglavlja su drugacija od ostalih poglavlja, jer su ucenici tre¢eg razreda, oni najmladi
koji mogu koristiti ovaj priru¢nik ve¢ upoznati s funkcijama kojima se modelira u drugom poglavlju.
Nisu upoznati s opéim pojmovima vezanim za funkcije, ali jesu s linearnom, kvadratnom, eksponenci-
jalnom i logaritamskom funkcijom, pa te funkcije nisu posebno obradene.
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U priruéniku ima dovoljno materijala za dva izborna kolegija po 70 sati nastave. Sve teme koje
su obradene, u buduénosti ¢e pomoé¢i uc¢enicima pri svladavanju kolegija iz matematike na tehnickim,
prirodoslovno-matematickim i ekonomskim fakultetima. Ako je nastavniku na raspolaganju manja sat-
nica, nastavnik ¢e sam odrediti koja poglavlja zeli raditi i koja poglavlja predstavljaju logicki slijed.
Preporucujemo da se svakako rade prva tri poglavlja, jer se u njima uvode osnovni pojmovi, te se mode-
lira funkcijama koje su gradivo opce i prirodoslovno-matematicke gimnazije. Ako je u tim poglavljima
potrebno izvrsiti skracivanja, u drugom poglavlju se moze napraviti manji broj primjera, a u tre¢em
poglavlju se mogu preskociti polarne koordinate.

Nastavnik moze odluciti da nakon treéeg poglavlja obradi jedno ili vise poglavlja koja su preostala.
Cetvrto poglavlje s polinomima i Sesto poglavlje s vektorima su gimnazijsko gradivo, prikazano na malo
druk¢iji na¢in uz dodatak matematickog modeliranja. Peto poglavlje donosi funkcije vise varijabli, Sto
nije gimnazijsko gradivo. Smatramo da je pri razumijevanju pojma funkcije jako vazno povezivanje
sa stvarnoséu, a u stvarnosti rijetko koji proces ovisi samo o jednoj varijabli! Nadalje, grafovi funk-
cija dviju varijabli nacrtani na racunalu su vrlo atraktivni, pa o¢ekujemo da ée zainteresirati ucenike.
Dakle, nastavnik nakon prva tri poglavlja moze preskociti neko poglavlje i nastaviti dalje. U slu¢aju da
nastavnik odluéi raditi poglavlja 1, 2, 3 i 6 nece imati poteskoca.

Grafovi, simboli¢ki i numeric¢ki rac¢uni nastali uz pomo¢ Wolframove Mathematice, mogu biti na-
pravljeni i u nekom drugom programskom paketu. Oznake koristene u priru¢niku su standardne oznake
koje se koriste u matematici i fizici. Umjesto decimalnog zareza koristena je decimalna tocka, kao u
udzbenicima iz informatike, i to zbog uskladivanja s Wolframovom Mathematicom.

Primjere iz fizike je izradila izv.prof.dr.sc. Lahorija Bistrici¢ s Fakulteta elektrotehnike i racunarstva
u Zagrebu, te joj zahvaljujemo na tome. Zahvaljujemo Petri Vidovi¢, magistri inzenjerki informacijske
i komunikacijske tehnologije na izradi primjera iz zivota, obradi primjera ra¢unalom, izradi slika i
cjelokupnoj velikoj tehnickoj pomoci u realizaciji ovog prirucnika.

Autorice
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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi o funkcijama

| &)

1.1 Motivacija za uvodenje pojma funkcije

Pojam funkcije jedan je od najvaznijih pojmova u matematici. Za funkciju koristimo i rijec¢ preslikavanje.
Temeljito poznavanje pojma funkcije i dobro ra¢unanje s elementarnim funkcijama osnovni su preduvjeti
za razumijevanje vise matematike. Pod viSom matematikom podrazumijevamo diferencijalni i integralni
racun, s kojim se ucenici prvi put susreéu u 4. razredu gimnazije. Svaki pocetni sveucilisni matematicki
kolegij krece s diferencijalnim i integralnim ra¢unom funkcija jedne varijable. U nastavku matematickog
obrazovanja, ovisno o studiju, rade se diferencijalni i integralni ra¢un funkcija vise varijabli i vektorskih
funkcija.

Mi se u ovom priru¢niku prvenstveno bavimo elementarnim funkcijama jedne varijable, pri ¢emu
stavljamo naglasak na matematicko modeliranje pomocu funkcija. Jako je vazno razumjeti i usvojiti
pojam funkcije na apstraktnom nivou, te nauciti primjenjivati funkcije u konkretnim situacijama. Treba
nauciti kako odabrati prikladan tip funkcije koji se moze primijeniti na odredeni problem koji dolazi iz
stvarnog zivota, fizike, ekonomije, kemije, biologije ili inzenjerstva.

Na kraju, u posljednja dva poglavlja uvodimo pojam funkcije dvije i tri varijable, koje prouc¢avamo
svodenjem na funkciju jedne varijable. Vektorske funkcije se uvode kao vektori ovisni o nekom parame-
tru, cemu se daje fizikalni smisao.

U ovom priru¢niku rjesavamo probleme uz pomoé¢ programskog paketa Wolframova Mathematica,
ne zanemarujuci pritom cinjenicu da ucenik jednostavnije primjere mora biti u stanju napraviti i bez
racunala.

Ucenici su na nastavi matematike obradili pojam linearne, kvadratne, eksponencijalne i logaritamske
funkcije, ali nije se govorilo opéenito o pojmu funkcije. Pristup u kojemu se kreée od jednostavnijih
primjera i pojedina¢nih slucajeva, te se tek onda dolazi do opéenitog pojma, moze biti dobar ako se
nakon usvajanja opéenitog pojma ponovo sagledaju svi pojedinac¢ni slucajevi u novom svjetlu.

Kre¢emo s pojmom funkcije na nacin da se objasni veza pojma funkcije kojeg koristimo u stvarnom
zivotu i matematickog pojma funkcije. Da bismo mogli efikasno raditi s funkcijama koje su nam potrebne
u svakodnevnom zivotu, fizici, ekonomiji, biologiji, kemiji i drugim znanostima, moramo usvojiti neke
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matematicke koncepte koji su povezani s pojmom funkcije. Svaki matematicki pojam koji uvodimo
bit ¢e popraden primjerima iz zivota, te ¢e biti objasnjeno kako neki izrac¢un ili graf mozemo dobiti u
programskom paketu Wolframova Mathematica.

Ucenici se postupno od osnovne skole do treceg razreda srednje skole susreéu s linearnom, kvadrat-
nom, logaritamskom, eksponencijalnom funkcijom i trigonometrijskim funkcijama, ali se pojam funkcije
na jednom opéem nivou ne uvodi do 4. razreda gimnazije. Matematicki pojmovi koji ¢e biti uvedeni
u ovom poglavlju su gradivo 4. razreda gimnazije, ali su uvedeni na drugi nac¢in uz koristenje primjera
iz zivota. Matematicki koncepti su apstraktni i bas zbog svoje opéenitosti omogucavaju vrlo raznoliku
primjenu. S druge strane, zbog apstraktnosti te koncepte je tesko razumjeti, pa oni ostaju bez primjene.
U ovom priru¢niku ¢emo paralelno uvoditi matematicke koncepte i njihovu primjenu.

1.2 Pojam funkcije u zivotu i matematici

Funkciju mozemo zamisliti kao stroj u koji ubacujemo neke sirovine (input), a iz stroja izlazi neki
proizvod (output). Matemati¢im jezikom sirovinu bismo nazvali varijablom z (neka je za sada samo
jedna sirovina), stroj bismo nazvali funkcijom f, a proizvod bi bio y = f(x). Proizvod y = f(z) jos
nazivamo vrijednost funkcije u tocki x. U inzenjerstvu se ¢esto na taj nacin prikazuju procesi. U proces
ulaze varijable x1, s, ... x,, proces se prikazuje kao neki pravokutnik f u kojem se nesto dogada, a
iz, pravokutnika izlazi kao rezultat f(x1,xo,...,x,). Takav na¢in prikazivanja procesa naziva se blok

dijagram.
PROCES [ >

J/

Stroj, odnosno proces, ispravno radi ako ubacivanjem istih sirovina uvijek dobivamo isti proizvod.

Primjer 1.1 Aparat Kacakak radi na patrone. Ako se stavi crna patrona, onda pravi kavu, od zelene
patrone se dobije ¢aj, a od smede kakao
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Skup ulaznih varijabli je {c, z, s}, gdje c predstavlja crnu patronu, z zelenu, a s smedu. Skup izlaznih
vrijednosti je {kav, caj, kak}, gdje kav predstavija kavu, caj je ¢aj, a kak je kakao. Jednakostima

fle) = kav
f(z) = caj
f(s) = kak

je definirana funkcija jedne varijable. Skup {c, z, s} nazivamo podrucjem definicije funkcije ili domenom
funkcije, a skup izlaznih vrijednosti je

{kav, caj, kak} slika funkcije. U slucaju da se dogodi da nakon ubacivanja zelene patrone iz aparata
izade kava, reéi éemo da nesto ne funkcionira. Znamo da je f(z) = caj i ne moZe biti f(z) = kav. Da
bi funkcija bila dobro definirana svakoj ulaznoj varijabli se pridruzuje samo jedna izlazna
vrijednost!  Patroni z je pridruZen samo ¢aj. U suprotnom imamo kvar, a matematickim jezikom
kaZemo da funkcija nije dobro definirana. Slicno je i u slucaju da stavimo neku patronu, a iz aparata ne
potece nikakva tekuéina. U pitanju je kvar, odnosno, nije dobro definirana funkcija jer svakoj ulaznoj
varigabli trebamo pridruZiti neku izlaznu vrijednost.

Primjer 1.2 Promotrimo kako bismo opisali rad stroja za pravljenje kruha. Ubacivanjem jedne od 3
vrsta brasna, vode i kvasca u stroj, nakon pritiska tipke f, trebamo dobiti jednu od 3 wvrste kruha. Na
raspolaganju su nam 3 vrste brasna, pSenicno, kukuruzno i raZeno.

Funkcioniranje stroja za praviljenje kruha je opisano jednakostima

f(psbrasno, voda, kvasac) = psenicnikruh
f(kukbrasno,voda, kvasac) = kukuruznikruh

f(razbrasno,voda, kvasac) = razenikruh

Ako stroj ovako radi, smatramo da dobro funkcionira tj. da je funkcija f dobro definirana. U slucaju
da se dogodi da stroj nakon ubacivanja kukuruznog brasna izbaci pSenicni kruh, reéi éemo da nesto ne
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funkcionira. Znamo da je
f(kukbrasno,voda, kvasac) = kukuruznikruh

1 ne moZe biti
f(kukbrasno,voda, kvasac) = psenicnikruh.

Naglasavamo, kao u prethodnom primjeru, da bi funkcija bila dobro definirana svakoj ulaznoj varijabli
se pridruzuje samo jedna izlazna vrijednost!

Nadalje, ako nakon ubacivanja sastojaka brasno, voda i kvasac, iz stroja ne izade nista, opet cemo
rec¢i da stroj ne funkcionira. Spomenuli smo da se kaZe da funkcija nije dobro definirana, ali moZemo
jednostavno reéi da nije definirana funkcija. Taj stroj ne predstavlja funkciju, ako on radi kako ga je
volja, ponekad izbaci kruh od neodgovarajuceg brasna, a ponekad nista. Jasno je da s takvim strojevima
ne Zelimo imati posla. Zelimo strojeve koji su dobro definirane funkcije, ili krace, strojeve koji jesu
funkcije.

Primjer 1.3 Trgovina Ziveznih namirnica Brodo iz Slavonskog Broda uvela je dostavu u kucu.

Zaposlenik trgovine donio je cetveroclanoj obitelji Horvat kutiju u kojoj su bile sljedece namirnice:
sir, jogurt, kobasice, narance, jabuke, maline, sok, pivo, ¢ips, cokolada, keksi i kikiriki. Mama, tata,
kéi i sin dosli su po stvari. Nakon kraceg dogovora, stvari su rasporedene na sljedeci nacin:

f(sir) mama
f(Gogurt) = kci
f(kobasice) = tata
f(narance) = tata
f(jabuke) = sin
f(maline) = sin
f(sok) = kci
f(pivo) = mama
f(cips) = tata
f(cokolada) = tata
f(keksi) = kci
f(kikirikz) sin.



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

1.2. POJAM FUNKCIJE U ZIVOTU I MATEMATICI 5

Ovim jednakostima je definirana funkcija iz skupa

{sir, jogurt, kobasice, narance, jabuke, maline, sok,

pivo, cips, cokolada, keksi, kikiriki},

koji je domena funkcije u skup {mama, tata, kci, sin}, koji je slika funkcije. Mama je dobila 2 namirnice,
tata 4, a kéi i sin po 3. Owva funkcija je po tome drugacija od funkcija w prethodnim primjerima, jer
su tamo razlicite ulazne varijable isle razli¢itim izlaznim vrijednostima. Naglasimo da nismo prekrsili
pravilo da se svakoj ulaznoj varijabli pridruzuje samo jedna izlazna vrijednost, pa je f zaista funkcija.

Mi smo u ovom primjeru namirnicama pridruzili l[jude pomocu funkcije f. MozZemo li definirati neku
funkciju g koja bi isla obrnuto, da Ljudima pridruzimo namirnice? Izdvojimo mamu

f(sir) = mama

f(pivo) = mama.
Kako bismo definirali g(mama)? Ne moZe biti

g(mama) = sir

g(mama) = pivo,

jer to nije funkcija. O¢ito se moramo odluciti hocemo li mami dati sir ili pivo, jer ne moZe oboje. Sad
smo objasnili s kojim problemom se susrecemo ako Zelimo definirati obrnutu, obi¢no kaZemo inverznu,
Sfunkciju od f. Da bismo mogli definirati inverznu funkciju, morat éemo wvesti neke matematicke poj-
move koji nam pomazu u prepoznavanju funkcija kod kojih se razlicitim ulaznim varijablama pridruzuju
razlicite izlazne vrijednosti.

Primjer 1.4 Ako u prethodnom primjeru uzmemo istu domenu funkcije f (iste namirnice), isto pravilo
pridruZivanja, ali peteroclanu obitelj

{mama,tata,baka, kci, sin},

vidimo da baka nije nista dobila iz du¢ana. Skup svih vrijednosti funkcije, odnosno slika funkcije f je i
dalje ostao skup {mama,tata, kci, sin}. Skup u kojemu je i baka nazivamo kodomenom funkcije. Slika
funkcije je uvijek sadriana u kodomeni funkcije, a ponekad se poklapaju kao u prethodnom primgjeru.

Primjer 1.5 Ana, Marija i Ivan putuju autobusom za Zagreb. Kupili su karte preko interneta i na
karti im ne pise broj sjedala, ali kondukter kaze da su za one s interneta rezervirali mjesta od 31 do 33.
Evo jedne funkcije koja opisuje sjedenje troje prijatelja u autobusu

f(Ana) = 31
f(Ivan) = 32
f(Marija) = 33.

Domena funkcije je skup {Ana, Marija, Ivan}, a kodomena se poklapa sa slikom funkcije i to je skup
{31,32,33}. Morali smo paziti da ne stavimo jednu osobu na 2 sjedala, jer to ne bi bila funkcija. Ne
bi bila funkcija ni w slucaju da je netko od nase trojke ostao bez sjedala. Koliko funkcija f moZemo
definirati iz skupa {Ana, Marija, Ivan} u skup {31,32,33} koje ée opisati sjedenje troje prijatelja u
autobusu, tako da ljudima pridruzuje sjedala? Ispisite sve takve funcije. PokaZite da ih ima 6.
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Kod ove funkcije f bismo lako definirali funkciju g koja sjedalima pridruzuje ljude. Definirana je

jednakostima
g(31) = Ana
f(32) = Tvan
f(33) = Marija.

Koliko funkcija g mozemo definirati iz skupa {31,32,33} u skup {Ana, Marija, [van} koje ée opisati
sjedenge troje prijatelja u autobusu, tako da sjedalima pridruzuje ljude? Ispisite sve takve funcije.
Pokazite da ih ima 6.

Primjer 1.6 Ako u prethodnom primjeru uzmemo istu domenu funkcije f (iste ljude), isto pravilo
pridruZivanga, ali sjedala {31,32, 33,34} medu kojima trebaju izabrati gdje ée sjesti, tada je slika funkcije
skup {31,32,33}, a kodomena funkcije skup {31,32,33,34}.
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Primjer 1.7 Kod pocetnog koristenja programa Wolframova Mathematica, cesto é¢emo pogledati Sto
pise u kudici help.
Pletts ..

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation

Wolfram Documentation

Find Selected Function F1

Wolfram Account Settings...
Sign in...
Wolfram Website...

Dermnonstrations...

Internet Connectivity...
Give Feedback...
Register Software...

g Enter Activation Key...
ks Wolfram Language Documentation Cente Why the Beep?... =

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Why the Coloring?...

L l Welcome Screen... | | Q 5
About Wolfram Mathematica...

ITHENla LUl CETTLEI

Wolfram Language & System

Core Language &
Structure

Symbolic & Numeric

Images

Time-Related
Computation

Engineering Data &
Computation

Higher Mathematical
Computation

System Operation &
Setup

Data Manipulation &
Analysis

Strings & Text

Geometry

Geographic Data &
Computation

Financial Data &
Computation

Documents &
Presentation

External Interfaces &
Connections

Visualization &
Graphics

Graphs & Networks

Scientific and Medical
Data & Computation

Social, Cultural &
Linguistic Data

User Interface
Construction

Cloud & Deployment

100% <~

Tamo Cete naci tocke Function Navigator i Find Selected Function, koje definitivno spadaju u najvise
koristene pomocne opcije. Pogledajte kako se definira funkcije pomocu Wolframa. Izracunajte neke
funkcijske vrijednosti za definirane funkcije.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

< * itutorial!DefiningFunctionsi | @ v

Virtual Book » Core Language = Functions and Programs » Defining Functions

Virtual Book » Introduction » Getting Started > Defining Functions

Defining Functions

There are many functions that are built into the Wolfram Language. This tutorial discusses how you can add
your own simple functions to the Wolfram Language.

As a first example, consider adding a function called £ which squares its argument. The Wolfram Language
command to define this function is £/x_] := x~2. The _ (referred to as "blank™) on the left-hand side is very
important; what it means will be discussed below. For now, just remember to put a _ on the left-hand side,
but not on the right-hand side, of your definition.

This defines the function £. Notice the _ on the left-hand side.
Inf1]i= Fax ] d=ars2 ]
£ =quares its argument.

In[z]:= Fla+1] 1]

out[z]= (1+a)? 1]

The argument can be a number.
In[3]:= f[4] ]
out[3]= 16 i

Or it can be a more complicated expression.

In[4]:= F[3x +x*2] j_
Cut[4]= |'3x+x‘m]2 j
\ / oW
100% =

Primjer 1.8 U svim dosadasnjim primjerima osim u primjeru 1.2 nase funkcije imale su samo jednu
varijablu. U primjeru 1.2 funkcija je imala 3 wvarijable. Opéenito funkcija moZe imati vise varijabli.
Neka su cijene raznih proizvoda c1, co, c3. Ako je netko kupio 5 proizvoda cijene c1, 7 proizvoda cijene
ca , 3 proizvoda cijene c3, onda je funkcijom

f(61702,c3) =5c1 + Tea + 3¢z

odreden ukupan iznos koji treba platiti za sve $to je kupljeno.

Funkcija f uzima trojke pozitivnih brojeva i kao rezultat daje jedan pozitivan broj, jer su cijene
pozitivni brojevi. U nekim trgovinama postoje popusti na ukupnu cijenu kupnje, pa moZemo definirati
novu funkciju koja ée nam koristiti u tim situacijama. Neka je popust na ukupnu cijenu 15%, tada
kupac plaéa

0.85 - (561 + Tco + 363).

U sluc¢aju da se popust P mijenja ovisno o danu, prakticno je definirati novu funkciju g u kojoj ée popust
P biti nova varijabla

g(P7 01762703) = (1 — P)(501 + Teo + 303).

Opisani sluéaj s popustom 15% dobivamo za P = 0.15.
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Primjer 1.9 Definirajte v Wolframovoj Mathematici funkcije f i g iz primjera 1.8, te izracunajte
ukupne cijene bez popusta i s popustom 12% za

1. ¢4 =39.99,co = 12.98,c3 = 27.63

2. ¢ =19.98, ¢o = 32.54, c3 = 16.61

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inffop= £lel_, c2 , 3] i=5cl+T7c2+3c3
glp s el ;€2 ;3] = {(1-p){bcl+Tc2+3IcI)
f[39.99, 12.88, 27.63]
g[0.12, 35.99, 12.9%8, 27.63]
f[15.98, 32.54, 16.61]

g[0.12, 19.98, 32.54, 16.61]

ouTz 373.7
out[73} 328.

out[T4}= 377.

out[TsE 332,

Primjer 1.10 Definirajte uw Wolframovoj Mathematici funkcije kao iz primjera 1.8, ali za kupnju pro-
izvoda cijena c1, co, c3, ¢4, od kojih je redom kupljeno 13, 4, 8, 5 komada, te izracunajte ukupne cijene
bez popusta i s popustom 9% za

1. g =23.24,¢cp = 11.98,¢c3 = 27.63, ¢4 = 27.63

2. ¢1 = 34.45, ¢y = 56.54, c3 = 116.61, ¢; = 32.54
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File Edit Insett Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inffej= £lcl , c2 , ¢33 , cd4 ] :=13cl+4c2+Bc3+5c4d
glp, c1 ;, c2 , €3 , c4]1:=(1-p) (13cl+Dc2+8c3+5cq)
£[23.24, 11.98, 27.63, 27.63]
g[0.09, 23.24, 11.98, 27.63, 27.63]
f[34.45, 56.54, 116.61, 32.54]

g[0.09, 34.45, 56.54, 116.61, 32.54]

ouf7s= 709.23
owiTE= 656.301

Outn)= 1769.59

ousi)= 1661.78

Primjer 1.11 Najopcéenitiji oblik funkcije koja se javljala u prethodnim primjerima je
f(P,Cl, N ,Cn,kl, . ,kn) = (]. - P)(k1(31 +.. .kncn),

gdje su c; cijene proizvoda, k; pripadne koli¢ine proizvoda, i = 1...n, a P popust. Za P =0 dobivamo
situaciju kad nema popusta.

Primjer 1.12 Standardnu formulu za racunanje postotka

takoder mozZemo smatrati funkcijom dviju varijabli p, x gdje je p postotak, a x ukupna suma. Postotni
iznos y se dobije kao vrijednost funkcije

flpx)=—u

Izracunagte f(12.5,1521.99) i f(81.5,15521.99), te interpretirajte rezultat u smislu postotnog racuna.

File Edit Inset Format Cell Graphics  Evaluation Palettes Window Help

~
ngl= £[p , x ] :=(p/f100) 2 x

£[12.5, 1521.99]
f[81.5, 15521.99]

owfE= 190.249 3

oufit}= 12 650.4

Interpretacija u smislu postotnog racuna kaze da 12.5% od 1521.99 iznosi 190.249. Analogno je za
ovaj drugi iznos.

Primjer 1.13 Susenjem otpada 81.3% ukupne mase gljiva. Koliko gljiva trebamo ubrati da dobijemo
50 kg suhih gljiva?
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Infif4}= X = 50/ (1 - 81.3/100)
Oufi14= 267.38

show all digits *|  scientific form  rational approximation  integer part =

Oznakom x oznacimo ukupnu kolicinu gljiva, pa je racunamo iz izraza (1 —0.813)x = 50 i dobivamo
x = 267.38 kg.

Primjer 1.14 Veé vam je poznata linearna funkcija koja je zadana formulom f(x) = ax + b, gdje su
a,b € R, a # 0, neki fiksni realni brojevi, a = je varijabla. Pitamo se za koje x € R postoji f(x), pa
lako odgovaramo da je to svaki realan broj. Podrucje definicije, odnosno domena linearne funkcije
je skup realnih brojeva R. Podrucje definicije, odnosno domenu neke funkcije ¢ine svi brojevi za koje je
neka funkcija definirana. Za linearnu funkciju pisemo D(f) = R.

Nadalje, mijenjajuci brojeve x € R dobivamo razlicite vrijednosti od f(x). Gledajudi pravac koji
je graf linearne funkcije primjecujemo da je skup svih funkcijskih vrijednosti f(z), odnosno slika
funkcije bas cijeli skup realnih brojeva. Pisemo R(f) =R. U ovom slucaju pisemo f: R — R.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Outf3=

100% - .

Graf funkcije cine sve tocke (z, f(x)) za koje je x € D. Graf linearne funkcije je pravac, dok je
graf kvadratne funkcije parabola.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help
Infi}= Plot[x*2, {x, -10, 10}]

100 |-

Out[i=

image size ©  more... (2 =1 =

Primjer 1.15 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove
ax + b, gdje su a,b € R neki fiksni realni brojevi, koje sami odaberite.

File Edit Insert Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help

Inj4j= Plot[{2x+5, 8x-3, -3x+1}, {x, -10, 10}, PlotlLegends - "Expressions"]

U linearnoj funkciji f(z) = ax +b, a je koeficijent smjera pravca, a b nazivamo odrezak na osi
y. Uocite da o koeficijentu a ovisi nagib pravca. Ako je a > 0 pravac s pozitivnim dijelom osi x zatvara
kut manji od 90°, a ako je a < 0, onda pravac s pozitivnim dijelom osi x zatvara kut veéi od 90°.

Primijetite da je linearna funkcija definirana formulom na skupu realnih brojeva, koji je beskonacan
skup. Funkcije iz primjera s aparatom za kavu, aparatom za kruh i raspodjelom namirnica po ljudima
su bile funkcije definirane na kona¢nim skupovima. Definirane su bile na naé¢in da je to¢no odredeno
kako funkcija djeluje na svakom elementu domene funkcije. Nije bilo neke opcée formule u koju se moze
uvrstiti bilo koji broj, kao sto je slucaj kod linearne funkcije.

Primjer 1.16 Izracunajte u kojoj tocki se presjecaju pravci koji su grafovi funkcija
flz) = 2x—4 (1.1)

glx) = gx ~3
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Nacrtagte pravce pomocéu Wolframove Mathematice i prouvjerite odgovara li njihov presjek tocki koja je
dobivena racunom.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj3j= Plot[{2x-4, 1/3%x-5/3}, {x, -5, 5}, PlotLegends » "Expressions"]

5

= = C 2 T
B e — 2x-4
Out[Z=

Rjesenge.
(%7 _g)
Primjer 1.17 Izracunajte u kojoj tocki se presjecaju pravci koji su grafovi funkcija

flz) = 2z—4 (1.2)
glx) = 4dax-38.

Nacrtajte pravee pomocéu Wolframove Mathematice i provjerite odgovara li njihov presjek tocki koja je
dobivena racunom.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

4= Plot[{2x-4, 4x-8}, {x, -5, 5}, PlotLegends - "Expressions"] il

it %
T ) B 2 3

F — 2x-4
Cutjdl= i -

100% =

Rjesenge.
(2,0).
U primjenama ¢e nam trebati linearna funkcija koja prikazuje ovisnost puta o vremenu kod jednolikog

gibanja. Kod promjene brzine dolazi do promjene koeficijenta smjera linearne funkcije, pa se pojavljuju
funkcije koje nazivamo po dijelovima linearne. U ekonomiji se takoder pojavljuju funkcije ovog tipa.
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Primjer 1.18 Nacrtajte graf funkcije f : R — R zadane s

fx) = 20+1 zax <4
Tl 2+5 zax >4

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inj525:= Plot[Piecewise[{{2x+1, x< 4}, {x+5, x*4}}], {x, -1, 10}] ]_

15 |

Out[535}=

o

100% «

Primjer 1.19 Nacrtajte graf funkcije f : R — R zadane s

9 zaxr <3
flx)=< 2643 za3<ax<7
z+10 zax>7

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injz42):= Plot[Piecewise[{{9, x <3}, {Z2x+3, 3xx<7T}, {x+10, x*T7}}1,
{x, D, 10}, PlotStyle » {Thick, Purple}]

Out[548}=

100% ~

Pokusajte sami dobiti graf na kojemu se jasnije vidi da je f(x) =9 za x < 3.

Funkciju f(z) = ax + b nazivamo linearnom funkcijom, ali u matematici se ¢esto ta funkcija naziva
afina funkcija, dok je linearna funkcija f(x) = ax. Na taj suzeni nac¢in definirana linearna funkcija
uskladena je s teorijom linearnih operatora. Djelovanjem linearnih operatora na geometrijske objekte,
objekti se rotiraju, preslikavaju u simetri¢ne, rastezu i stezu u odredenim smjerovima, $to se koristi kod
kompjuterske grafike. Mi ¢emo koristiti Siri pojam za linearnu funkciju, pa je za nas linearna funkcija
f(x) =ax +b.



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

1.2. POJAM FUNKCIJE U ZIVOTU I MATEMATICI 15

Primjer 1.20 Funkcija f(c1,ca,c3) = ey + Teg + 3¢z iz primjera 1.8 je isto linearna funkcija, samo
ima 3 vargjable. Za funkciju jedne varijeble pisemo f: R — R, a ako tmamo 3 ulazne varijable i jednu
izlaznu vrijednost onda trebamo napisati

fRxRxR—=R.

Nasa funkcija iz primjera s cijenama ima pozitivne ulazne varijable i pozitivnu izlaznu vrijednost, pa to
naglasavamo pisuéi RT umjesto R,

f:RT xRt x RT = R*.

Uoc¢imo da funkcija

g(P,c1,c9,c3) = (1 — P)(5¢1 + Teg + 3es),

nije linearna jer dolazi do mnoZenja varijable P s ostalim varijablama. Naglasimo da linearna funkcija,
bez obzira na to koliko varijabli ima, wvijek ima samo zbrajange clanova koji su varijable mnoZene
konstantama ili konstante

consty vary + consta varg + - - - + const,, var,, + const,1.

Spomenuli smo da graf funkcije ¢ine sve tocke (x, f(x)) za koje je x € D te da je graf linearne
funkcije jedne varijable pravac koji lezi u ravnini. Tocke (z, f(x)) imaju dvije koordinate, pa iz toga
zakljucujemo da leZe u ravnini.

Sto se dogada ako imamo vise varijabli? Iz tocke (x, f(x)) s grafa funkcije jasno je, da ako imam
dvije ulazne varijable (x,y), onda se graf funkcije sastoji od tocaka (x,y, f(x,y)). Tocke koje imaju 3
koordinate su tocke 3—dimenzionalnog prostora. Graf funkcije dviju varijabli nalazi se u
3—dimenzionalnom prostoru, dok se graf funkcije triju varijabli nalazi u
4—dimenzionalnom prostoru, i tako dalje... S obzirom da mi Zivimo u 3—dimenzionalnom prostoru,
lako nam ga je zamisliti, Sto za prostore s visim dimenzijama nije slucaj... Stoga, osim grafova funkcija
jedne varijable, crtat éemo i grafove nekih jednostavnih funkcija dviju varijabli. Graf linearne funkcije
dviju varijabli je ravnina. Nacrtajte grafove nekoliko funkcija oblika

fla,y) = ax+by + ¢

uzimajucéi razlicite a, b, c.
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x
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inji6s)= Plot3D[{7x+4y+1, x+2y-9}, {x, -6, 6}, {y, -5, 5}, 6t
Plotlegends » "Expres=sions"] ]
9
50
o s W Tx+dy+1
0 Bl x+2y-9
50
5 5 1
e | = | & o .
100% ~

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-
infige]= Plot3D[{7Tx+ 4 y+1, x+2y -8, -4x-2y+6}, [x, -6, 6}, {y, -5, 5}, i
PlotlLegends » "Expressions"]
L Tx+dy+1
outfes= = B x+2y-9
E -4x-2y+6
Q.
100% =~

Okredite kvadar u kojem se nalazi graf funkcije!
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj574;= Manipunlate[Plot3D[as+=x+b+y+c, {x, -6, 6}, {¥, -5, 5}, PlotStyle s Yellow],
{a, -%, 9}, {b, -8, 8}, {c, -5, 5}]

= 1
e | EHhiH Bk B
: ]

= EE EE

Out[574}=

@ 1]
100% <«

Mijenjajte a, b, ¢ i promatrajte $to se dogada s ravninom! U poglavlju 5 saznat ¢ete vise o ravninama.

U dosadasnjim primjerima imali smo funkcije zadane na kona¢nom skupu. Funkcije su bile definirane
tako da je posebno odredeno djelovanje na svakom elementu domene. Imali smo ve¢ linearne funkcije
koje se prirodno javljaju iz mnogih zivotnih problema, a bit ée ih jos u poglavlju o matematickom
modeliranju. Cesto se javljaju funkcije koje su po dijelovima linearne, odnosno koje su sastavljene od
komada grafova nekoliko linearnih funkcija kao u primjeru 1.18. U primjeru 1.20 prirodno se pojavila
funkcija vise varijabli koja nije linearna. Pri rjeSavanju problema iz zivota, znanosti i tehnike javljaju
se razlicite funkcije ili aproksimacije funkcijama. O aproksimacijama trigonomatrijskim funkcijama bit
¢e malo viSe receno u poglavlju 3, a o aproksimacijama polinomima u poglavlju 4.

Kvadratne funkcije, korijeni, racionalne, eksponencijalne i logaritamske funkcije se takoder javljaju
pri rjeSavanju mnogih problema, kao sto ¢emo vidjeti u poglavlju o matematickom modeliranju tim
funkcijama. Spomenimo sad samo nekoliko primjena. Ovisnost prijedenog puta o vremenu pri jednoli-
kom ubrzanom gibanju je kvadratna, ovisnost brzine o polumjeru zavoja kojim se vozilo giba izrazena
je pomocu korijena, elektri¢ni potencijal tockastog naboja izrazen je racionalnom funkcijom. U fizici i
biologiji ¢esto je brzina promjene neke veli¢ine proporcionalna toj veli¢ini. Ovisnost te velic¢ine o vre-
menu dana je eksponencijalnom funkcijom. Primjer takve ovisnosti je rast bioloskih ¢elija (bakterija,
biljaka i sli¢no, zakon radioaktivnog raspada, apsorpcija elektromagnetskog zracenja). Kod mjerenja
buke primjenjuje se logaritamska skala, kao S$to ¢ete vidjeti u primjerima s modeliranjem logaritam-
skom funkcijom. Trigonometrijskim funkcijama opisujemo gibanje ljuljacke, polozaj kuglice koja titra
na opruzi pod utjecajem elasti¢ne sile i ostala periodicka ponasanja. Prigusene oscilacije nekog tijela
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ili nekog sustava opisujemo pomoc¢u eksponencijalne i trigonometrijske funkcije, kao sto ¢emo vidjeti u
poglavlju o modeliranju trigonometrijskim funkcijama.

Primjer 1.21 Kvadratna funkcija je zadana formulom f(x) = ax® + bx + ¢, gdje su a,b,c € R neki
fiksni realni brojevi, a x je varijabla. Uzmimo u ovom primjeru a = 1,b = c = 0. Jasno je da je funkcije
f(x) = 22 definirana za svaki v € R, pa je D(f) = R. Funkcijske vrijednosti su samo pozitivni brojevi i
nula, pa je slika funkcije R(f) = R. MoZemo pisati

fiR S RE.

File Edit Insert Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help
1= Plot[x*2, {x, -10, 10}]

100 |-

Out[i

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
infg}= Plot[{x*2, -x*2}, {x, -10, 10}, Plotlegends - "Expressions"]

100 |

Outlgl=

Uveli smo pojam domene, odnosno podrucja definicije funkeije D(f). To je skup svih vrijednosti z
za koje je neka funkcija definirana. Uveli smo i pojam slike funkcije R(f). To je skup svih funkeijskih
vrijednosti f(x), za = iz domene funkcije. Kodomena funkcije K(f) je neki skup u kojem je sadrzan
R(f). U primjeru 1.21 mozemo smatrati da je kodomena IC(f) = ]RS' ili bilo koji skup koji sadrzi ]Ra'.
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Cesto za realne funkcije uzimamo da je kodomena K(f) = R. Najmanju moguéu kodomenu, a to je
slika funkcije, racunamo onda kad nam je to potrebno, o ¢emu ¢e biti govora u daljem tekstu.

Definicija 1 Neka su D i K neki skupovi. Funkcijom [ na skupu D s wvrijednostima u skupu K
nazivamo bilo koji postupak kojim se svakom elementu skupa D pridruzi samo jedan element
skupa K. Pisemo f:D — K.

Vazno je uociti §to stvarno znaci dio recenice iz gornje definicije, koji kaze da svakom elementu skupa
D pridruzujemo samo jedan element skupa K.

Primjer 1.22 Neka je D skup svih gradova w Hrvatskoj, a IKC skup svih rijeka koje prolaze Hrvatskom.
Svakom gradu pridruzimo rijeku koja prolazi kroz taj grad. Vidimo da nekim gradovima ne moZemo
pridruziti rijeku, jer niti jedna rijeka ne prolazi kroz taj grad. Kad se dogodi ova situacija, da neki
element nema svoj pridruzeni element, ve¢ mozZemo zakljuciti da ovim pravilom nismo zadali funkciju.
Ovdje tmamo i drugi problem, a to je da kroz neke gradove prolazi vise rijeka, pa bi onda taj grad imao
vige pridruzenih elemenata (rijeka).

Dakle, izreka svakom elementu skupa D pridruzujemo samo jedan element skupa IC prekrsena je dva
puta. Nismo svakom elementu pridruZili i nismo pridruzili samo jedan element. U primgjeru 1.3 nacrtali
smo koSaru s namirnicama iz trgovine i kucéu u kojoj Zive ljudi, pa smo radili pridruZivanje izmedu
elemenata kosare 1 elemenata kuce. U ovom primjeru kosara je skup D svih gradova uw Hrvatskoj, a
kuca skup IC svih rijeka koje prolaze Hrvatskom. Zbog jednostavnosti uobicajeno je oba skupa, domenu
1 kodomenu crtati pojednostavnjeno kao na sljedecem dijagramu.

o

c) d)

Primjer 1.23 Ponovimo da funkcija svakom elementu skupa domene pridruzuje samo jedan element
skupa kodomene. Kad crtamo graf funkcije jedne varijable, onda su elementi domene tocke s osi x, te ih
oznacavamo s x. Graf funkcije se sastoji od tocaka (x, f(x)) i svakom x iz domene mora biti pridruzen
samo jedan f(z). Na grafu funkcije to znaci da ako povucemo pravac kroz x paralelan s osiy, on sijece
graf funkcije samo jednom.
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Slika 1.1: a), b), d), f) su grafovi funkeija, c), e), g), h), i), j) nisu grafovi funkcija
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Primjer 1.24 Naredba Plot ima strukturu koja je prilagodena crtanju grafova funkcija. Naredbe iz
primgera 1.21 crtaju grafove kvadratnih funkcija.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

~
Plot i
PLot[f, {X, Tmin:s Xmx}]
generates a plot of £ as a function of x from X 10 X

Plot[{fis far --}s (%) Tminr Ty} ]
plots several functions f;.

Plot[..., {x} € reg]

takes the variable x to be in the geometric region reg.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Ini20p= Plot[x*2, {x, -5, 5}] il

Out[120=

theme... labels... axes - imagesize -~ more... (e = E Q
sampling:  adjust sampling._.

styles: labels... | axes - plotstyle. . | addfill | background -

themes: theme...

view: image size -

other exportimage - | drawing tools = rasterize

100% =




PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

22 POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI O FUNKCIJAMA

Graf koji jednom x pridruzuje dvije vrijednosti, kao na primjer u sluc¢aju krivulje 2% + y? = 1 crta
se pomocu naredbe ContourPlot.

x
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
- "
In[izz}= ContourPlot[x*2+y*2=1, {x, -1, 1}, {¥v, -1, 1}] :|
o o e S L q
05
00
Out[122}=
05
-1.0 Lo 1 1 1 1
-1.0 =05 0a 05 1.0
theme... contourstyle... labels... axes~ more .. c = &= D
styles: contour style... labels... | axes ~ background ~ | contour shading ~
themes:  theme._..
view: image size ~
other: exportimage ¥ | drawing tools | rasterize
v
100% =~

Primjer 1.25 Pogledajmo graf funkcije iz primjera 1.21 i zapitajmo se je li za funkciju f(x) = x

zadovoljeno da svakom elementu skupa D pridruzujemo samo jedan element skupa IC. To pitanje je
ekvivalentno pitanju-da li iznad (ili ispod) svake tocke domene funkcije postoji samo jedna tocka grafa
funkcije? Ovdje je odgovor da, $to znaci da je nacrtani graf zaista graf funkcije.

Primjer 1.26 Oznacimo s D skup svih gimnazija u Hrvatskoj, a s Ky skup ravnatelja svih gimnazija
u Hrvatskoj. Svakoj gimnaziji pridruzmo samo jednog ravnatelja. Na taj nacin smo definirali jednu
funkciju, nazovimo je f1. Uoc¢imo da je kodomena funkcije fi jednaka slici funkcije, jer u kodomeni
nema viska elemenata.

Primjer 1.27 Kao u prethodnom primjeru oznacimo s D skup svih gimnazija w Hrvatskoj, a s Ko skup
ravnatelja svih $kola uw Hrvatskoj. Svakoj gimnaziji pridruzimo samo jednog ravnatelja. Na taj nacin
smo definirali funkciju fo. Uocimo da je slika funkcije fo skup svih ravnatelja gimnazija v Hrvatskoj,
dok je kodomena skup svih ravnatelja Skola w Hrvatskoj, Sto je veéi skup. Owvdje u kodomeni imamo
viska elemenata, a to su svi oni ravnatelji skola koje nisu gimnazije.

Postavlja se pitanje jesu li funkcije f1 i fo iz prethodna dva primjera jednake. Odgovor je da nisu,
jer funkcije su jednake ako imaju
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1. jednake domene
2. jednake kodomene
3. jednaka pravila pridruzivanja.
Nase dvije funkcije imaju jednake domene i pravila pridruzivanja, ali nemaju jednake kodomene.

Primjer 1.28 Definirane su funkcije g1 : D(g1) = R, g2 : D(g2) — R formulama

gi(x) =x—1,
x? -1
g2(z) = r+ 1

Nakon kracenja razlomka kod funkcije ga, dobivamo da su pravila pridruzivanja za obje funkcije jednaka.
Ipak funkcije nisu jednake jer su im domene razlicite, D(¢g1) = R, dok je D(g2) = R\ {—1}.

Primjer 1.29 Jedan razred sa 26 ucenika ide u kino u kojemu ima 52 mjesta. Neka su uc¢enict odredens
brojevima 1,2, ...26 i mjesta u kinu odredena brojevima 1,2,...52. Domena funkcije je skup ucenika,
a kodomena skup sjedala v kinu. Funkciju moémo definirati bilo kojim pravilom kojim se toc¢no zna koje
su vrijednosti f(1), f(2),... f(26). Jedno od moguéih pravila je f(n) = 2n. Koliko ima funkcija koje
mogu definirati sjedenje ovog razreda u kinu?
Rjesenge je broj
52-51-50-...27
jer se prvi ucentk moze smjestiti na 52 nacina, drugi na 51 nacin i tako dalje, sve do 26. ucenika koji se

moZze smjestiti na 27 nacina. MoZete u zadatku uzeti neke manje brojeve ucenika i mjesta, pa ispisati
sve mogucénosti i prebrojiti!

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[75;:= Binomial[52, 26]

Out[75}- 495518 532 548104

1.3 Bijekcija

Pojam bijekcije je matematicki pojam koji ¢e nam omoguéiti definiranje funkcije iz domene u kodomenu,
ali i obrnuto, iz kodomene u domenu. U primjeru 1.1 s aparatom Kacakak definirali smo funkciju iz
domene {c, z, s}, gdje ¢ predstavlja crnu patronu, z zelenu, a s smedu, u kodomenu {kav, caj, kak},
gdje kav predstavlja kavu, caj je ¢aj, a kak je kakao. Mozemo definirati funkciju g koja ide obrnuto, iz
kodomene {kav, caj, kak} u domenu {c, z, s}

glkav) = ¢
glcaj) = =z
g(kak) = s.

Takvo preslikavanje g, ako ga mozemo definirati, nazivamo inverznim preslikavanjem preslikavanja f. U
primjeru 1.3 smo spomenuli da ne mozemo definirati funkciju koja ide iz kodomene u domenu, odnosno
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inverznu funkciju. Podsjetimo se da je problem bila situacija kad se dvjema varijablama pridruzuje ista
vrijednost

f(sir) = mama
f(pivo) = mama,
pa se onda kod obrnutog pridruzivanja ne zna sto uzeti. Ho¢emo li uzeti
g(mama) = sir
ili
g(mama) = pivo?
Pojam bijekcije funkcije nam pomaze kod razlikovanja funkcija kojima mozemo definirati inverznu
funkciju od onih kojima to ne mozemo definirati. Nadalje, otkrivamo zasto se to ne moze uciniti i sto
treba napraviti s funkcijom da je nekako EtpopravimoEf. Praktiéno je ne razmisljati o tome trebamo
li namirnicama iz kutije pridruziti ljude ili ljudima pridruziti namirnice!
Da 1i se u hotelu sobama pridruzuju brojevi ili brojevima sobe? Kad se dovrsava gradnja hotela,

onda se sobama pridruzuju brave i kljucevi s tim brojevima. Kad dodete u hotel i dobijete klju¢ ili
karticu s brojem, onda vi vaSem broju pridruzujete sobu.

Definicija 2 Za funkciju f : D — K kaZemo da je surjekcija ako je slika funkcije jednaka kodomeni
funkcije, odnosno R(f) =K.

Drugim rije¢ima, u kodomeni nema viska elemenata, tamo su samo oni elementi u koje se preslikao neki
element iz domene funkcije.

Definicija 3 Za funkciju f : D — K kazZemo da je injekcija ako
x1 £ a9 povlaci  f(x1) # f(a).

Funkcija je injekcija ako se neka funkcijska vrijednost pojavljuje samo jednom. Gornju definiciju injekcije
mozemo zapisati na ekvivalentan nacin.Kazemo da je funkcija injekcija ako

f(z1) = f(z2) povladi z1 = xa,
Sto znaci da se mogu dobiti iste vrijednosti funkcije samo ako su tocke u kojima se to postize jednake.
Funkcija je bijekcija ako je surjekcija i injekcija.
D K D K D K D K

Funkcija, nije Injekeija, Surjekcija, Bijekcija
injekcija niti surjekcija nije surjekcija nije injekcija

Funkcije iz primjera s aparatom za kavu i strojem za kruh su bijekcije. Injekcije su zato Sto nema
ponavljanja vrijednosti funkcije. Ne mogu patrone razli¢itih boja dati istu vrstu napitka. Ne moze
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Slika 1.2: Graf bijekcije je lijevo, a desno je graf funkcije koja nije injekcija, pa nije ni bijekcija.

Slika 1.3: Funkcija koja nije surjekcija je lijevo na slici, a graf funkcije koja nije injekcija je desno.

razli¢ito brasno dati istu vrstu kruha. Surjekcije su jer svaki element iz kodomene ima svoj element
iz domene. Kava ima svoju crnu patronu, ¢aj svoju zelenu, a kakao svoju smedu. Surjekciju bismo
pokvarili ako bismo proglasili da se kodomena sastoji od kave, ¢aja, kakaoa i soka. Nema patrone koja
bi napravila sok, pa bi takva funkcija prestala biti surjekcija.

Primjer 1.30 Funkcija iz primjera 1.26 s ravnateljima gimnazija je bijekcija ako smatramo da ne
postoje dvije gimnazije koje imaju istog ravnatelja!

Proucite sve prethodne primjere i zakljucite koje funkcije su injekcije i surjekcije!

Na grafu funkcije se lako vidi je li neka funkcija surjekcija, odnosno poklapa li se slika funkcije s
kodomenom funkcije. Funkcija je injekcija ako paralela s osi x sijece graf funkcije samo jednom. Sve
strogo rastuce i strogo padajuée funkcije su injekcije. Funkcija na nekom intervalu I je strogo rastuca
ako

x1 < xo povladi f(x1) < f(x2), za x1,29 € I,

a strogo padajuca ako
x1 < xo povlaci f(x1) > f(xs), za x1,29 € I.

U zivotu se strogo rastuce funkcije ¢esto javljaju, sto se dulje vozimo automobilom, prijeéi ¢emo
vise kilometara. Ako se kre¢emo, ovisnost prijedenog puta o vremenu je strogo rastuca funkcija. Sli¢no,



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM @ _

26 POGLAVLJE 1. OSNOVNI POJMOVI O FUNKCIJAMA

potrosnja goriva je vec¢a ako prijedemo vise kilometara. Funkcija potrosnje prestaje biti strogo rastuca
kad smo na nizbrdici!

Mozemo definirati funkciju koja kao ulaznu varijablu ima broj prijedenih kilometara puta, a kao
izlaznu vrijednost ima broj koji pokazuje koliko je goriva jo$ u spremniku. To je funkcija koju ima
ugraden svaki automobil i kad izlazna vrijednost padne ispod nekog broja, onda se upali crvena lampica
na komandnoj plo¢i automobila. Ta funkcija je padajuca, Sto vise kilometara, to manje goriva u
spremniku.

Primjer 1.31 Linearna funkcija f : R — R, f(x) = ax + b je strogo rastuca ako je a > 0, a strogo
padajuca ako je a < 0. Prema tome, linearna funkcija je injekcija. Veé smo u primjeru 1.14 vidjeli da
su i slika funkcije i kodomena jednake cijelom skupu realnih brojeva, pa je funkcija surjekcija. Dakle,
linearna funkcija je bijekcija. Ako je a = 0, funkcija je konstanta i ona nije ni injekcija ni surjekcija.

Primjer 1.32 Kvadratna funkcija f : R — R, f(x) = 2 poprima samo pozitivne vrijednosti i nulu, a
kodomena je cijeli skup realnih brojeva, pa funkcija nije surjekcija. OC¢ito je da bi smanjenjem kodomene
na ]RS' funkcija postala surjekcija. Tocke x i —x idu wu istu vrijednost funkcije

pa funkcija nije injekcija. To se moze vidjeti na grafu funkcije, jer ga paralela s osi x, za y > 0, sijece
dvaput, zbog dvaju ponavljanja iste vrijednosti funkcije.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

e
Injg}= Plot[{x~2, 20}, {x, -10, 10}, PlotlLegends -+ "Expressions"] j
100 | 1
B0
ED:
[ et
Out[5}=
40 — 20
|
1 1 \-/ 1 T 1
10 -5 5 10
w

100% =« .

Primjer 1.33 FEksponencijalna funkcija f : R — RY, f(z) = a®, pri éemu je a > 0, a # 1 je strogo
rastuca funkcija za a > 1, a strogo padajuca za 0 < a < 1. U oba slu¢aja funkcija je injekcija. Ujedno
je 1 surjekcija jer su funkcijske vrijednosti a® pozitivni brojevi © njihov skup se poklapa s kodomenom
funkcije.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[150]= Plot[{2*x, (O0.5)*=x}, {x, -5, 5}, PlotLegends -+ "Expressions"]

Primjer 1.34 Logaritamska funkcija f : RT — R, f(x) = log, =, pri éemu je a > 0, a # 1 je strogo
rastuca funkcija za a > 1, a strogo padajuca za 0 < a < 1. U oba sluc¢aja funkcija je injekcija. Ujedno
je i surjekcija jer se kao funkcijske vrijednosti javljaju svi realni brojevi. Funkciju kojoj je baza broj
e & 2.718 oznacavamo s f(x) = Inz i nazivamo prirodnim logaritmom.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf151= Plot[{Log2[x], Log[0.5, x]1}, {x, -5, 5}, Plotlegends » "Expressions"] j-

out{151E L — L L

100% ~ .

Primjer 1.35 U Wolframovoj Mathematici funkciju f(x) = Inxz dobivamo naredbom Log|x], a loga-
ritamsku funkciju s bazom 10 dobivamo naredbom Logl0[x]. Domena logaritamske funkcije su brojevi
veéi od nule, dakle domena je RT. Istrazite §to se dogodi ako u Wolframu racunamo Log|z|, pri cemu
je x megativan broj ili nula.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[142= Log[-1]

Out[142}= i 7T
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Primjer 1.36 Testirajte hipotezu Log[z] = Log[—x] + i, ako je x negativan broj, a i imaginarna
jedinica. Ako u Wolframovoj Matematici uvrstite na primjer x = —2 wu prethodnu formulu dobit Cete

Log[—2] = Log[2] + im. Kut 7 se javlja jer se negativoni brojevi mogu zapisati u obliku —2 = 2cosm. U
poglavlju o trigonometrijskim funkcijama moZete naci malo vise o tome.

Osim linearne i kvadratne funkcije, mozemo promatrati funkcije koje su potencije z", gdje je n >
2 prirodan broj. Promatramo korijene {/z. Ovisno o broju n te funkcije imaju razlicita svojstva.
Poznato je da kvadratni korijen iz negativnog broja nije realan broj, odnosno da niti jedan realan broj
kvadriranjem ne daje negativan broj. Ovu ¢injenicu ¢emo objasniti na nivou funkcija. Vidjet ¢emo
kako se ponasaju funkcije potencije, a kako korijeni, ovisno o broju n. Prije toga, pogledajmo nekoliko
primjera gdje se javljaju potencije i korijeni.

Primjer 1.37 Ivan je od Petra posudio x kn i rekao da cée vratiti za 3 mjeseca. Petar mu je rekao da
ée racunati mjeseéne kamate od 10%, po kojima mu nakon 3 mjeseca treba vratiti 266 kn. Koliko je
novaca Petar posudio Tvanu?

Nakon mjesec dana Ivan bi Petru trebao vratiti

10
r+-—ax=1.1" =z,

100
nakon 2 mjeseca
1.1% -z,
a nakon 3 mjeseca
1.1% - 2 = 266.
Tvan je posudio
266

Primjer 1.38 Ivan je od Petra posudio x kn i rekao da ée vratiti za 6 mjeseci. Petar mu je rekao da ée
racunati mjesecne kamate od 8%, po kojima mu nakon 6 mjeseci treba vratiti 466 kn. Koliko je novaca
Petar posudio Ivanu?

Rjesenje je 293.65 kuna.

Primjer 1.39 Ivan je od Petra posudio 342 kn i rekao da ée vratiti za nekoliko mjeseci. Petar mu je
rekao da ée racunati mjesecne kamate od 8%. Nakon koliko mjeseci je Tvan vratio novac ako je vratio

466 kn?
Rjesenje je
466
— =1.36 = 1.08"
310 36 08",
pa je
log 1.36
=3.99.
log 1.08

Zakljucujemo da je Ivan vratio novac nakon 4 mjeseca.

Diskretno ukamacivanje koje smo imali u prethodnim zadacima mozemo koristiti kao model i kod
prirodnih pojava, iako bi kontinuirano ukamacivanje pomocu eksponencijalne funkcije bilo prikladnije.
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Primjer 1.40 Hrast povecava svoj volumen godisnje za p%. Ako je hrast za 3 godine poveéao masu s
1m?3 na 1.04m3, koliki je postotak p? Racunamo

(1.0 p)® = 1.04,

pa je

p=+1.04=1.013,

iz cega dobivamo p = 1.3%.

Kod ovih primjera s potencijama i logaritamskom funkcijom nismo imali problema s pozitivnim i
negativnim vrijednostima potencija, ali ponekad moze priroda problema biti takva da nam trebaju i
negativne vrijednosti. Prou¢imo zato sljedeée primjere i upoznajmo se s grafovima potencija i korijena.

Primjer 1.41 Nacrtajte grafove funkcija pomocéu naredbe Plot i provjerite jesu li sljedece funkcije f :
R — R bijekcije

1. f@)
2 f(x)
5. f@)
4 flz) =ab.

Za svaku funkciju obrazloZite svoj zakljucak.

L173
:174
1‘5

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[180]= Plot[{=x*3, x*4, =x*5, x*6}, {x, -10, 10}, PlotLegends -» "Expressicns"]

20000 |
20000 [
10000 [
\\ r / —x*
Out{180}= o e,
I \k'“‘——_.__._ et S g 32
10 e = 10 F:
— X
-10000 -
_zpo00 L
e | = | E

Primjer 1.42 Promatranjem grafova funkcija f : R — R postavite hipotezu za koji k prirodan broj
je funkcija f(z) = z* bijekcija. Objasnite postavljenu hipotezu pomocu definicije surjekcije i injekcije.
Mozemo li promjenom domene i kodomene posti¢i da sve funkcije s pravilom pridruZivanja f(x) = x*
budu bijekcije?

Rjesenje je da su funkcije s neparnim k bijekcije. To su strogo rastuce funkcije, pa su injekcije. Za
pozitivne x poprimaju pozitivne vrijednosti funkcije, a za megativne x negativne vrijednosti funkcije, pa
su surjekcije. Funkcije s parnim k nisu bijekcije:
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1. Funkcija f nije surjekcija ako je promatramo kao funkciju f : R — R. Jasno je da funkcije
f(x) =22, f(z) =2, f(z) =25, ... poprimaju samo pozitivne vrijednosti i nulu, pa ako stavimo
da je f : R — R{, onda funkcija postaje surjekcija. Dakle, smanjivanjem kodomene tako da
kodomena bude jednaka slici funkcije, nasa funkcija je postala surjekcija.

2. Sad promatramo funkcije f : R — R, f(x) = 22, f(z) = 2%, f(z) = 25, ..., pa odmah vidimo
da je f(—x) = f(x), za sve ove funkcije. Kad dvije ulazne varijable idu u istu vrijednost, funkcija
nije injekcija. Ako definiramo funkciju samo za pozitivne x ili samo za negativne x, dobit cemo

byjekciju.
3. Funkcije f : Rf — R s pravilom pridruzivanja f(x) = 22, f(z) = 2*, f(z) = 25, ... su bijekcije.
4. Moze i ovako f : Ry — RJ s pravilom pridruzivanja f(r) = 22, f(x) = 2%, f(z) = 25, ... su
bijekcije.

Zaklju¢ujemo da smanjivanjem kodomene na sliku funkcije dobivamo da je funkcija surjekcija. Sma-
njivanjem domene dobivamo injekciju. Domenu treba smanjiti tako da se neka vrijednost funkcije javlja
samo jednom. To provjeravamo na grafu funkcije, tako da provjerimo da svaka paralela s osi x graf
sijece samo jednom.

Primjer 1.43 Nacrtajte grafove funkcija pomocu naredbe Plot i provjerite jesu li sljedece funkcije f :
R — R bijekcije

L f(@)= ¥z
2. f(x) = Va.
3. f(x) = V/a.

Za svaku funkciju obrazloZite svoj zakljucak.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infizs)= Plok[{x~{(1/3), =~ (1/5), x~(1/7)}}, {x, 0, 1D}, PlotLegends -+ "Expres=zionz"]

=i in e
E 3 Ed >

Out[185}=

Primjer 1.44 Je li funkcija f : R — R definirana s f(z) = ***Vx, k € N bijekcija? ObrazloZite svoj
zakljucak.

Rjesenje je da su ove funkcije bijekcije. To su strogo rastuce funkcije, pa su injekcije. Neparni
korijenit mogu biti i pozitivni i negativni brojevi, pa su surjekcije.
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Primjer 1.45 Nacrtajte grafove funkcija pomocéu naredbe Plot i provjerite jesu li sljedece funkcije f :
Ry — R bijekcije

1 f(x) ==
2. fla) =V
3. fla) = vz
4 flx) ==/

Za svaku funkciju obrazloZite svoj zakljucak.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Ing= Plot[{Sqgrt[x], x*~(1/4), -Sgrt[x], -x*(1/4)}}, {x, 0, 10},
Plotlegends » "Expressions"]

Outsl=

Primjer 1.46 Pomocéu Wolframove Mathematice istrazite kakav rezultat dobivate kad u funkcije iz
primgjera 1.45 uvrstite vrijednost koja je negativan broj. Izracunajte /—1, \/—4, \/_Tl.

Rjesenja su kompleksni brojevi, /—1 =i, /—4 = 24, _Tl = % Vazno je naglasiti da kad radimo
s realnim funcijama, nas ne zanimaju kompleksna rjesenja.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injz4p= Sgrt[-1]
Sgrt[-4]
Sgrt[-1/4]

Outfgdl= i

Outf8E}= 2 i

YR, SO 1, F T . |
L |

i
CutjislE —
2

100% ~

Ako nam neke vrijednosti varijable # daju vrijednosti f(z) koje su kompleksne, onda te 2 moramo
izbaciti iz domene funkcije. Realna funkcija je definirana za one x za koje je f(z) realan broj. Dakle,
kad su nam ulazne i izlazne vrijednosti realni objekti, a nama ¢e u cijelom priru¢niku biti tako, tada je
domena funkcije najveéi skup vrijednosti x za koje je f(x) realan broj.
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Kompleksni brojevi jesu apstraktni koncept, ali treba naglasiti da u mnogim konkretnim proble-
mima iz znanosti i tehnike, pristup preko kompleksnih brojeva donosi odgovor na pitanje koje nam
dolazi iz prakse. Osnovne pojmove iz elektrotehnike se obitno tumaci uz pomo¢ kompleksnih brojeva.
Transformacije ravnine koje koristimo pri racunalnoj grafici, razlikuju se po tome javljaju li nam se u
izracunu kompleksni brojevi ili samo realni brojevi. Dugoro¢no ponasanje ekologkih sustava modelira
se pomocu jednadzbi kod kojih pojavljivanje kompleksnih rjesenja ukazuje na oscilatornost sustava. Na
primjer, broj jedinki neke vrste se oscilatorno mijenja u vremenu. Sliéno je s fizikalnim sustavima,
njihalima, oprugama... Za proucavanje ovakvih sustava, potrebno je znati vise matematike, pa za sad
nastavimo s usvajanjem pojma bijekcije i to u svrhu definiranja inverzne funkcije.

Primjer 1.47 Koristecéi primjer 1.45 provjerite jesu li sljedece funkcije f : RS‘ — RS‘ bijekcije
L f@) = Ve
2. flz) =z
5. fla)= &
4 f@) = — .

Za svaku funkciju obrazloZite svoj zakljucak.

(z

8

(z

Primjer 1.48 Koristeci primjer 1.45 provjerite jesu li sliedeée funkcije f : RS — Ry bijekcije

4. flx) =V

Za svaku funkciju obrazloZite svoj zakljucak.

Primjer 1.49 Je li funkcija definirana s f(x) = 3/z, k € N bijekcija?
1. Ako je funkcija f : RS‘ — R, obrazlozite svoj zakljucak.
2. Ako je funkcija f : Ra' — Ra', obrazloZite svoj zakljucak.
3. Ako je funkcija f : Rf — Ry, obrazloZite svoj zakljucak.
Izvedimo neke zakljucke nakon ovih primjera.
1. Funkcije f : R — R definirane s f(z) = 22**! su bijekcije.

2. Funkcije f : R — R definirane s f(x) = 22* nisu bijekcije, ali smanjivanjem domene i kodomene
tako da je f: RT — Ry ili f: Ry — R postaju bijekcije.

3. Funkcije f : R — R definirane s f(x) = 2**/x su bijekcije.
4. Funkcije f: R — R{ definirane s f(x) = %/ su bijekcije.
5. Funkcije f : RY — Ry definirane s f(x) = — /7 su bijekcije.

Funkcija koja ima isto pravilo pridruzivanja i istu kodomenu, ali smanjenu domenu naziva se res-
trikcijom pocetne funkcije.

Na primjer, funkcija f : Rj — R, f(z) = 2" je restrikcija funkcije f : R — R, f(x) = 2%*. Dakle,
restrikcija funkcije se dobiva kad se smanji domena.
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1.4 Inverzna funkcija

U prethodnom poglavlju nismo definirali inverznu funkciju, ali sve smo pripremili da mozemo razumjeti
pojam inverzne funkcije. Mozemo zakljuciti da su funkcije f,g : R — R definirane s f(z) = 23 i
g(x) = ¥z inverzne funkcije, jer ako izratunamo treéu potenciju nekog broja, pa nakon toga treéi
korijen, dobit ¢emo pocetni broj.

Utvrdili smo da bi s drugim korijenom moglo biti problema, jer moramo razlikovati pozitivne i
negativne vrijednosti. Zato smo se bavili preciznim matematickim pojmom bijekcije funkcije.

U primjeru 1.1 imali smo funkciju f : {c, z, s} — {kav, caj, kak} koja je bijekcija

fle) = kav
f(z) = caj
f(s) = kak,

pa smo jednostavno definirali njezinu inverznu funkciju g : {kav, caj, kak} — {c, z, s}

g(kav) = ¢
g(caj) = =z
g(kak) = s.

Oznacavali smo domenu s D, a kodomenu s K. Sad ¢emo prije¢i na oznaku X za domenu, a Y
za kodomenu jer oznake zelimo uskladiti s oznakama za elemente domene i kodomene, z € X, y € Y.
Inverzna funkcija funkcije f : X — Y je funkcija g : Y — X za koju vrijedi da je g(f(x)) = x za
svaki € X. To znaci da nakon §to z preslikamo funkcijom f, dobivamo f(z), pa kad f(x) preslikamo
inverznom funkcijom ¢ onda dobivamo poc¢etnu vrijednost x. Preslikali smo element funkcijom f i
natrag se vratili funkcijom g. Inverznu funkciju g funkcije f oznacavamo s g = f~! i ona postoji ako je
funkcija f bijekcija. Ako je y = f(x) onda je x = f~1(y), gdjejex € X,y €Y.

Dakle, za primjer 1.1 inverzna funkcija f~!: {kav, caj, kak} — {c, z, s} definirana je s

fHkav) = ¢
f eaj) = 2
[ Hkak) = s.

Primijetimo da vrijedi

F(F 7 kav)) = kav
caj

F(f7 (kak)) = kak,

s
—
s
L
—
Q
IS
.
=
=
Il
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§to znaéi ne samo da je f~! inverzna funkcija od f, veé vrijedi i suprotno. Vrijedi

fF W) =fx)=yzasvakiyeyY
FHf (@) = fHy) =z za svaki z € X.

Primjer 1.50 Izracunajmo inverznu funkciju linearne funkcije f : R — R zadane s f(x) = ax + b,
a # 0. Stavimo najprije umjesto f(x) oznaku y, pa imamo y = ax + b. Nakon toga iz te jednakosti

izrazimo x, pa dobivamo

1 b
rT=-y——.
a”  a

Uobicajeno je wvarijablu zvati x, pa onda zamjenom mgjesta oznakama x iy, iz prethodne jednakosti

dobivamo
1 b

y=/f"@)=—z—-.

Primjer 1.51 Za funkcije f, f~' : R — R definirane s f(x) = 23 i f~1(x) = {/x provjerite da su
inverzne funkcije.
Provjera za inverznu funkciju je

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

mi2= Plot[{x*3, x*~(1/3)}, {x, -2, 2}, PlotLegends - "Expressions"] 1

100% =

Graf funkcije f i njezine inverzne funkcije f~! su osnosimetriéne u odnosu na pravac y = x, koji je
simetrala prvog i tre¢eg kvadranta u koordinatnom sustavu.
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Primjer 1.52 Odredite linearne funkcije za koje vrijedi f(x) = f~1(x) za svaki x € R.
Rjesenje.
Iz jednakosti
b

ar+b=—-z— -
a a

izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije dobivamo da je a®> =1 i b = 0, pa su trafene funkcije

fx)=xif(r)=—

Primjer 1.53 Za funkcije f, f~' : R = R definirane s f(x) = 2?1 i f~Y(2) = >z, gdje je k
prirodan broj, provjerite da su inverzne funkcije.
Provjera za inverznu funkciju je

FH (@) = LR = Pkl = g,

=
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
~
infig}= Plot[{x* (241+1), x4 (1/(2+1+1}), =2 (242+1), x*(1/(222+1))},
{x, -2, 2}, Plotlegends -» "Expressions"] ]
|
12x1+|
1
—_— X2=141
x2*2+|
1
— xZeE
41 ¥
100% =

Primjer 1.54 Izracunajte inverzne funkcije za funkcije f : R — R zadane s
flx)y=23+1
T —a5 42

x

Jr+1

)=
)=
x)=-22"+5
)
)= 49773

I

I

I

f(z

Rjesenge.
Ly=2*+1Ly—1=a*o=y—-T,paje f'(x)=Ve—-1
2 y=-2"+22-y=2"o=YT-ypaje [&)=V2-z
3. fl@)=—2x+1)7"+5 f(z) = /25 -1

f@) = Vo ¥, M (@) =2® — 1
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5. f(x) =492z +3, f~\(2) = 1(252)°

Primjer 1.55 Eksponencijalna funkcija f : R — RT, f(z) = a*, a > 0, a # 1, ima za inverznu
funkciju logaritamsku funkciju f~1: RT — R, f~1(x) = log, x. Eksponencijalna funkcija kojoj je baza
broj e pise se f(x) = e ili f(x) = expx, a ima inverznu funkciju f~1(x) = Inx. Vrijedi i obratno,
spomenute logaritamske funkcije su inverzne eksponencijalnim funkcijama s istom bazom. Grafovi ovih
funkcija su osnosimetricni u odnosu na pravac y = x.

Provjera.

7N @) = f7H(a") =log,(a”) = wlog, a = x.

Ako gledamo suprotno, da je f~1(x) = a® onda dobivamo

f_1<f(.’l?)) = f_l(loga .’L‘) — glogar —_ o

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inp4sp= Plot[{2*x, (0.5)*x, e*x, Log2[x], Log[0.5, x1, Leg[x]}, {x, -3, 5},
PlotLegends » "Expressions"]

Out{145)=

Primjer 1.56 InverseFunction[Log/

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window
Inj53;= InverseFunction[Log]

Out[53f Exp

documentation  descriptionof Exp (|  attributes symbolname (2. b= =

Primjer 1.57 Izracunajte inverzne funkcije za funkcije zadane s

1. f(x)=e"+1

2. f(z) = 2+1

3. f(z) = log(z + 2)
4. f(x) = 2In(3x)
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te odredite podrucje definicije i sliku za svaku inverznu funkciju. Dobivena rjeSenja provjerite pomocu
Wolframove Mathematice koristenjem naredbi InverseFunction i Plot za crtanje grafova funkcija. Gle-
daguci graf funkcije provjerite jeste li dobro odredili podrucje definicije i sliku funkcije.

Rjesenge.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

injzz= Plet[{Leg[x-1], Leg2[x-1], 104x-2, (1/3) e~ (x/2)}, {x, 0, 2},
Plotlegends » "Expre=s=zion=", AspectRatio 1]

— log{x-1)
°r — logy(x-1)
Out[22F= — 1 —2
xf2

100% 4

x

4 f_l(x = %eavp(f_l) =R, R(f_l) = (0,00)

Primjer 1.58 Odabrali smo neki prirodni broj, pa smo onda izracunali njegovu trecu potenciju. Nakon
toga smo tu trecu potenciju pomnozili s 2, pa onda tome pribrojili 5 i dobili broj 21. Koji broj smo
odabrali? Koji broj smo odabrali ako umgjesto 21 dobijemo 59 ¢

U ovom primjeru radimo s funkcijom f(x) = 22345 i trazmo vrijednosti f~1(21) i f=(59). Rjesenje

je f7Hw) = ¢/%52, pa je f7H(21) =2 i f71(59) = 3. Mogli smo izbjeci rad s inverznom funkcijom i
naci riesenja jednadzbi

22° +5 =21
0}

22% +5 =59,

Sto bi u ovom slucaju dalo ista rjeSenja. Pristup pomocu inverzne funkcije moZe dati samo jedno
rjeSenje, jer za meku vrijednost varijable x, postoji samo jedna vrijednost funkcije. Ako rjesenja ima
vise, onda dolazi do gubitka rjesenja. To cemo vidjeti u nastavku i objasniti naredbu v Wolframovoj
Mathematici koja radi pomocu inverzne funkcije.
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Funkcije ¢ije inverzne smo do sad promatrali su bile bijekcije, pa smo definirali inverzne funkcije
bez smanjivanja domene i kodomene. Kod funkcija koje su parne potencije to nije slucaj, pa moramo
uzeti restrikcije tih funkcija da mozemo definirati inverzne funkcije. Da bismo nastavili u tom smjeru,
trebat ¢e nam funkcija apsolutne vrijednosti. Apsolutna vrijednost nekog broja je njegova udaljenost
od ishodista na brojevnom pravcu. Tako je | — 5] = 5, isto kao |5 = 5. Funkcija se definira

f(:v):|:1c|:{ —x zax <0

x za x>0
Veé smo vidjeli da razlikujemo funkcije f1(x) = V7 i fa(2) = =z, f1 : Rf = R{, fa : Ry — R, .

Kad ih ne bismo razlikovali, onda funkcija kvadratni korijen ne bi zadovoljavala uvjet da bude
funkcija. Pretpostavimo da je f(x) = y/x funkcija za koju mozemo rac¢unati vrijednosti na ovaj nacin

f@4)=vi=2,
f4)=Va=—-2.

Ovo nije ispravan nacin racunanja, f broju 4 pridruzuje broj 2 i broj —2, pa f nije funkcija. Funkcija
nekom elementu pridruzuje samo jedan element. Da bi f bila funkcija, mora se odluciti da li broju 4
pridruzuje broj 2 ili broj —2, pa dobivamo dvije funkcije

fi4) =V4a=2
fo(4) = Vi =-2.

Dakle, kad radimo s funkcijama, onda kao korijen nekog broja ne uzimamo pozitivni i negativni
korijen, ve¢ samo jedan od njih. Koji uzimamo, ovisi o tome s kojom funkcijom korijen zelimo raditi,
fi(z) =z ili fo(x) = —\/x. Prakticnije je raditi s pozitivnim brojevima, pa se uglavnom odlu¢ujemo

za fi(z) = V.

Primjer 1.59 Neka je f1(x) = /7 i fa(x) = —/7, f1 : Rf = R, fo : RY = R™. Lzracunajmo f1(x?)
zax >0 i fol@?) zax <O0.

Moramo paziti da za fi(x?) dobijemo pozitivan broj ili nulu, jer je slika funkcije fi skup Rsr. Izraz
fa(x?) treba biti negativan broj jer je slika funkcije fo skup R™. Racunamo

fila®) =Va2 =z, x>0,
fala®) = Va2 = —(—z) ==, 2 <0,

U drugoj jednakosti smo koristili vVx2 = —x, §to je ispravno. Ako ispred korijena ne stavljamo minus
predznak, onda uzimamo pozitivan korijen, a —x je pozitivan ako je x < 0. Koristecéi funkciju apsolutne
vrijednosti mozemo jednakost

Va2=—-xz2a x<0

i jednakost
Va2=xzza x>0

zapisati

Va2 = |x|.
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Primjer 1.60 Za funkcije f,f~' : RS — R definirane s f(x) = 2 i f~Y(x) = /x provjerite da su
inwverzne funkcije.
Provjera za inverznu funkciju je

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inzap= Plot[{x*2, Sgrt[x]}, {x, -2, 2}, Plotlegends - "Expressions",
PlotRange -+ Full]

—_—
Out[23}=

— X

Primjer 1.61 InverseFunction[Sqrt]

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

.

Injgzz)= InverseFanction[Sqrt] j

outlszz =1% & 3]

inp2yp= Plot[ (#2° &) [x], {x, -1.2, 1.2}] ]

OutlE23}=

41w
100% =

Primjer 1.62 Za funkcije f,f~' : Rf — RY definirane s f(x) = 22 i f~Y(z) = %z, gdje je k
prirodan broj, provjerite da su inverzne funkcije.
Provjera za inverznu funkciju je

FUS@) = 1 ) = et =
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inf25j= Plot[{x* (2%1), x*(1/(2x1)), =*(2+2), x*(1/(2+2))}, {x, -2, 2},
Plotlegends » "Expressions"]

Primjer 1.63 Za funkcije f : Ry — Ry, f~1 : Ry — Ry definirane s f(x) = 22 i f~Y(z) = -/
provjerite da su inverzne funkcije.

Provjera za inverznu funkciju je

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in2e= Plot[{x~2, -Sqrt[x]}, {x, -2, 2}, PlotLegends - "Expressions"] il

Out[ze}

100% -~

Primjer 1.64 Za funkcije f : Ry — Ry f, f~1 : RT — Ry definirane s f(x) = 2%¢ i f~1(z) = — ¥/z,
gdje je k prirodan broj, provjerite da su inverzne funkcije.

Provjera za inverznu funkciju je

FHS @) = 71 @) = = Va?h = —fa] = —(—a).
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

npaop= Plot[{x* (2%1), -x*(1/(2%1)), x*(2%2), -x*(1/(2%x2))}, {x, -2, 2},
Plotlegends » "Expressions"]

sk

Out[30}=

100%

Primjer 1.65 Izracunajmo inverznu funkciju funkcije f : R — R zadane s f(z) = x> +2x+1. Najprije
éemo napisati f(z) =y = (x + 1)%, pa onda moramo korijenovati da bismo dobili z. Jasno je da ova
funkcija nije bijekcija, jer pozitivan i negativan broj imaju isti kvadrat, pa moramo odluciti hocemo li
raditi s pozitivnim ili negativnim korijenom. Neka je to pozitivan korijen, pa je

r+1=./y.

Owva jednakost ima smisla ako jey >0 i x+1 > 0. Dakle, ima smisla traziti inverznu funkciju funkcije
f:][-1,00) = RY i ona je jednaka

fH ) = Vo -1

Primjer 1.66 Izracunajmo inverznu funkciju funkcije f : R — R zadane s f(z) = 2® +x + 1. Najprije
éemo napisati f(z) =y = (x + %)2 + %, pa onda moramo korijenovati da bismo dobili x. Ova funkcija
nije bijekcija, pa cemo uzeti pozitivan korijen

Lol [ 3
2 VY 1

Ova jednakost ima smisla ako je y — % >0ix+ % > 0. Dakle, ima smisla traziti inverznu funkciju

funkeije f:[—%,00) — [3,00) i ona je jednaka

Primjer 1.67 U Wolframovoj Mathematici naredba Solve[flz] = 0, z] javlja poruku: ”InverseFunction:
ifun: Inverse functions are being used. Values may be lost for multivalued inverses.” Javlja da koristi
mverznu funkciju da rijesi ovu jednadzbu i da moze doci do gubitka rjeSenja jer inverzna funkcija ima
samo jednu vrijednost za f~1. Svaka funkcija ima samo jednu vrijednost za odredenu ulaznu varijablu,
to smo veé naucili!
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj5sp= Solve[f[x] =0, x]

Solvesifun @ Inverse functions are being used by Solve, so
some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. =

ougss { {x» £ [01}]

Assuming a list of rules | Use as @ two—dimensional array instead

apply rules to variable = apply rules to expr...  first solution (2 =1 E

Primjer 1.68 Rijesite primjer 1.58 koristenjem naredbe Solve[f[z] = 0, ] za odgovarajuéu funkciju f.
U primjeru 1.58 umjesto trece potencije uzmite drugu potenciju i vrijednosti 13 i 23. Koliko rjesenja
dobivate u tom slucaju?

Rjesenja za drugu potenciju su 2 1 3. Dobiju se iz jednadzbi

222 +5=13
222 + 5 = 23.

Pristup pomocu inverzne funkcije nam daje samo jedno rjesenje u slucaju kad je vrijednost 13 i samo
jedno u slucaju kad je vrijednost 23.

1.5 Slozena funkcija

Kompozicija funkcija je drugi naziv za funkciju slozenu od dvije ili vise funkcija. Objasnimo na sljede¢em
primjeru kako definiramo funkciju slozenu od dviju funkcija.

Primjer 1.69 U primjeru 1.3 imali smo namirnice koje smo funkcijom f pridruzili ukucanima. De-
finiragmo novu funkciju G koja ukucanima pridruzuje mjesto kamo oni putuju. Definiramo funkciju

G

G(mama) = Split
G(tata) = Osijek
G(kci) = Zagreb

G(sin) = Pula.

(1.3)
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Sjetimo se da smo imali

f(sir) = mama
f(jogurt) = ke
f(kobasice) = tata
f(narance) = tata
f(jabuke) = sin
f(maline) = sin
f(sok) = ke
f(pivo) = mama
f(cips) = tata
f(cokolada) = tata
flkeksi) = ke
f(kikiriki) = sin.
Funkciju h definiranu s
h(sir) Split
h(jogurt) = Zagreb
h(kobasice) = Osijek
h(narance) = Osijek
h(jabuke) = Pula
h(maline) = Pula
h(sok) = Zagreb
h(pivo) = Split
h(cips) = Osijek
h(cokolada) = Osijek
h(keksi) = Zagreb
h(kikiriki) Pula.

nazivamo funkcijom sloZenom od f i G i zapisujemo h = G o f. Vrijednosti funkcije h dobivene su kao
h(z) = G(f(x)). Primijetimo da je
f o A{sir, jogurt, kobasice, narance, jabuke, maline, sok,

pivo, cips, cokolada, keksi, kikiriki} — {mama, tata, kci, sin}

G :{mama,tata, kci, sin} — {Split, Osijek, Zagreb, Pula}

h=Gof {sir, jogurt, kobasice, narance, jabuke, maline, sok,
pivo, cips, cokolada, keksi, kikiriki} —

{Split, Osijek, Zagreb, Pula}.
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Namirnice smo preko ljudi prebacili u gradove! Vazno je da slika funkcije f bude podskup domene
funkcije G ili drugim rijecima receno, da funkcija G zna baratati s elementima koje dobije. Funkcija f
namirnice pridruzuje ljudima, a G ljude gradovima.

Provjerimo postoji li funkcija f o G = f(G(x)). Funkcija G djeluje na ljudima i prebacuje ih u
gradove. Vrijednosti G(x) su gradovi, pa bi f trebala djelovati na gradovima da bismo imali f(G(z)).
Tu nastaje problem, [ ne zna djelovati na gradovima, ona djeluje na namirnicama. Matematicki receno
slika funkcije G nije podskup domene od f. Dakle, funkcija (f o G)(z) = f(G(x)) nije definirana.

Cak i kad su oba poretka G o f i f oG definirana, te funkcije opéenito nisu jednake.

Funkcija slozena od funkcija f : X — Y ig:Y — Z ili kompozicija funkcija je funkcija h = go f :
X — Z definirana s h(z) = g(f(x)) za svaki € X. Funkcija h postoji ako je R(f) C D(g), odnosno
ako je slika funkcije f podskup domene funkcije g.

Primjer 1.70 Definirajmo funkciju koja sirovini pridruzuje vrstu kolaca

f(sir) = pita
f(jabuka) = strudla
florah) = orahnjaca.

Funkcija g kolacu pridruzuje vrecicu u koju ée biti zapakiran

g(pita) = zuto
g(strudla) = crveno
g(orahnjaca) = smedje.
Funkcija h(x) = (go f)(x) = g(f(z)) definirana je s
h(sir) = zuto
h(jabuka) = crveno
h(orah) = smedje.

Pitamo se je li definirana funkcija (f o g)(x) = f(g(x))? Funkcije g pridruzuje kolacima boju
vredice, to je vrijednost g(x). Sad bi na tu vrijednost, boju vrecice trebala djelovati funkcija f, ali ona
to ne moze... Funkcija f zna kako djelovati na namirnicama, a na zna kako djelovati na bojama vrecica.
Dakle, vrijednosti f(g(pita)) = f(zuto), f(g(strudla)) = f(crveno), f(g(orahnjaca)) = f(smedje)
nisu definirane jer skup {zuto, crveno, smedje} nije podskup domene funkcije f.

Opéenito vrijedi da je f~'o f =id i fo f~! = id, gdje je id standardna oznaka za funkciju koja
zovemo identitetom jer x ostavlja na miru, pa je id(z) = y = 2. Komporzicija funkcije i njezine inverzne
djeluje na varijablu x tako da je preslika funkcijom, pa onda njezinom inverznom, pa se opet dobije
pocetna vrijednost od x.
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Primjer 1.71 U primjeru 1.70 definiraj inverzne funkcije f=1, g=' i h='. Provjeri da vrijedi f~' o
g~ ' = h~Y. Provjeri da vrijedi f o f=idig 'og=id.

Primjer 1.72 Izracunajmo fog i go f za f(x) = e % i g(x) = 2%. Dobivamo (f o g)(x) = e™® i
(gof)(x)=e2".

Nacrtajmo grafove funkcija i uvjerimo se u razlicitost!

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
o E
infg7}= £E[x ] :=e™ (-x); glx ] :=x*2
Composition[f, g] [x]
Composition[g, £f][x]
outjsg= €™ i
outjsgl e* i
Inf22)= Man'ipulate[l?lot[e"i, {x, -8, 3}], (e, -8, s}] :|
[+]
e ] 8
Out{a}=
ir73= Manipulate[Plot[e™*, {x, -8, 8}], {=, -8, 8}] ]'
B L+
e [ P
=t
Out{7sl=
—
100% ~
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Primjer 1.73 Odredimo podrucja definicije funkcija f(z) =logx i g(z) = 2% + x + 1, te izracunajmo
i odredimo podrucja definicije za fog i go f. Pomoéu Wolframove Mathematice nacrtajmo grafove
funkcija koje su kompozicije. Domene su D(f) = (0,00), D(g) =R, D(fog) =R i D(go f) = (0,00).
Dobivamo kompozicije
(fog)(z) =log (22 +z+1), (g0 f)(x) = (logz)” +logz + 1.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

7= £[2 1 := Log[x]
glx]:=x*2+x+1
Composition[f, g] [x]
Compo=ition[g, £][x]

Out[88}= Log [1+x+ =]

inioz= Plot[Log[1+x+ %], {x, -6, 6}]

A v —" |
) L |

Out[102}=

out[100}= 1 + Log[x] + Log:xfz 3_
in1021= Plot[1 4 Log [x] + Log[x]1%, {x, -18., 18.}] ]'
Pl
15
Out[102}= il
=
i i i i i i
-15 -10 -5 5 10 15
-
100% = .

Primjer 1.74 Odredimo podrucja definicije funkcija f(z) =Inz i g(z) = —22 + 5z — 6, te izratinajmo
i odredimo podrucja definicije za f o g i go f. Pomoéu Wolframove Mathematice nacrtajmo grafove
funkcija koje su kompozicije.

Domene su D(f) = (0,00), D(g) = R. Kompozicija je (f o g)(z) = In(—2% + 5x — 6), pa za
domenu treba biti —x? + 5x — 6 > 0, $to je za x € (2,3). To daje D(f og) = (2,3). Za (go f)(x) =
—(Inz)? 4 5lnz — 6 imamo domenu D(g o f) = (0,0).
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf4sp= L[x ] i= Log[x] -

glx]:=-x%2+5x-6

Composition[f, g] [x]

Composition[g, £][x]
]
i
]

Outf51}= Log -6 :5x-x"]
oujsz= -6+ 5 Log[x] - Log [x]°

insep= Plot[Log[-6+5x-%"], {x, -6, 6}]

-15f

Cut[48}=

-6 -4 -2 s 2 4 (-]

Out[47}= -2

100% ~ .

Naredbom Composition[f, g][x] dobivamo ispis f[g[x]] ako funkcije nisu definirane. Za definirane
funkcije dobivamo konkretno izrac¢unatu kompoziciju, kao sto je prikazano u prethodnim primjerima.

Primjer 1.75 Studija okolisa odredenog drustva sugerirala je izraz
c(p) =0.7p+ 2

za prosjecnu dnevnu razinu ugljicnog monoksida u zraku. Broj stanovnika je p u tisu¢ama, a razina
ugljicnog monoksida u zraku mjeri se u dijelovima na milijun. Procijenjeno je da ée t godina od danas
broj stanovnika biti p(t) = 7+ 0.3t? tisuca.

1. Odredite razinu ugljicnog monoksida u zraku kao funkciju vremena.

2. Izracunajte kada ée razina ugljicnog monoksida biti 7.6 dijelova na milijun.
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3. Nacrtajte graf kompozicije funkcije.
Rjesenge.
1. ¢(p(t)) = e(7+0.3t?) = 0.7(7 + 0.3t?) + 2 = 0.21t> + 6.9

2. c(p(t)) = 0.21t> + 6.9 = 7.6
0.21t%2 = 0.7
t =1.83 ~ 2 godine

3. Kompozicija funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf40p= Plot[0.7 (7+0.3t%2) +2, {t, 0, 20}, Axeslabel -+ {t[god], c[pltl]l}] ]_
)]

Out]dD}=

L tged)
20

theme... labels... axes ™ imagesize ™ more ..

Cl
0
{1
o

100% «

Primjer 1.76 Komponirati se moZe vise funkcija. Provjeri da vrijedi asocijativnost za komponiranje,
odnosno da vrijedi

fo(goh)=(fog)oh

za sve funkcije za koje je ova kompozicija definirana.

Primjer 1.77 Opéenito funkcija moZe imati vise varijabli, pa se i takve funkcije mogu komponirati. U
primjeru 1.8 imali smo cijene raznih proizvoda ci,co, cs. Ako je netko kupio 5 proizvoda cijene c1, 7
proizvoda cijene co , 3 proizvoda cijene cz, onda je funkcijom

f(Cl,CQ,Cg) = 501 + 762 + 303

odredena ukupna cijena koju treba platiti za sve sto je kupljeno. Dogodile su se neke promjene, pa je
proizvod kojemu je bila cijena c¢i poskupio za 8%, dok su druga dva proizvoda na akciji, pa su jeftinija
za 10%. Da bismo ponovo imali funkciju koja racuna ukupnu cijenu, trebamo definirati novu funkciju

g(c1,ca,c3) = (1.08¢1,0.9¢2,0.9¢3).
Kad izracunamo kompoziciju dobivamo funkciju
f(g(er,ea,e3)) = f(1.08¢1,0.9¢2,0.9¢3) = 5.4¢1 + 6.3¢2 + 2.7¢3

koja daje ukupnu sumu koju treba platiti. Kompozicija f o g ima tri varijable koje su stare cijene, a na
izlazu dobivamo cijenu koju treba platiti za cijelu kupnju nakon promjene cijene.
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Primjer 1.78 Koristenjem naredbe Compositionff, g, hjfx, y] izracunajte nekoliko primjera s vise va-
rijabli.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inft34)= £[x , ¥ ] :=Log[x] +¥
[ 5 e (RO L i
Composition[f, gl [x, ¥]
Compositionl[g, £1[x, ¥ 1

oufise: Log[-x"+5y]

CufisT= -6+ 5 {y+Loglxl} - {v+Log(x]}®

nEny= £[x , ¥, 2.1 :=Llog[x]+y-=z~2
glx , ¥, 21 :i=-®x*2+5¥+3=
Composition[f, gl[x, ¥, =]
Composition[g, f]l[x, ¥, z]

oupss Log| -x2 25 y<3z)
ouEl ~6+5 {v-2z® <Logix]) - {v-z2®<Logix])®
Infio7}= £[x , ¥ ] :=Log[x]+¥
glx, ¥.]:=-x"2+5y
hix , ¥ 1 :=x+¥%¥
Composition[f, g, h] [x, ¥]
Composition[g, £, h][x, ¥ ]
oufiiE Log[-6+5 (x+y) - (x2v)?]
oufi1i= -6 = 5 Log[x+ y] - Log[x = v]?

inf1i6}= £[x , ¥, 21 i=log[x]l +2¥-z2
gl=, ¥, 2]1:i=-x421+y-4=
hix , ¥, z ] :=X+¥+2
Composition[f, g, h] [x, ¥, =z]
Composition[g, £, h]l[x, ¥, z]

Qut[115}= Log:—G—S (R+y=+z) - {x—y—z_‘.z:

.l el e ol el e L el e Ll e A

Out[i20} -6+ S5 Log[x+yv+z] - Log[x+v+2z] 1w

100% =

Spomenuli smo veé¢ da mozemo komponirati dvije ili tri funkcije, ali nismo naglasili da se funkcija
moze komponirati sama sa sobom i to n puta, odnosno koliko god puta zelimo. Oznac¢avamo

(fof))=f(f(z)) = )
(fofof)@)=ff(f@) = [fD(x)
(foforof)a) = fMa)
Primjer 1.79 Neka je f(z) = 22, odredite funkcije £ (x), f@)(z) i ™) (z).
Rjesenje je V) (x) = 22",

Uocimo da f(™ (z) dobivamo kao f(f"~1(x)), a f("~1(z) dobivamo kao f(f"~2)(z)), dakle uvijek
iz prethodne kompozicije. Ovakvo komponiranje mozemo povezati s rekurzivnim jednadzbama. Re-
kurzivna jednadzba je jednadzba koja definira n-ti ¢lan nekog niza z,, koriste¢i prethodne ¢lanove tog
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niza xg,x1,...,Tn_1. Ako ste ve¢ programirali u nekom programskom jeziku, onda sigurno znate da je
logika rekurzije jedan od osnovnih programerskih pristupa.

Primjer 1.80 Definiramo rekurzivnu jednadzbu za primger 1.79 sa
Tp+1 = wn27
pri cemu je

f(n+l)(x) = Tn+1

f(n) () = xn

Izracunajmo x4 ako je x1 = 0.8. Dobivamo vrijednosti

zs = 0.82=0.64
x3 = 0.64%2 =0.4096
zy = 0.4096% = 0.16777216.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inz5;= RSolveValue[{a[n+1] = (a[n])*2, a[l1l] =0.8}, a[{1, 2, 3, 4}]1, n]
RecurrenceTable[{a[n+1] = (a[n])*2, afl] =0.8}, a, {n, 1, 4}]
ListPlot[%, PlotRange » All]

outjzs}= [0.8, 0.64, 0.4096, 0.167772}
outjzei= [0.8, 0.64, 0.4096, 0.167772}

D8

out27p 04

Primjer 1.81 Pomoéu Wolframove Mathematice izracunagte vrijednosti niza xn,1 = f(x,) gdje je
f(x) = 22. Izracunagte

1. x19 ako je x1 = 0.2
2. x19 ako je x1 = 1.2

3. xy9 ako je x1 = 1.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
- A
Inj28]= RSelveValue[{a[n+1] = (a[n]) #2, afl] =0.2}, a[l0], n]
RSolveValue[{a[n+1] = (a[n])*2, a[l] =1.2}, a[l0], n]
RSolveValue[{a[n+1] = (a[n]) *#2, a[l] =1}, a[l1l0], n]
ouize 1.340780792994 %1072 3
oulETE 3.47375x10% 3
outzE 1 3
oW
100% «

Primjer 1.82 Koristeéi prethodna dva primjera postavite hipotezu o ponasanju niza brojeva x,y1 =

x,2. Testirajte hipotezu na racunalu. Ispisite nizove koje koristite pri testiranju vase hipoteze.

Rjesenje je da se za pozitivne pocetne vrijednosti x1 < 1, brojevi niza stalno smanjuju. Za pozitivne
pocetne vrijednosti x1 > 1, brojevi niza se stalno poveéavaju. Ako je pocetna vrijednost x1 = 1, onda
imamo niz jedinica. Ako stavimo negativnu pocetnu vrijednost, onda vidimo da je zakljucak da se za
|x1| < 1, brojevi niza priblizavaju nuli. Za pocetne vrijednosti |x1| > 1, brojevi niza se stalno poveéavaju.
Ako je pocetna vrijednost x1 = —1, onda osim ove pocetne vrijednosti imamo niz jedinica.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[35;= RecurrenceTable[{a[n +1] = (a[n]) ~2, a[l1] =0.9}, a, {n, 1, 10}]
ListPlot[%, PlotRange » All]

oupe= (0.9, 0.81, 0.6561, 0.430467, 0.185302, 0.0343368, 3
0.00117902, 1.39008x107°, 1.93233x107%, 3.73392x107**]

g
"
osl .
.
o6l
Out[28}=
A .
ozf §
i L ud i .
2 4 & 8 10

100% =

Primjer 1.83 Pomoéu Wolframove Mathematice izracunagte vrijednosti niza xn1 = f(x,) gdje je
f(z) = 2z. Izracdunajte

1. x19 ako je x1 = 0.2
2. x10 ako je x1 = 1.2

3. w19 ako je xq1 = 1.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inj45}= RSolveValue[{a[n+1] =2 a[n], af[l1] =0.2}, a[1l0], n] T
RSolveValue[{a[n+1] ==2 a[n], a[l1l] =1.2}, a[10], n]
RSolveValue[{a[n+1] ==2a[n], af[l1] =1}, a[l10], n]
Outf4s= 102.4 ]
outj4s= 614.4 j
OutfTi= 512 Il v

oeeEEriii

Primjer 1.84 Pomoéu Wolframove Mathematice izracunagte vrijednosti niza xn,+1 = f(x,) gdje je
f(x) = 0.52. Izracunajte

1. x19 ako je x1 =0.2
2. x10 ako je x1 = 1.2

3. xy9 ako je x1 = 1.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injz4}= RSolveValue[{a[n+1] = (1/2) a[n], a[l] =0.2}, a[10], n]
RSolveValue[{a[n+1] == (1/2) a[n], a[l] ==1.2}, a[l1l0], n]
RSolveValue[{a[n+1] == (1/2) a[n], a[l1l] =1}, a[10], n]

Cufs4= 0.000390625

Cuts5)= 0.00234375

LA L ad oA

= BN
100% = .

Primjer 1.85 Koristeci prethodna dva primjera postavite hipotezu o ponasanju niza brojeva Tpy1 =
axy, za razlicite a € R. Testirajte hipotezu na racunalu. Ispisite nizove koje koristite pri testiranju vase
hipoteze.

Rjesenje je da za |a| < 1, brojevi niza se pribliZavaju nuli neovisno o pocetnoj tocki. Za |a| > 1,
brojevi niza se udaljavaju od nule neovisno o pocetnoj tocki. U oba slucaja za negativne a niz skace oko
nule, jedna vrijednost je pozitivna, druge negativna i na taj nacin ide prema nuli ili od nule, ovisno o
apsolutnog vrijednosti broja a. Ako je |a| = 1, onda za a = 1 imamo niz koji se ne mijenja i svi élanovi
su jednaki pocetnom clanu x1, a za a = —1 dobivamo niz u kojem se izmijenjuje x1 © —x1.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj41}= RecurrenceTable[{a[n+1] = (172} a[n], a[l] =0.9}, a, {n, 1, 10}]
ListPlot[%, PlotRange -» All]

ou41= [0.9, 0.45, 0.225, 0.1125, 0.05625, 0.028125,
0.0140625, 0.00703125, 0.00351563, 0.00175781}

E-R

Out[42}= .
i

Rekurzivne jednadzbe mogu imati i druge oblike, ne samo oblik z,+1 = f(x,) koji smo do sad
spominjali. Oblik ,,+1 = f(z,) nam je vazan u ovom poglavlju jer on predstavlja kompoziciju funkcija.
Ipak, kratko ¢emo spomenuti i neke druge poznate rekurzije.

Pokusajmo pomocu rekurzije rijesiti ovaj jednostavan problem.

Primjer 1.86 Zelimo izracunati umnozak prvih 5 prirodnih brojeva, pa éemo definirati niz
ant1 = (n+ Day,

uz pocetnu vrijednost a; = 1. Clanovi niza su ag = 2, as = 6, ag = 24, a5 = 120. TraZeni umnozak
je 120. Umnozak prvih N brojeva nazivamo N faktorijela i zapisujemo N!. Mi smo izracunali da je
5! =120.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ingzp= RSolveValue[{a[n+1] = (n+1) *a[n], a[l1l] =1}, a[{1, 2, 3, 4, 5}], n]
51

omezl {1, 2, &, 24, 120}

Outja3= 120

Primjer 1.87 Fibonaccijev niz je definiran rekurzivno
Apt1 = Gp—1 + Gy

Svaki ¢lan niza definiran je kao suma prethodna dva ¢lana niza, pa onda kao pocetne vrijednosti moramo
uzeli dvije vrijednosti. Neka je ag = a; = 1.

1. Izracunajte prvih 10 ¢lanova niza.
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2. Izracunajte omgjere

An41
an
za prvih 10 ¢lanova niza.
3. Izracunagte razliku izmedu
Qg 1+ \/5
as 2 '
4. Izracunajte razliku izmedu
a0 i 1+V5
ag 2 '

5. Pronadite neki ¢lanak koji govori o omjeru koji se naziva zlatni rez. PoveZite zlatni rez i Fibo-
naccijev niz.

Rjesenje je da omjer QZII tezi prema broju 1+2‘/5. Taj omjer nazivamo zlatnim rezom. Od antickih
vremena koristi se u umjetnosti i arhitekturi, jer je ljudskom oku posebno ugodan.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injgg= RSolveValue[{a[n+1] =-a[n-1] +a[n]l, a[0] ==a[l1] =1},
af{o,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, &, §, 10}], n]

ows= {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89}

1.6 Podrucje definicije slozene funkcije

Vidjeli smo do sada da je podréje definicije ili domena, skup na kojem je funkcija definirana. Cinjenica
da je neki element u domeni neke funkcije znac¢i da funkcija zna kako djelovati na tom elementu. U



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

1.6. PODRUCJE DEFINICIJE SLOZENE FUNKCIJE 55

primjeru 1.70 naisli smo na problem. Zeljeli smo da funkcija djeluje na nekim elementima, a ona to nije
mogla jer ti elementi nisu bili u domeni funkcije.

Domena linearne i kvadratne funkcije su svi realni brojevi, isto tako je za potencije i neparne korijene.
Kod logaritamske funkcije domenu smo ogranicili na skup pozitivnih brojeva, a kod parnih korijena na
skup pozitivnih brojeva i nulu. Od prije veé¢ znamo da nazivnik ne smije biti nula, pa kad naidemo na
funkcije koje imaju nazivnik, treba paziti da on ne bude jednak nuli.

Sto se dogada ako ne postujemo ova pravila?

Primjer 1.88 Pomocéu Wolframove Mathematice izracunajte vrijednosti funkcije.
1. f(0.01), f(0.001), f(0) ako je f(x)=logx
2. f(—0.5), f(—2) dko je f(x) =logx.

Rjesenje.
Znamo da je logaritamska funkcija definirana za pozitivne brojeve, pa je f(0.01) = —2, £(0.001) =
—3. U Wolframovoj Mathematici dobivamo f(0) = —o0, §to zapravo znaci da je

lo—jako veliki pozitivni broj _ 0.

Vidimo da za f(—0.5) i f(—2) dobivamo kompleksne brojeve, sto ne Zelimo jer radimo s realnim funkci-
jama! Logaritamska funkcija s kojom radi Wolframove Mathematica je prosSirenje logaritamske funkcije
na kompleksne brojeve, ali mi neéemo raditi s tom funkcijom. Samo smo je spomenuli u primjeru 1.36.

| File Edit Insert Format Cell Graphics  Evaluation Palettes  Window Help

Inf44}= E[x 1 := LoglO[=x]
£[D.01]
£[0.001]
£[o]
£[-0.5]
£[-2]

Out]48}=
Out[48}=
Out[4T}=
Out[48l= —0.30103 + 1.36438 1

imgeLog[2]
Log[l0]

Out[43}=

Primjer 1.89 Pomocu Wolframove Mathematice izracunajte vrijednosti funkcije i nacrtajte grafove
funkcija u blizini tocaka u kojima racunate vrijednosti funkcije

1. £(0.01), £(0.001), £(0) ako je f(z) = 1
F(=0.01), f(~0.001), ()akojef()
£(0.9), £(0.99), ()akoyef()=+1
F(LY), F(1.01), f(1) ko je f(z) = 5.

z—1
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Imzzop= £[x ] :=1/x
£[0.01]
£[0.001]
£[o]
E[-0.01]
£[-0.001]
Plot[f[x], {x, -0.01, 0.01}]

outzzi}= 100,

ow[zzz= 1000.

Out[223}l= ComplexInfinity
OutfZzdl= -100.

oufzzsl= —1000.

1000 |

Out[228]= : L L
20 2 2 0.005 0.010

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Ing2r7g= £lx 1 =1/ (x-1)
£[0.9]
£[0.99]
£11]
£[1.1]
£[1.01]
Plot[£[x], {x, 0, 2}]

Outl278}= -10.

Cut[279)= -100.

Out[280} ComplexInfinity
out[zgi}= 10.

oufzezi= 100,

Ot " L L
L 0.5 110 1.5 20
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Primjer 1.90 Pomocéu Wolframove Mathematice izracunajte vrijednosti funkcije.
1. f(=4), f(=1), f(0) dako je f(z) = vz
2. f(=16), f(~1) ako je f(z) = V/z.

Povezite dobivene rezultate s vasim znanjem kompleksnih brojeva.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

man= £[x 1 := Sqrt[x] |

£[-4]

£[-1]

£[01

g[-16]
i
]
]
3
]

glx] := x*(1/4)
gl-1]

Out[432}= 2 i
Out[433)= 1
Ouf434}= O

oufss 2 (-1)%*

ou4sTE (-1)%*
- W
100% =~ .
_-_-_—

U ovim primjerima smo se susreli s dva problema:
1. Rezultat je simbol oo ili —o0, $to su oznake za beskonacno veliki pozitivan ili negativan broj.
2. Rezultat je kompleksni broj.

Mi zelimo raditi s realnim brojevima, pa izbjegavamo tocke u kojima nasa funkcija bjezi u oo ili
—o0. Isto tako izbjegavamo kompleksne brojeve. Ve¢ smo spomenuli da su kompleksni brojevi izuzetno
mocan i koristan alat u primjenama, ali se ne mozemo baviti funkcijama kompleksne varijable dok ne
znamo raditi s realnim funkcijama.

Pri ra¢unanju domene neke realne funkcije treba postivati sljede¢a pravila:

1. Izraz pod parnim korijenom treba biti > 0.

2. Izraz pod logaritmom treba biti > 0.

3. Nazivnik treba biti # 0.

Ponekad se mogu pojaviti i netipi¢ne funkcije, kao na primjer
filz) = 108, () h(z)
fo(z) = g()".

Funkcija f; ima kao bazu logaritma funkciju g(x). U definiciji logaritamske funkcije stoji da baza mora
biti pozitivan broj razli¢it od 1, pa onda ovdje za f; imamo uvjete

g(z) #1
g(x) >0
h(z) >0
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Funkeija fo ima kao bazu funkciju g(z). U definiciji eksponencijalne funkcije stoji da baza mora biti
pozitivan broj razli¢it od 1, pa onda ovdje za fy imamo uvjete

g(z) #1
g(z) >0

U sljede¢im primjerima mi ¢emo se baviti tipi¢cnim funkcijama koje se ¢esto pojavljuju u primjeni.

Primjer 1.91 Odredite domenu funkcije

L f(z) = 2554+, 2. f(x) =log (27 — 6z +8), 3. f(x) = VIogz, 4. f(x) = Vab.
Rjesenje.

1. D(f) =R\ {1}, 2. D(f) = (—00,2] U[4,00), 3. D(f) = [1,00), 4. D(f) = R

Funkeiju za koju vrijedi f(—z) = f(z), za svaki = iz domene funkcije nazivamo parnom funkci-
jom. Funkciju za koju vrijedi f(—x) = —f(x), za svaki x iz domene funkcije nazivamo neparnom
funkcijom. Iz ovoga je jasno da funkcija moze biti parna ili neparna samo u slucaju kad je definirana
za x 1 za —x, odnosno da je definirana na intervalu simetricnom oko nule.

Graf parne funkcije je osnosimetri¢an u odnosu na os y, a graf neparne funkcije je centralnosimetri¢an
u odnosu na ishodiste.

Funkcije f : R — R definirane s f(x) = 2%*, k € N su parne, a funkcije f(z) = 22**! neparne.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf445= Plot[{x* (241), x*(2#%2), x*-(2&1), x~-(2+2)}}, {x, -2, 2},
Plotlegends » "Expressions"]
Plot[{x*(2+1+1), x*(2+2+1), x*-(221+1), x*-(222+1)}, {x, -2, 2},
Plotlegends » "Expressions"]

Cut[445]=

1.2* i+

x2'f2+l

Out[450}= —
-2 1

(X1

27141
y2e )

100% «
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Vidjeli smo da je domena funkcije jedne varijable podskup skupa realnih brojeva R. Domena funkcije
dviju varijabli je podskup ravnine, koju obi¢no oznacavamo s R x R jer u ravnini tocke oznacavamo s
dvije koordinate (z,y), pri cemu je € R i y € R. Domena funkcije triju varijabli je podskup prostora,
koji obi¢no oznac¢avamo s R x R X R jer u prostoru tocke oznacavamo s tri koordinate (x,y, z), pri ¢emu
jereR, yeRizeR.

Primjer 1.92 Odredite domenu funkcije i nacrtajte domenu pomoéu Wolframove Mathematice

1. f(l‘,y):m

2. flz,y) = 2’;:1y
3. f(z,y) =log (z —y)
4. f(z,y) =log(2* — 62 + 8 —y)
5. f(z,y) =y —logz
6. flx,y) =y —a*
7. fle,y) = Va2 + g - L.
Rjesenje.
1. D(f) =R2\ {(z,y) € R? : y = 22 — 22 + 1}, to je cijela ravnina bez parabole y = x? — 2z + 1.
2. D(f) =R%\ {(x,y) € R? : y = 2z}, to je cijela ravnina bez pravca y = 2x.
3. D(f) ={(x,y) € R? : x — y > 0}, to je poluravnina x —y > 0.
4. D(f) = {(z,y) € R? : 22 — 62 + 8 > y}, to je dio ravnine izvan parabole x> — 6z + 8 = y.

5. D(f) = {(x,y) € R? : y > logx}, to je dio ravnine koji graf y = logx dijeli na 2 dijela. Uvrsti se
jedna tocka i provjeri za koji dio ravnine vrijedi y > log x.

6. D(f) = {(z,y) € R? : y > 2}, to je dio ravnine koji kubna parabola y = x3 dijeli na 2 dijela.
Sliéno kao u prethodnom zadatku uvrsti se jedna tocka i provjeri za koji dio ravnine vrijedi y > x3.

7. D(f) = {(z,y) € R?: 22 + y? > 1}, to je dio ravnine izvan kruinice x> + y? = 1.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
~
Inf470);= ContourPlot[(x-1) /(x*2-2=x+1-¥), {x, -3, 3}, {¥v, -2, 2}, T
PlotLegends -+ Antomatic] 1
2r g
1 2
1
0k 0
Out{470}=
=3
-1 -2
-2 1 1 1 1 1 1 1
-2 -2 -1 0 1 2 3
44w
100% =

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj455):= ContonrPlot[(x-1) f (2 x-¥v), {x, -3, . {¥, -3, 3}, Plotlegends - Antomatic]

) L T T T T T T T T T T T T 1]

Naredba ContourPlot crta podrucja u kojima izraz napisan u naredbi mijenja vrijednost. Sa strane
na legendi pise vrijednost izraza u podrucju oznaénom nekom bojom. Na ove dvije slike je cik-cak linijom

prikazana krivulja na kojoj funkcija nije definirana.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj472;:= ContonrPlot[LoglO[x-¥], {x, -3, 3}, {v, -2, 2}, PlotlLegends - Antomatic]

[T T T T T T LI S S S s S e e s e
z2F

ol
Out[d472E=

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[473}= ContonrPlot[LoglO[x*2-6x+8-¥v], {x, -3, 3}, (v, -2, 2},
PlotLegends -+ Antomatic]

0oF
Out4T3}=

Na ovim primjerima funkcije nisu definirane na bijelom podrucju, a tako je i u preostala 3 primjera.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In47e}= ContourPlot[Sqrt[y - Logl0[x]], {x, -1, 3}, {¥, -1, 2}, 1]
PlotlLegends - Antomatic] |
D oo o P T e o o e 1 9
150
228
10k
175
0s} 1.25
Outl4TE=
075
oot
0.25
05}
-1.0F,
-1 1]
100% =~

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
oA
In[115]= ContonrPlot[Sgrt[y-x*3], {x, -3, 3}, {¥, -3, 3}, PlotLegends » Antomatic] j
.25 TS S B L e e e e 3
2+
4 il
=1
4
3
Out[118}=
2
1
L
ol
_a_l 1 L
-3 2 3
—
100% ~
=
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf115]:= ContourPlot[Sqrt[xz*2+¥v*2-1], {x, -3, 3}, {¥, -3, 3},
PlotLegends » Antomatic]

3

0F
Out113)=

-2z

100% ~

Primjer 1.93 Odredite domenu funkcije, te nacrtajte domenu pomocéu Wolframove Mathematice
1. f(z,y,2) = aﬁfyﬁ
2 1 7) = s
3. f(z,y,z) =log(x+y+2z—1)
b f(@y.) = V=TI
Rjesenge.
1. D(f) =R3\ {(0,0,0)}, to je cijeli prostor bez ishodista.
2. D(f) =R3\ {(x,y,2) € R®: 2?2 + 9% + 22 = 1}, to je cijeli prostor bez jedinicne sfere.

3. D(f) = {(x,y,2) € R®: . +y+ 2 > 1} je poluprostor odreden ravninom x +y+ 2 = 1. I ovdje se
pomocu uvrstavanja jedne tocke utvrdi s koje strane ravnine je domena.

4. D(f) = {(z,y,2) € R3: 20—y + 2 + 2 > 0} je poluprostor odreden ravninom 2z —y + z + 2 = 0.
Ovdje je ravnina ukljucena u domenu.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj434}= ContonrPlot3D[(x-1) f (x*2+¥y"*2+z~2), {x, 1, 5}, {¥, 1,5}, {=z, 1, 5}] ]_

100% =

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf425]= ContourPlot3D[1/ (x*2+y*24+272-1), {x, -2, 2}, {¥v, -2,2}, {=z, -2, 2}]
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[108):= ContourPlot3D[LoglO[x+v+=z-1], {x, -2, 2}, {¥v, -2,2}, {=, -2, 2}]

Out[108}=

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf421]:= ContourPlot3D[Sqrt[2x-v+z+2], {x, -2, 2}, {¥, -2, 2}, {=z, -2, 2}]

Outf4s1}=
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1.7 Izometrije ravnine primijenjene na graf funkcije

Izometrije su preslikavanja koja ¢uvaju udaljenost. Ako na listu papira nacrtamo neki objekt, on ostaje
isti kad papir pomaknemo, zavrtimo ili kad pogledamo sliku tog objekta u zrcalu. Te aktivnosti mozemo
smatrati izometrijama. Pomak nazivamo translacijom, vrtnju nazivamo rotacijom, a kod simetrija
razlikujemo osnu simetriju i centralnu simetriju.

Simetrije smo ve¢ spominjali u prethodnim poglavljima.

1. Graf funkcije f i njezine inverzne f~! su osno simetriéni u odnosu na pravac y = x koji je simetrala
prvog i treeg kvadranta. Sjetimo se grafova funkcija f(x) = 10% i f~1(x) = log .

2. Graf parne funkcije je osno simetri¢an u odnosu na os y. Sjetimo se grafa funkcije f(z) = 2.

3. Graf neparne funkcije je centralno simetrican u odnosu na ishodiste. Sjetimo se grafa funkcije

f(x) =23

Primjer 1.94 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove zadanih funkcija i nakon toga for-
mulirajte hipotezu koja govori o tome kako izgleda graf funkcije y = f(x) + a, u odnosu na graf funkcije
y = f(x), pri cemu je a neki realan broj. Funkcije su:

| File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window

Inf4s}= Plot[{x*24+1, x~2-(3/2), x*3+2, x*3-(1/2), 10*x- (5/72)},
{x, -3, 3}, Plotlegends » "Expressions"]

L
Cut[458]=

Graf funkcije y = f(x) + a je pomaknut za a, mozemo reéi i translatiran, prema gore ako je a > 0,
a prema dolje ako je a < 0.
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Primjer 1.95 Pomocu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove zadanih funkcija i nakon toga for-
mulirajte hipotezu koja govori o tome kako izgleda graf funkcije y = f(x+ a), u odnosu na graf funkcije
y = f(x), pri cemu je a neki realan broj. Funkcije su:

1. f(z) = (z+1)?
2. f(x) = (z—§)?
3. f(z) = (z+2)°
4. fla) = (z —3)°
5. f(x) = 1075
6. f(z)=10""2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in4sE;= Plob[{(x+1) A2, (x-(3/2))42, (x+2)43, (x-(1/2))*3, 107 (x+5), 71
10~ {x-(5/2))}, {x, -5, 5}, Plotlegends —» "Expressions"] |
a0 3

r — (x+1P

200 3

| -

100 — (x+2)

Out[438]=

133

= ]

3 2 4 105+

5

-100f T

100% -
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Graf funkcije y = f(z 4 a) je pomaknut za a u lijevo ako je a > 0, a u desno ako je a < 0.
U primjenama nas ponekad ne zanima je li neSto pozitivno ili negativno, ve¢ nas samo zanima
intenzitet pojave opisane nekom funkcijom. U tom slu¢aju racunamo apsolutnu vrijednost funkcije.

Primjer 1.96 Pomoéu Wolframove Mathematice koristedi funkciju Abs[x] nacrtajte grafove funkcija:

1. f(z) =2z — 1]

2. f(z)=|—3z+2|

3. f(x) = |z% — 5x + 6]
4. f(z)=]—22+ 62 — 8|
5. f(x) =|Inz|

6. f(x) =|logz — 10|
7. f(z) =|10° — 10].

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
oA
ins3)= Plot[{Abs[2x-1], Abs[-3x+2], Abs[x*2-5=x+6], Abs[-x"2+6x-8]}, T
{x, -5, 5}, PlotLegends -+ "Expressions"] |
3
sl
*r — 12x-1]
b —_— | =3x+2]
ougaay A —_ |12—5x+8|
§/ Sl
\ .‘J
-4 -2 - 2 4
v
100% ~

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In541= Plot[{ Abs[Log[x]], Abs[LoglO[x]-10], Abs[104x-10]}, {x, -5, 5},
PlotLegends » "Expressions"])

— llog(x)i
Out{54}= — logy(x)-10]
— 110" =10}
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Promatrajuéi grafove iz prethodnog primjera pokusajte shvatiti kako bez racunala mozete ispitati
ponasanje grafova funkcija oblika y = | f(x)|. Sljededi primjer rijesite bez racunala.

Primjer 1.97 Nacrtajte grafove funkcija:

1. f(z) = |4z — §|

2. f(z)=1]—6x+9|

3. f(x) =|2% -8z + T

4. f(z) =|— 22+ 8z — 15|
9. f(z) = [log, x|

6. f(z) = |logya — 2|

7. f(z) =12 —2].

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in55)= Plot[{Abs[4x-8], Abs[-6x+9], Abs[x"*2-8x+7], Abs[-x"2+8x-15]},
{x, -5, 5}, Plotlegends - "Expressions"]

— |4x-8]
— |-6x+9|
— |xz—81+?|

— |-x*+8x-15|

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-
injsé}= Plot[{Abs[Log2[x]], Abs[Log2[x]-2], Abs[2*x-2]1}, {=x, -5, 5}, i
Plotlegends - "Expressions"] ]
— llogz(x)i
OutlzE — llogaix)-2]
— 12%-2)
44w
100% -
R —
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Graf funkcije y = | f(x)| se dobiva iz grafa funkcije y = f(z), tako da se dijelovi grafa koji se nalaze
ispod osi = preslikaju osnosimetriéno u odnosu na os .

Primjer 1.98 Linearna funkcija f(x) = ax + b nije ni parna ni neparna, odnosno za nju ne vrijedi
ni f(—z) = f(x) niti f(—z) = —f(x) jer je f(—x) = —ax + b. Pokazat éemo kako od linearne
funkcije mozZemo napraviti parnu ili neparnu funkciju koja se s pocetnom linearnom funkcijom poklapa
na pozitivnim brojevima. Funkcija je definirana na ]Rar s flx)y=2z—1.

1. Ako Zelimo parnu funkciju, onda éemo graf funkcije f(x) = x — 1, za > 0 preslikati osnom
simetrijom preko osi y.

2. Ako zelimo neparnu funkciju, onda éemo graf funkcije f(x) = x—1, za x > 0 preslikati centralnom
simetrijom preko ishodista.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj124)= Plot[{Piecewise[{{x-1, x>0}}], Piecewise[{{-x-1, x<0}}],
Piccewise[{{=x+1, x<D}}]}, {x, -5, 5}, PlotlLegends - Antomatic,
PlotRange —» A11]

P

Out[124F I 1 \ [ L I

100% «

Ovim postupkom moZ%emo od bilo koje funkcije zadane na R™ ili R~ napraviti parnu ili neparnu
funkciju. Valovi i signali koji se periodicki ponavljaju, cesto se prikazuju pomocu funkcija definiranih
na ovaj na¢in. Parne funkcije se mogu prikazati pomocu funkcije kosinus, a neparne pomoc¢u funkcije
sinus, o cemu ¢e malo viSe biti rijeci o poglavlju o trigonomatrijskim funkcijama.
Primjer 1.99 Nacrtajte grafove funkcija f: R — R ako je

1. f parna funkcija zadana s f(x) = 4o — 8 za x > 0

2. f neparna funkcija zadana s f(z) = =6z +9 za x>0

3. f parna funkcija zadana s f(x) = 2> —8x +7 zax >0

4. f neparna funkcija zadana s f(x) = —2%> +8r —15 za x> 0

5. f parna funkcija zadana s f(x) = 2% za x > 0.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infgi= Plot[{Piecewise[{{4x-8, x>0}}], Piecewise[{{-4x-8, x<0}}],
Piecewise[{{x*2-8x+7, x> 0}}], Piecewise[{{(-x)*2-8 (-x)+7, x<0}}],
Piecewise[{{2*x, x> 0}}], Piecewise[{{2”(-x), x<03}}1}, {x, -10, 10},
PlotLegends - Antomatic]

sl

20

20f

Cutfel= C
10f

I L =

=10

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-~
Inji}= Plot[{Piecewise[{{-6x+9, x> 0}}], Piecewise[{{-6x-9, x<0}}], ki
Piccewize[{{-x"248x-15, x> 0}}] , Piecewizse[{{-x"2-8x+15, x<0}}] },
{=x, -10, 10}, Plotlegends » Antomatic] |
o
anl
Out[1}= _;ﬁ = - .
20 —_—
—40
11w
100% -

Primjer 1.100 Pomocu Wolframove Mathematice mozZemo raditi transformacije koje su izometrije:
osne i centralne simetrije, translacije i rotacije. Kod crtanja 3-dimenzionalnih objekata, kvadar u kojem
se nalazi nacrtani objekt moZe se okretati, tako da sa svih strana moZete vidjeti objekt. Skaliranje koje
je prikazano na ovoj slici nije izometrija, to je rastezange ili stezanje objekta. Pokusajte koristiti ove
naredbe tako da malo promijenite definirane fukcije, likove i plohe.

Sve funkcije realne varijable koje smo do sad vidjeli bile su zadane u kartezijevom koordinatnom
sustavu, odnosno u ravnini (zy) formulom y = f(z). U ovom poglavlju radili smo i dodatne transfor-
macije grafa funkcije, da bismo dobili graf zeljene funkcije. Funkcije mogu biti zadane pomoc¢u nekog
parametra ¢ u obliku

x = xt)
= y@).
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Ingm= £=Plot[2%x, {x, -4, 3}]:
Show[f, Plot[x, {x, -4, 5}, PlotStyle - Dashed],
f /. L Line -+ {GeometricTransformation[L, ReflectionTransform[{-1, 1}]111}.
PlotRange —+ All]

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inj118}= Graphics[{Pink , Parallelogram[]}]

Graphics[{Pink, Rotate[Parallelogram[], 45 Degree]}]

Outf118}=

Outfi19}=

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

S

Injt081:= Bhow [Graphic=3D[Cylinder[], Axes » True], ImageSize - Small] 3

Show [Graphics3D[Translate[Cylinder[], {1, 0O, 0}], Axes » True] ,

ImageSize -+ Small] 1

3

3
A1 W
100% ~
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[104]:= Show [Graphic=[{LightBlue, Triangle[]}, Axes » True], ImageSize - Small]
Show [Graphics[{LightBlue, Translate[Triangle[], {1, 0}]}, Axes —+ True],

ImageSize » Small]

1A

1.0
[eE:]

06
Out[104}=
0.4

02

02 04 06 082 10

1A

1.0
0.8
[ K]

Out[105}=
0.4

02

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[70p= Show [Graphics3D[Cone[], Axes » True], ImageSize » Small]
Show [ ImageReflect [Graphics3D [Cone[] , Axes » True], Top], ImageSize - Small]
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window

injfél;= Graphics[{Purple, Disk[]}]
Graphics[{Purple, Scale[Disk[], {1, 1/2}]1}]

Out[T8}=

o -

Kod modeliranja ¢emo sresti ovakve primjere, gdje je parametar ¢t vrijeme, a z, y su koordinate polozaja
tijela koje se kre¢e. U nasim primjerima bit ¢e mogucée eliminirati parametar ¢ i funkciju napisati na
standardni na¢in kao y = f(z). Opcenito to nije moguée i tada se graf funkcije moze nacrtati koristenjem
naredbe ParametricPlot.

Primjer 1.101 Izrazite funkciju u obliku y = f(x) i nacrtajte graf funkcije zadane s
r=7Tt
y =2t + 3t + 5.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In5isp= ParametricPlot[{7t, 2t~*2+3 t+5}, {t, -5, 5}]

Out[E18}=

100% -

Primjer 1.102 Pomoéu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe ParametricPlot nacrtajte graf
zadane s

Tz =/t
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—t
y=-e "t
Je li dobiveni graf, graf funkcije? Ako jest napisite funkciju u obliku y = f(x) i odredite domenu

funkcije. Rjesenje. Ovo je graf funkcije definirane za pozitivne x, f(x) = e’

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj5zi]= ParametricPlot[{Sgrt[t], e* (-t}}, {t, O, 5}]

Out[s21}=
0.

Primjer 1.103 Pomocu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe ParametricPlot nacrtajte graf
funkcije zadane s

T = t\/f

y =te ",

Rjesenje. Owo je graf funkcije definirane za za pozitivne x, f(x) = z?/3e=a"*,
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infz20)= ParametricPlot[{t&Sgrt[t], tse”(-t)}}, {t, 0, 10}, AspectRatio - Full]

0z
Outf520}=

L
5 10 15 20 25 20
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1.8 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1.1 Neka su cijene tri proizvoda c1, co, c3. Ako je netko kupio 5 proizvoda cijene ¢y, 7
proizvoda cijene co, 3 proizvoda cijene cz, onda je funkcijom

f(er,ca,c3) = bey + Teg + 3cs

odreden ukupan iznos koji treba platiti za sve sto je kupljeno. U trgovini su odlucili organizirati akcijsku
prodaju sva tri artikla s tim da su odredili popust od p1% za proizvod cijene c1, popust od ps% za proizvod
cijene co i popust od p3% za proizvod cijene cs.

1. Odredite funkciju Sest varijabli koja modelira ukupan iznos koji treba platiti ako je kupac kupio 4
proizvoda cijene c1, 10 proizvoda cijene co i 5 proizvoda cijene cs.

2. Izracunagte ukupan iznos koji kupac treba platiti ako su kolicine iste kao u prethodnom podzadatku,
cijene, redom, 10, 4 i 5, a popusti 10%, 20% i 10%.

3. Izracunajte ukupan iznos koji kupac treba platiti ako je kupio samo 50 komada proizvoda cijene ¢y
uz 5% popusta i cijenu c; = 15.

Rjesenje.
rd zadaci_poglavlje_L.nb - Wolfram Mathematica 104
l.. File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
infi}= flel ; c2 , c3 ,pl , p2 , P53 1=4%x(1-pl)+cl+10x(1-p2)+c2+5+x(1l-p3)zxc3 ]_ :l
OoufiF 4cl1 (1-pl} +10c2 {(1-p2) + 5c3 (1 -p3) H_ =
=~ £[10, 4, 5, 0.1, 0.2, 0.1] 1L
2= 90.5 i ]
|
4= £[15, 0, 0, 0.15, 0, 0] 11
4= 51. 11k
100% =~ I

Zadatak 1.2 Neka su cijene tri proizvoda ci, co, c3, a koli¢ine kupljenih proizvoda ki, ko i ks. U
trgovini su odlucili organizirati akcijsku prodaju sva tri artikla s tim da su odredili popust od p1% za
proizvod cijene c1, popust od p2% za proizvod cijene co i popust od p3% za proizvod cijene cs.

1. Odredite funkciju devet varijabli koja modelira ukupan iznos koji kupac treba platiti.

2. Izracunajte ukupan iznos koji kupac treba platiti ako su kolicine redom 4, 5 ¢ 8, cijene, redom, 10,
415, a popusti 10%, 20% 1 10%.

3. Odredite funkciju devet varijabli koja modelira ukupan iznos koji treba platiti ako je kupac odlucio
kupiti samo proizvod cijene cs.

4. Jedna druga trgovina takoder organizira akciju, ali s popustima, redom, 8%, 25% i 8%. Uspo-
redbom s podzadatkom (2), izracunagte u kojoj se trgovini isplati obaviti kupovinu ako su kolicine
redom 4, 5 1 8, a cijene, redom, 10, 4 i 52 Kupac cijelu kupovinu obavlja u istoj trgovini.

Rjesenje.
1. f(z) =In’z
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ns= el ., 62 .3 ,.pl .. p2 , D3 KL, K2 , K3 ]=
(1-plysclskls+ (1-p2)+c22k2+ (1-p3)+c3+k3
ouE= clkl (1-pl) cc2 k2 (1-p2) +c3 k3 (1-p3) i
injp= £[10, 4, 5, 0.1, 0.2, 0.1, 4, 5, 8] ]H
Outlgl= B8, i
| wm= £[10, 4, 5, 0.08, 0.25, 0.08, 4, 5, 8] i
outlT= 88.6 il -

2. Vrijednosti funkcije

3. f(z) =’z
4. Isplati se kupovinu obaviti u prvoj trgovini jer je cijena niza.

Zadatak 1.3 Izracunajte u kojoj tocki se presjecaju pravci koji su grafovi funkcija f(x) = 2 i g(x) =
4o — 14.

Nacrtajte pravee pomocu Wolframove Mathematice i provjerite odgovara li njihov presjek tocki koja
je dobivena racunom.
Rjesenje.

¥ TR e ek 125
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inzp= Solve[2 =4 x-14]

Qut[El= {iX =41}

ing= Plot[{2, 4 x-14}, {x, -5, 8}]

Pravci se sijeku u tocki (4,2).

Zadatak 1.4 Izracunajte u kojoj tocki se presjecaju pravci koji su grafovi funkcija f(x) = 4 +5 i
g(x) = 4a — 1. Nacrtagte pravee pomoéu Wolframove Mathematice i provjerite odgovara li njihov presjek
tocki koja je dobivena racunom.

Rjesenje.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[i0]= Solve[dx+5 =4x-1] ]- -
ouffioE {1 i]
infiz= Plot[{4x+5, 4x-1}, {x, -5, 511 il
Out{12]= L
_aa[
100% -

Pravei su paralelni, pa njihovo presjeciste ne postoji. Gornja jednadzba 4x + 5 = 4 — 1 nema
rjesenja.
Zadatak 1.5 Izracunagjte u kojoj tocki graf funkcije f(x) = —2x + 4 presjeca pravac x = 8. Nacrtajte
pravee pomocu Wolframove Mathematice i provjerite odgovara li njihov presjek tocki koja je dobivena
Tacunom.
Rjesenje.

Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injzep= E[x ] :=-2 x4+ 4 ]
in[23)= £[81 ]
Outfigf= -12 3
Inj#¢1}= Plot[ {100 Sign[x-8]1, -2 x+ 4}, {x, -15, 20}, ExclusionsStyle +» Red,
PlotRange —+ {-20, 20}]
" 20 - =
h Y
™
\.
\,
, 10
\\
Out[41}= L T I L I I
—15 _10 -5 10 15 20 F
-1} 3
o
_oolL A A
100% =«
Pravci se sijeku u tocki (8, —12).
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Zadatak 1.6 Izracunajte u kojoj tocki graf funkcije f(x) = —5 presjeca pravac x = —4. Nacrtajte
pravce pomocu Wolframove Mathematice i provjerite odgovara li njihov presjek tocki koja je dobivena
TacuUnOMm.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj47;= Plot[{100 Sign[x+ 4], -5}, {x, -10, 10}, ExclusionsStyle - Red,
PlotRange » {-20, 20}]

20

Out[43}= L M P PO LAY N DR N TR L
—10 ] 5 10

|
a
T

-

100% ~
Pravci se sijeku u tocki (—4,—5).

Zadatak 1.7 Nacrtajte graf funkcije f: R — R zadane s

T zar < —2
f(m)—{ r+5 zax> -2

Rjesenge.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window

inj48}= Plot[Piecewise[{{x"2, x < -2}, {x+5, x= -2}}1,

Out[48}=

Zadatak 1.8 Upravni odbor jedne kompanije organizira sastanak. Situacija sa sastanka je prikazana
na sljedecoyj slici:
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Je li funkcija koja clanove Upravnog odbora pridruzuje stolicama bijekcija? Argumentirajte.
Rjesenje.

Funkcija je bijekcija jer je injekcija i surjekcija. Razlicitim osobama pridruzuje razlicite stolice, pa
je injekeija. Sve stolice su zauzete, pa je surjekcija. Odgovor na pitanje Koliko élanova Upravnog odbora
je na sastanku?je Svi su na sastanku; a do njega dolazimo i bez prebrojavanja. Jednostavno vidimo jer
su sve stolice zauzete.

Zadatak 1.9 Kretanje (rast, pad) CROBEX-a na Zagrebackoj burzi na dan 29.8.2016. prikazano je na
slici.

1810 ¥ , . E . g

v

1506 -

1808 —p

1502

1501

00 11700 12700 13200 14700 1500 16:00
Slika 1.4: Slika je objavljena uz dopustenje Zagrebacke burze d.d.

1. Komentirajte kretanje indeksa CROBEX od 10 — 11 h.

2. Komentirajte kretanje indeksa CROBEX od 12 — 13 h.

3. U kojem je periodu CROBEX najstrmije padao?
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4. U kojem je periodu CROBEX najstrmije rastao?
Rjesenje.

1. Oko 10h CROBEX je naglo narastao, pa je jedno vrijeme bio konstantan, pa je opet malo porastao

1 onda lagano padao, pa naglo pao, bio konstantan i opet naglo pao na razinu ispod one na kojoj
je bio u 10h.

2. 0Od 12 — 13h je uglavnom bio konstantan.
3. Oko 10.30h, oko 11h, malo prije 12h, oko 15.30h i oko 15.40h.

4. Malo prije 10h, oko 10h, oko 11h, malo prije 12h, oko 14.30h, malo prije 15h i neposredno prije
16h.

Zadatak 1.10 Troskovi proizvodnje jednog poduzeéa zadani su modelom C(Q) = Q* gdje je Q koli¢ina
proizvodnje, a C(Q) ukupni troskovi.

1. Izracunajte ukupne troskove na razini proizvodnje Q@ = 10.
2. Graficki prikazite funkciju troskova i komentirajte njezin rast i pad.
3. Izvedite model koji opisuje kretanje proizvodnje u ovisnosti o ukupnim troskovima.

4. Graficki prikaZite proizvodnju kao funkciju ukupnih troskova i komentirajte njezin rast @ pad.
Rjesenge.

1. Vrijednost funkcije

File Edit Insett Fermat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
msop= £[3c ] 1= x*3

]
Infsip= £[10] ]}

outsi= 1000 i

Plot[x~3, {x, -10, 10}]

2. Graf funkcije
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Injs4}= Plot[x*3, {x, 0, 10}] il

1000 |
800 -
200 -

Out[s4}=

200

[}
£
o
=)
=

1 -
100%

Funkcija raste s rastuéim prinosima (sve brZe i brze).

3. Inverz funkcije

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injss)= Solve[x*3 =¥, x]

oumssE { {2 v, [z -(-1)Y2 ¢, [xo (—1)22 Y

100% «

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes

Plot[y*(1/3), {v, O, 1000}]

Funkcija raste s opadajuéim prinosima (sve sporije i sporije).

Zadatak 1.11 Izracunajte inverznu funkciju za funkcije:
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1. f(z)=ev®
2. f(z) =5
3. f(z) =’z

4. f(z) =In (2 —4).
Rjesenge.
1. Inverzna funkcija je f(x) = In’x
2. Inverzna funkcija je f(x) = \/@
3. Inverzna funkcija je f(x) = eV®
4. Inverzna funkcija je f(z) = e* +4

Zadatak 1.12 (Cijena odredenog proizvoda ovisi o kolicini potraznje za tim proizvodom u skladu s mo-
delom p(Q) = /100 — Q?, a kretanje kolic¢ine potraZnje za tim proizvodom kroz vrijeme modelirano je
funkcijom Q(t) = V/t.

1. Za koje kolic¢ine potraznje model cijene ima ekonomskog smisla?

2. Prikazite cijenu kao funkciju vremena.

3. Za koji vremenski interval model cijene ima ekonomskog smisla?

Rjesenje.
1. Q €[0,10]
2. p(t) = VIO —
3. t €10,100]

Zadatak 1.13 Ivan je ulozio u banku iznos od 1000 kn uz godisnje kamate od 2%.

1. Ivedite rekurzivnu jednadzbu xn+1 = f(xy) koja opisuje kretanje glavnice kroz godine, pri éemu
je x glavnica, a n broj godina.

2. Pomocéu Wolframove Mathematice izracunagjte vrijednosti xs, x19 i Z12.
Rjesenje.
1. Jednadzba je xy 1 = 1.02z,, o = 1000

2. Vrijednosti
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

RSolveValue[{x[n+1] ==1.02+x[n], x[0] == 1000}, x[5], n]

1104.08

= RSeolveValue[{x[n+1] ==1.02xx[n], x[0] == 1000}, x[10], n]

1218.99

In[72;= RSolveValue[{x[n+1] ==1.02+x[n], x[0] == 1000}, x[12], n]

ou[ri= 1268.24

Zadatak 1.14 Pocetne zalihe poduzeca su bile 24, te godisnje rastu za 10 jedinica.

1. Izvedite rekurzivnu jednadzbu x,11 = f(xy) koja opisuje kretanje zaliha kroz godine, pri cemu je
x kolicina zaliha, a n broj godina.

2. Pomocu Wolframove Mathematice izracunajte vrijednosti xo, x4 i T5.
Rjesenje.
1. Jednadzba je x4 = x, + 10, zg = 24

2. Vrijednosti

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[74;= RSolveValue[{x[n+ 1] ==x[n] + 10, x[0] =24}, x[2], n]

outlT4= 44

Inf7el= RSolveValune[{x[n+1] =x[n] + 10, x[0] = 24}, x[4], n]

OutlTEl 64

Infre;= RSolveValue[{x[n+ 1] =x[n] + 10, x[0] =24}, x[5], n]

Cut[Té}= T4

Zadatak 1.15 Pocetna dobit poduzeéa je bila 10 milijuna, te godisnje raste 8%.

1. Izvedite rekurzivnu jednadzbu x,11 = f(x,) koja opisuje kretanje dobiti kroz godine, pri cemu je
x dobit, a n broj godina.

2. Pomocu Wolframove Mathematice izracunajte vrijednosti x4, x¢ i 7.
Rjesenje.

1. Jednadzba je xp41 = 1.08z,, v¢o = 10
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. Vrigednosti

In[77}= RSolveValue[{x[n+1] ==1.08+x[n], x[0] ==10}, x[4], n]

In[75)= RSolveValue[{x[n+1] ==1.08+x[n], x[0] ==10}, x[7], n]

outTel= 17.1382

Zadatak 1.16 Odredite domenu funkcije:

1. f(z) = ;521-1-1

2. flz) =%

3. flx) =vVaz*r+2

4 f(2) = =5

5. fle) =3
Rjesenge.

1. R

2. R

2. R

4- (=00, =2) U (2, +00)

5. (0,400) \ {1}

ouiTE 13,6049 il
In781= RSolveValue[{x[n+1] ==1.08+x[n], x[0] == 10}, x[6], n] 1]
Ouffg}= 15.8687 il
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Poglavlje 2

Matematicko modeliranje pomocu
linearne, kvadratne, eksponencijalne
i logaritamske funkcije

090

ifl

2.1 DModeliranje linearnom i po dijelovima linearnom funkci-
jom

Primjer 2.1 Tuaksi sluzba naplacuje 1 a zatim svaki kilometar 5 kuna.
SO W S |
| A | i

1. Odredite jednadzbu taksi usluge i imenujte je.
2. Nacrtajte graf usluge prijevoza putnika i komentirajte graf.

3. Interpretirajte koeficijent uz varijablu koja predstavlja broj kilometara u modelu podzadatka (1).

87
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4. Ispisite tablicu svih mogudcih troskova ako je maksimalan broj kilometara koji taksist moZe proci
jednak N = 50. Pocnite s N = 1, pa nastavite s N =5, N = 10 i tako dalje s razlikom 5 do
N = 50. Komentirajte porast ukupnog troska.

5. Napisite domenu i sliku funkcije koja opisuje cijenu taksi usluge.

Rjesenje.
1. Jednadzba taksi usluge je f(x) = 5x + 15, pri éemu je x broj prijedenih kilometara.
2. Graf je pravac.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evalustion Palettes Window Help

Inf101p= Plot[5 x4+ 15, {x, -5, 50}, Axeslabel » {x[km], f[kn]}] ]_

Flen)
250
200

Out101}=

L N LN i o L k)
10 20 20 40 a i

theme... labels... axes~ imagesize ~ more.. @ =1 = B v

3. Koeficigent uz varijablu x je 5. Graf ove funkcije je pravac, pa je 5 koeficijent smjera pravca.
Buduéi da je on pozitivan, funkcija raste. Takoder, ako se broj kilometara poveca za 1, ukupan
trosak ce se povecati za 5.

4. Tablica troskova

Broj kilometara Ukupan trosak
1 20
5 40
10 65
15 90
20 115
25 140
30 165
35 190
40 215
45 240
50 265

5. Domena je D = [1,50].
Slika funkcije je R = [20,265].

Primjer 2.2 Po cijeni od 200 kuna po kutiji banana, w ponudi je 100000 kutija, a potraznja je 70000
kutija. Po cijeni od 160 kuna po kutiji banana, u ponudi je 80000 kutija, a potraznja je 120000 kutija.
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1. Odredite jednadzbu cijene i ponude u obliku p = mx+0b, gdje je p cijena u kunama i x odgovarajuca
ponuda u kolicini 1000 kutija.

2. Odredite jednadzbu cijene i potraznje u obliku p = mx + b, gdje je p cijena u kunama i © odgova-
rajuca potraznja u koli¢ini 1000 kutija.

3. Nacrtajte grafove cijena-ponuda i cijena-potraznja u istom koordinatnom sustavu i nadite tocku
sjecista pravaca.

4. Sto predstavlja tocka sjecista pravaca?
Rjesenge.

1. Tocka (x,p) nalazi se na jednadzbi pravca ponude, to su tocke (100,200) 7 (80,160). Najprije

éemo naci koeficijent smjera pravca.
— 200=160 _
m= To0—s0 = 2

p—p1=m(r—2x)

p—200 =2 (z — 100)
p — 200 = 2z — 200

p=2x

2. Tocka (z,p) nalazi se na jednadzbi pravea potraznje, to su tocke (70,200) 7 (120,160). Prvo éemo

naci koeficijent smjera pravca.
_ 200-160 _ _'g
= 70—120 :

p—p1=m(r—2x1)
p—200 =—0.8(z — 70)
p — 200 = —0.8x + 56
p = —0.82 4+ 256

3. x=91.43, p = 182.86

4. Sjeciste pravaca nam daje cijenu pri kojoj su ponuda i potraznja jednake.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infio4)= Plot[{2x, -0.8x+ 256}, {x, 0, 400}, AxeslLabel » {x, f[kn]}, PlotLegends - "Expressions"] ]_

Flen)

— 2x

Out{104}=
— -0.8x+256

100% -

Primjer 2.3 Prikazana je jednadzba linearnog regresijskog modela visine drveta jele h = 4.7d + 14.47
gdje je d promjer debla u centimetrima, a h je visina stabla u metrima.

1. Odredite koeficijent smjera pravca, odredite Sto se dogodi ako nastane porast za 1 cm u promjeru
te nacrtajte graf.

2. Odredite visinu jele ako je promjer 8 cm.
3. Odredite promgjer jele koja je visoka 30 metara.
Rjesenje.

1. Koeficijent pravca iznosi 4.7, a visina jele se poveca za 4.7 metara ako se promjer povecéa za 1 cm.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
int= Plot[4.7d +14.47, {d, -5, 30}, AxesLabel » {d[cm], h[m]}] 71

h{m)

180 |

100

outf1fE

100% =~

2. h=4.7-8+414.47 =52.07 m

3. 30 =4.7d + 14.47
d=3.3cm

Primjer 2.4 Privatna turtka radi izvjeStaj za mgesecni trosak prirodnog plina za pojedine kupce. Za

pruih 10 m? cijena iznosi 4 kune po kubiku, za sliedeéih 20 m® cijena iznosi 3.5 kune po m3, a iznad 30

m? cijena iznosi 3 kune po m3.
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1. Odredite funkciju troska plina.

2. Nacrtajte graf funkcije.

Rjesenje.
1. Neka je x broj m> plina, onda je trosak:
4z 0<z<10
T(x)=< 40+3.5(x—10) 10< a2 <30

110 + 3 (= — 30) x> 30
2. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
inz7}= Show[{Plot[4x, {x, 0, 10}, Plotlabels »4x], 7 &
Plot[40+ 3.5 (x-10), {x, 10, 30}, PlotLabels 540+ 3.5 (x-10), PlotStyle »Red],
Plot[110+ 3 (x-30), {x, 30, 50}, PlotLabels - Placed[110+ 3 (x- 30), Above],
PlotStyle » Gray]}, Axeslabel - {x[m*3], "T"[kn]} , PlotRange -» All]
Tlkn)
3(x-30)+110
150 |
<~ 3.5(x—-10)+40
100 |
Out]2T}=
so|
—4x
\ . . \ =)
10 20 20 40 50 '/
labels... axes * imagesize ~ background ¥ more.. (2 = = o
— w
100% =«

Primjer 2.5 Sportas Zeli povecéati dnevni unos vitamina C' i kalcija stoga ée u prehrani poveéati unos
limuna i mlijeka. Jedan decilitar cijedenog limuna sadrzi 83 miligrama vitamina C i 7 miligrama kalcija.
Jedan decilitar mlijeka sadrzi 74 miligrama vitamina C 1 49 miligrama kalcija.

1. Izracunagte koliko ocijedenog limuna i koliko decilitara mlijeka bi sportas trebao dnevno piti da
organizmu osigura toéno 1400 miligrama vitamina C i 700 miligrama kalcija?

2. Nacrtajte graf dobivenih jednadZzbi.
Rjesenge.

1. Oznacimo s x broj decilitara soka od limuna, a sy broj decilitara mlijeka.
Tx +49y =700/ : 7
83x + 74y = 1400

x4+ 7Ty = 100
83z 4 T4y = 1400

z =100 — Ty
83 (100 — Ty) 4 74y = 1400
8300 — 581y + 74y = 1400
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507y = 6900
y=13.61 dl
r=4.73 dl

2. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
_—
inEEl= Plot[{ (700 -7 x) /49, (1400-83x)/74}, {x, 0, 10}, Axeslabel -+ {x[mg], y[mgl},
PlotLegends —» "Expressions"]
y¥img)
P
18
\\\
181 .
1
s 14* wi=tn
OutEg}=
— 1 (1400-83x)
12 . T4
S
10 Be
] \
L L x{mg)
2 4 6 8 10
o = | = n Y
100% «~ .

Primjer 2.6 Pacijent dnevno mora dobiti nagmanje 74 jedinice lijeka A i 123 jedinice lijeka B. Gram
supstance C sadrzi 20 jedinica lijeka A i 9 jedinica lijeka B, a gram supstance D sadrzi 4 jedinice lijeka
A i 11 jedinica lijeka B.

1. Izrac¢unajte koliko se grama supstanci C i D mozZe pomijesati kako bi mjesavina sadriavala mi-
nimalne dnevne doze obaju lijekova. Ako se prekoraci doza lijeka, neée biti opasnosti za zdravlje
pacijenta.

2. Graficki rijesite dobiveni sustav nejednadzbi pomocu racunala i komentirajte rezultat.

Rjesenge.

1. Neka je x kolicina supstance C u gramima, a neka je y koli¢ina supstance D u gramima. Onda je
20z + 4y > 74
9z + 11y > 123
z,y >0

2. Rjesenje je presjek dviju poluravnina. Svaka tocka (x,y) iz tog presjeka odreduje kolicine supstanci
C 1 D koje su dovoljne.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

-
Inj1}= RegionPlot[{20x+4 vy > 74, Sx+11 v 2123}, {x, 0, 20}, {v, 0, 25},
PlotLegends -+ "Expressions"]

25

O 20x+4y=74
O 9x+11y=123

c =] = < I

100% =«

Primjer 2.7 Ivan slavi rodendan. U tu je svrhu unajmio prostor jednog kafica. Cijena najma je 800
kn za prostor i jos 40 kn po gostu.

1. Koliko ¢ée Ivan platiti najam ukoliko pozove na proslavu 15 osoba?

2. Kafi¢ inace iznajmljuje svoj prostor za proslave rodendana, te odreduje cijenu najma na isti nacin.
Tzvedite model za odredivanje cijene najma za bilo koji broj osoba.

3. Definirajte fiksni i varijabilni trosak.
4. Matematicki interpretirajte koeficijent uz varijablu koja predstavlja broj osoba u modelu iz (2).
5. Ekonomski interpretirajte koeficijent uz varijablu koja predstavlja broj osoba u modelu iz (2).

6. Ispisite tablicu svih moguéih troskova ako je maksimalan broj osoba koji stane u kafi¢ jednak 20,
pocevsi od broja osoba jednakog 1. Komentirajte poraste ukupnog troska.

7. Za (6) napisite domenu i sliku funkcije.
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Rjesenje.

1. Ivan ce platiti 800 kn za prostor i 40 kn po jednoj osobi. Buduéi da je broj osoba jednak 15, ukupan
trosak je 800 + 40 - 15 = 800 + 600 = 1400 kn.

2. Neka je x broj osoba. Tada je ukupan trosak najma jednak C(z) = 800 + 40 - x.

3. Funkcija ukupnog troska je C(x) = 800 + 40 - x. Fiksni trosak je trosak koji postoji i kad nema
gostiju. Dakle, fiksni trosak je C(0) = 800 + 40 - 0 = 800. Varijabilni trosak je ukupan trosak
umanjen za fiksni trogak. Dakle, varijabilan trosak je VC(x) = C(x) — C(0) = 800+40-x — 800 =
40z.

4. Model iz (2) je C(x) = 800 + 40 - x. Koeficijent uz varijablu x je 40. Graf ove funkcije je pravac,
pa je 40 koeficijent smjera pravca. Buduéi da je on pozitivan, funkcija raste. Takoder, ukoliko
se broj osoba poveca za 1, ukupan trosak ce se povecati za 40. Napomena: x je broj osoba, pa je
zapravo graf funkcije skup uredenih parova (x,C(x)). Na slici to izgleda ovako:

Ukupantrosak
1800
1600
+*
1400 " 0’.
*®7
1200 +2*
P
1000 “;0"
800 % > 4 Ukupan trogak
600
400
200
a T T T T 1
0 5 10 15 20 5

Radi pojednostavljenja, graf mozZemo nacrtati i na nacin kako je to prikazano na sljedecoj slici
imajuci na umu da je x prirodan broj jer ta varijabla predstavija broj osoba.

- — - =
[ I% Primjer.nb - Wolfram Mathematica 104 | = | 5] 23 |

File Edit Insert Formmat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

»

1 Plot[800 + 40 x, {x, O, 25}] 7

1800 [
1800 |- |

|
1400 | |
| 1200 !

1000

15 20 25

100% ~

= = W S
E

n

=]

5. Ekonomski, to je granicni trosak (promjena ukupnog troska uslijed promjene varijable za 1 jedi-
nicu).
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6. Tablica troskova

Broj osoba Ukupan trosak
1 840
2 880
3 920
4 960
5 1000
6 1040
7 1080
8 1120
9 1160
10 1200
11 1240
12 1280
13 1320
14 1360
15 1400
16 1440
17 1480
18 1520
19 1560
20 1600

Primijetimo da je porast troska svaki put 40, a to smo veé komentirali pod (4) i (5).

7. Domena je D ={1,2,3,...,19,20}.
Slika je K = {840, 880, 920, ..., 1560, 1600}

Primjer 2.8 Kino dvorana ima 200 mjesta.

1. Ukoliko je predstava besplatna, popunjena je cijela dvorana. Ukoliko je cijena ulaznice 20 kuna,
popunjenost dvorane je 50%. Izvedite linearni model za odredivanje broja prodanih ulaznica u
ovisnosti o cijeni.

2. Matematicki interpretirajte koeficijent uz varijablu koja predstavlja broj prodanih ulaznica v modelu
iz (1).
3. Ekonomski interpretirajte koeficijent uz varijablu koja predstavilja broj prodanih ulaznica v modelu

iz (1).

4. Kolika mora biti cijena da bi se prodalo 150 ulaznica u skladu s modelom iz (1)?
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Rjesenje.

1. Linearni model ima opéi oblik N(p) = a + b - p gdje je p cijena jedne ulaznice, a N(p) broj
prodanih ulaznica (broj posjetitelja). Trebamo odrediti parametre a i b. Ukoliko je predstava
besplatna, popunjena je cijela dvorana. To znaci da je cijena jednaka 0, a onda je broj posjetitelja
jednak N(0) = 200. Slijedi da je N(0) =a+b-0=a = 200. Nadalje, ako je cijena 20 onda je
popunjenost 50% mangja, tj., popunjenost je jednaka 200 — % -200 = 200 — 100 = 100. Slijedi da
je N(20) =a+b-20 =200+ 20b = 100. Iz druge jednadzbe slijedi da je 20b = —100, tj., b = —5.

Dakle, linearni model je N(p) =200 —5 - p.

2. Graf funkcije N(p) = 200—5-p je pravac, pa je —5 koeficijent smjera. Znaci, ako se cijena poveia
za 1, popungjenost ée se smanjiti za 5. Napomena: graf funkcije je pravac, ali moramo imati na
umu da je N(p) broj osoba, dakle prirodan broj.

3. Koeficijent smjera mozZemo ekonomski interpretirati kao osjetljivost popunjenosti na promgjenu
cijene.

4. Zelimo da je N(p) = 150. Matematicki, moramo rijesiti linearnu jednadzbu 200 — 5 - p = 150.
Slijedi da je 5 - p = 50, tj., p = 10.

Primjer 2.9 Poduzeée MXY proizvodi i prodaje jedan model tenisica ¢ija je prodajna cijena 300 kuna
po jednom paru. Da bi se tenisice proizvele, poduzece ima i trosak proizvodnje koji je dan modelom
C'(x) = 10000 + 60z, gdje je x koli¢ina pari tenisica, a C(x) ukupan trosak za tu kolicinu proizvodnje.

1. Modelirajte ukupan prihod poduzeca kao linearnu funkciju koli¢ine.
2. Modeliragte dobit poduzecéa kao linearnu funkciju kolicine.

3. Izracunagte tocku pokrica. Tocka pokrica je kolicina proizvodnje uz koju je prihod jednak ukupnim
troskovima, tj. kolic¢ina proizvodnje uz koju je dobit jednaka nuli.

4. Graficki prikaZite funkciju dobiti, te interpretirajte koeficijent smjera pravca.
Rjesenje.

1. Ukupan prihod je umnoZak jedinicne cijene i broja prodanih pari tenisica. Dakle, uz pretpostavku
da poduzele proda sve $to je proizvelo, ukupan prihod je modeliran linearnom funkcijom R(z) =
300z, gdje je x broj prodanih pari, a R(z) ukupan prihod.

2. Dobit je jednaka razlici ukupnog prihoda i ukupnog troska. U naSem je slucaju to jednako P(x) =
R(x) — C(x) = 300z — 10000 — 602 = 2402 — 10000, tj., P(x) = 240z — 10000.

3. Da bismo izracunali tocku pokrica, racunamo x za koji je R(x) = C(zx) ili P(x) = 0. Slijedi da je
240z — 10000 =0
240z = 10000

x = 10900 = 41.67
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4 Primjer.nb

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[240x - 10000 == 0]

1254

A==

{{ix—>41.66671}

| S R I | —_ s 4
™

Buduéi da je x prirodan broj (broj pari tenisica), zakljuéujemo da je tocka pokriéa 42 para tenisica.
Dakle, da bi poduzece bilo profitabilno, mora proizvoditi 42 ili vise pari tenisica. Ukoliko proizvodi
41 par i manje, poduzeée nece ostvarivati dobit, tj., dobit ée biti negativna (ukupan prihod ée biti
mangi od ukupnog troska).

4. Graf funkcije

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[240 x- 10000, {x, O, 80}] 5 E

10000

5000 -

'
80 20

—-5000

-10000

97 B
100% = |

Primijetimo da presjek pravca s osi apscisa zapravo odreduje tocku pokrica. Koeficijent smjera
pravea je 240 Sto znaci da dobit raste. Takoder, svako poveéanje proizvodnje od jednog para tenisica
donosi poduzeéu dodatnu dobit od 240 kuna. Napomenimo da je dobit jedna od rijetkih ekonomskih

varygabli koja moZe biti negativna. Naravno, to nmije poZeljno jer to znaci da poduzece posluje s
gubitkom.

Primjer 2.10 Poduzeée treba donijeti odluku o lokaciji gradnje tvornice. Godisnji fiksni troskovi
(najam, porezi, osiguranje, oprema i sl.) i varijabilni troskovi (troskovi rada, materijala, transporta)
razlikuju se po jedinici proizvoda ovisno o lokaciji, te su dani u sljedeéoj tablici:

Lokacija | Fiksni troskovi (kn) Varijabilni troskovi (tisuca kn)
A 300 124

B 600 76

C 1000 48

D 1200 60
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1. Modelirajte ukupne troskove poduzeca u ovisnosti o kolicini proizvodnje za svaku lokaciju posebno
koristeci linearne funkcije.

2. Na istoj slici, graficki prikaZite sve funkcije ukupnih troskova u ovisnosti o koli¢ini proizvodnje.
3. Iz slike pod (2) zakljucite koja lokacija ne dolazi u obzir za gradnju tvornice, te argumentirajte.
4. Analizirajte koju ce lokaciju poduzece izabrati u ovisnosti o kolic¢ini proizvodnje.

Rjesenje.

1. Neka je x koli¢ina proizvodnje. Troskovi po lokacijama su redom:
A(z) = 300000 + 124x
B(x) = 600000 + 76z
C(x) = 1000000 + 48z
D(z) = 1200000 + 60x

2. Graf funkcije

-

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{300000+ 124 x, 600000+ 76 x, 1000000 + 48 x, 1200000 + 60 x},
{x, 0, 30000}, PlotLegends -» "Expressions"]

ax 108
ax10ff
— 300000 + 124 x
t 600000 +76x
2x 10701 : —— 1000000 +48 x
e o — 1200000 + 60 x
& e e
1% 10° p—" el
E-IJ’ZJ:J TGO‘US WEC‘!IJI] 20:;‘30 25530 2.0503

3. Poduzecu je u interesu minimizirati troskove. Dakle, za odredene koli¢ine proizvodnje, poduzece ée
izabrati lokaciju za koju je graf troskova najniZe pozicioniran. Iz slike uwocavamo da graf funkcije
D(z) = 1200000 + 60z nikad nece biti najnize pozicioniran, pa zakljucéujemo da ta lokacija nece
biti izabrana ni za koju kolicinu proizvodngje.
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4. 1z slike je vidljivo da ée za kolicine od 0 do odredene vrijednosti poduzece izabrati lokaciju A. Nakon
toga, izabrat ée lokaciju B i nakon odredene kolicine, lokaciju C. Trebamo izracunati koli¢ine
proizvodnja u kojima dolazi do promjene lokacije. Prebacivangje s lokacije A na lokaciju B dogodit
ce se za kolicine nakon $to troskovi lokacija A i B postanu jednaki. Matematicki, rjesavamo
jednadzbu:

A(z) = B(x)

300000 + 1242 = 600000 + 76x

48z = 300000

x = 6250

Dakle, ukoliko poduzece planira proizvoditi kolicine iz intervala (0, 6250] izabrat ée lokaciju A.
Za kolicine iznad 6250 izabrat cée lokaciju B, ali samo do planirane kolicine za koju ée troskovi
lokacija B i C postati jednaki. Matematicks,

B(z) = C(x)

600000 + 762 = 1000000 + 48z

28z = 400000

x = 14285.71

Dakle, ukoliko poduzeée planira proizvoditi kolicine iz intervala (6250, 14285.71] izabrat ée lokaciju
B. Za kolic¢ine iznad 14285.71 izabrat ée lokaciju C. Napomena: Treba imati na umu da se u praksi
te vrijednosti uzimaju aproksimativno.

Dakle, prilikom donosenja odluke o lokaciji, poduzece moze zakljuciti da ée npr. za kolic¢inu 6000
ipak izabrati lokaciju B jer planira nakon odredenog vremena povecavati proizvodnju i na taj nacin
uéi u interval iznad 6250.

Primjer 2.11 Banka u svojoj ponudi nudi razne varijante ukamacivanja. Za iznose do 50000 kn nudi
godisnju kamatu od 2%. Za iznose od 50000 do 200000 nudi 2.2% godisnje kamate na cijeli uloZeni
iznos i za iznose iznad 200000, 2.5% god

L

1. Modelirajte glavnicu nakon godinu dana u ovisnosti o uloZenoj svoti po dijelovima linearnom funk-
crjom.
2. Nacrtajte graf funkcije.
Rjesenge.
1. Opéenito, ukoliko banka nudi p% godisnjih kamata, glavnica na kraju godine je V(x) = x+ 1’5¥0x =
(1 + %) -x, gdje je x uloZeni iznos. Dakle, uz 2% godisnjih kamata, glavnica na kraju godine je
1.02z, uz 2.2% godisnjih kamata, glavnica na kraju godine je 1.022z, te uz 2.5% godisnjih kamata,

glavnica na kraju godine je 1.025x. Po dijelovima linearna funkcija kojom se modelira vrijednost
glavnice na kraju godine je:

1.02z, 0 <z < 50000
V(z) ={ 1.022z, 50000 < = < 200000
1.025z, 200000 < =
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2. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

-
ListPlot[{Table[{n, 1.02n}, {n, 50000}], Table[{n, 1.022n}, {n, 50000, 200000}],
Table[{n, 1.025n}, {n, 200000, 500000}]}, Joined - {True, Troe, True}, I

PlotRange -+ All] ll
500000 [
4p0000 [
300000 [
200000 F

o
100000 | 4
\ \ \ \ .
100000 200000 300000 400000 500000 =

100%

Napomena: zbog malih promgjena u kamatnim stopama u odnosu na iznose uplata, skokovi se ne
vide dobro na slici. Kad bismo npr., crtali funkciju

z,  0<az < 50000

V(z)={ 5z, 50000 < 2 < 200000
10z, 200000 < =

graf bi bio sljedeéi (uocite skokove funkcije):

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ListPlot[{Table[{n, n}, {n, 50000}], Table[{n, 5n}, {n, 50000, 200000}],
Table[{n, 10 n}, {n, 200000, 500000}]}, Joined » {Troe, True, True},
PlotRange » All]

s=10f | "
c:-c]:]E-
3= 10% |

%108 |

1=10% [ /,f""i

—

L L L L L L
100000 200000 200000 400000 500000

100% ~ |

Primjer 2.12 U modelu trZista s jednim proizvodom koli¢ina ponude iznosi S(p) = —100 + 2p, a
kolic¢ina potraznje D(p) = 300 — 2p, pri demu je p jediniéna cijena tog proizvoda.
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BN

7

Za koje cijene ovaj model trzista ima ekonomskog smisla?
Komentirajte monotonost funkcija ponude i potraznje.
Odredite ravnoteznu cijenu i koli¢inu proizvoda.

U istom koordinatnom sustavu graficki prikaZite funkcije ponude i potraznje. Odredite ravnotezZnu
cijenu i koli¢inu na tom trzistu. (Napomena: pri grafickom prikazivanju funkcija pazite na interval
smislenih cijena.)

Definirajte funkciju zaliha kod proizvodaca. Zalihe se definiraju kao razlika ponude i potraznje.
Ekonomski komentirajte u ovisnosti o ravnoteznoj cijeni.

Rjesenje.

1.

Model ima ekonomskog smisla za cijene za koje je S(p) > 0 i D(p) > 0, s tim da moramo uzeti
u obzir i ¢injenicu da je cijena nenegativna, tj., p > 0. Matematicki, moramo rijesiti sustav
nejednadzbi:

—100+42p >0

300—-2p >0

p=0

Iz prve nejednadzbe sligedi da je 2p > 100, tj., p > 50. Buduéi da se kod prve nejednadzbe
radi o funkciji ponude, zakljucujemo da se proizvod neée nuditi po cijeni mangjoj od 50. Iz druge
nejednadzbe slijedi da je 300 > 2p, tj., p < 150. U drugoj nejednadzbi radi se o funkciji potraznje,
pa zakljuéujemo da je najveéa moguca cijena za koju su kupci spremni kupovati jednaka 150.
Presjek skupova p > 50, p < 150 i p > 0 je interval [50, 150].

% Primjer.nb _.__'.‘

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Reduce[-100+2p =z 0 && 300-2pz0&&p =0, p] :| |:|
50 =p =150 3
100% =
Funkcija ponude S(p) = —1004 2p raste s porastom cijene. Zakljuéujemo da ée s porastom cijene

kupci mange kupovati, pa cée proizvodac vise nuditi i na taj nacin stvarati svoje zalihe. Funkcija
potraznje D(p) = 300 — 2p pada s porastom cijene jer kupci manje kupugju.

Ravnotezna cijena i kolicina odreduju se iz uwvjeta ¢iséenja trzista. Dakle, iz wvjeta da je S(p) =
D(p). Slijedi da je ravnotezina cijena:
—100 4 2p = 300 — 2p



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM @ _

POGLAVLJE 2. MATEMATICKO MODELIRANJE POMOCU LINEARNE,
102 KVADRATNE, EKSPONENCIJALNE I LOGARITAMSKE FUNKCIJE

4p = 400

p =100

Ravnotezna koli¢ina je S(100) ili D(100). Neka je S(100) = —100 + 2 - 100 = 100. Dakle,
ravnotezna cijena je 100, a i ravnotezna koli¢ina je 100.

4. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{-100+2 p, 300-2 p}, {p, 530, 150}, Plotlegends -» "Expressions"] ]

— —-100+2p
— 300-2p

L . M .
&80 100 120 140
100% =

Uredeni par (100, 100) predstavlja ravnotezu.

5. Zalihe se definiraju kao razlika ponude i potraznje, lj., zalihe su jednake S(p) — D(p). U nasem je
sluc¢agu:
S(p) — D(p) = —100 + 2p — (300 — 2p) = 4p — 400
Kod ravnotezne cijene p = 100, zalihe su jednake 0. Ukoliko je cijena manja od svoje ravnotezne
vrijednosti, zalihe su negativne $to znaci da na trzistu postoji visak potraznje za proizvodom.
Ukoliko je cijena veca od svoje ravnotezne vrijednosti, zalihe su pozitivne sto znaci da proizvodac

ne moze prodati sve Sto proizvede.

Primjer 2.13 Ivan je krenuo automobilom prema Slavonskom Brodu brzinom 80 km/h. Nakon prijedenog
puta od 20 kilometara automobil je ostao bez benzina. Do benzinske stanice udaljene 2 kilometara
pjesacio je 30 minuta. Pretpostavimo da se cijelim putem gibao pravocrtno u smjeru x osi. Odredite:

1. owisnost prijedenog puta o vremenu x (t)
2. ukupno vrijeme gibanja
3. srednju brzinu gibanja.

Rjesenje.

1. Owisnost puta o vremenu:
1. Gibanje automobila:

X1 (t) = ’Ult
v1 =80 km/h
t = gy =025 h

2. Glibanje pjesaka:
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) (t) = ’Ugt

vy = 250 — 4 km/h

Za graficki prikaz pomak pjesaka je:
x9 (t) = 20 + vo (t — 0.25)

t(h) | 0.10 | 0.20 | 0.25 | 0.30 | 0.40 | 0.50 | 0.60

0.70

0.75

xz(t) | 8.0 16.0 | 20.0 | 20.2 | 20.6 | 21.0 | 214

21.8

22.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[i}= Show[Plot[ 80 t, {t, 0, 0.25}, Plotlabels + Placed["v;"
Plot[ 20+ 4 (t-0.25), {t, 0.25, 0.75},
PlotRange - All,

. Abovel]],
PlotlLabels » Placed["v;", Above]],
Axeslabel » {t[h], x[km]}]

)

2. Ukupno vrijeme gibanja je 0.75 sati.

3. Srednja brzina gibanja je omjer ukupnog puta i pripadnog vremena: vy = 22.Km

0.75 h

Primjer 2.14 Marin i Frane su krenuli biciklima na izlet. Luka ih nije htio cekati pa je krenuo nesto

ranije.

Graficki prikaz njihovog puta u ovisnosti o vremenu prikazan je na slici:

=29.3 km/h.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

{m)

200+

—— Frane
G L —— Marin
— Luka

L [s)
praidt

100% ~ .

Iz grafa odredite:
1. nacin gibanja svakog od djecaka
2. koji od njih vozi bicikl najvecom brzinom, a koji najmanjom
3. koliki je put presao Luka u trenutku kada su Marin i@ Frane tek krenuli
4. u kojem trenutku ce put koji su prosli Luka 1 Marin biti jednak.
Rjesenje.

1. iz grafa je vidljivo da je put linearno ovisan o vremenu pa se moze napisati kao: x(t) = vt, gibanje
je jednoliko, nagib pravca jednak je brzini gibanja v.

2. Iz nagiba pravca se vidi da Marin vozi najvecom brzinom, a Frane najmanjom.
3. Luka je presao 20 metara u trenutku kad su Marin i Frane tek krenuli.

4. Nakon 20 sekundi voznje Luka i Marin su prosli jednaki put od 100 metara.

Primjer 2.15 Otpor metalnog vodica mijenja se s temperaturom kao R(t) = Ro(1 + at), gdje je Ry
otpor na 0°C, « temperaturni koeficijent otpora, t je temperatura u 0°C.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
R(O) 3|~
200 s
2
180 o
out[1}=
100
B0+
L HC]
0 100 150 £el 11w
100% ~ .

Iz graficke ovisnosti R(t) za tri materijala 1, 2 i 3 odredite:
1. koji materijal ima najveéi temperaturni koeficijent otpora

2. otpor na 0°C za sva tri materijala
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3. temperaturni koeficijent otpora ako je otpor na 100°C: 139 Q (za materijal 1), 143 Q (za materijal
2) i 168 Q (za materijal 3)

4. potraZite na internetu o kojim se materijalima radi.
Rjesenje.
1. Nagib pravca je jednak Roo. Najveéi je nagib pravca za materijal 3 pa taj materijal ima najveci
temperaturni koeficijent otpora (Ry je jednak za sva tri materijala).

2. Iz grafa moZemo ocitati da je otpor na 0°C za sva tri materijala jednak 100 €.

3. Temperaturni koeficijent otpora moZemo izracunati iz relacije: o = %(R% —1).
Izracunate vrijednosti su: za materijal 1: o« = 0.0039/°C, za materijal 2: o = 0.0043/°C i za

materijal 3: o = 0.0068/°C.

4. Materijal 1 je platina, materijal 2 bakar i materijal 3 je nikal.

Primjer 2.16 Hokejska plocica kliZe po ledu w horizontalnom smjeru. Istovremeno prema plocici puse
jak vjetar.

Na slici je prikazana ovisnost brzine plocice o vremenu. Pretpostavimo da je u trenutku t = 0 sekundi
plocica na poloZaju x = 0 metara.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

100% «

Odredite:
1. nacin gibanja plocice
2. udaljenost plocice od pocetnog poloZaja nakon 5 sekundi te nakon 14 sekundi gibanja.

Rjesenje.
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1. Iz v(t) grafa se vidi da brzina gibanja plocice opada s vremenom, dakle gibangje je usporeno. S
obzirom na to da je opadanje brzine s vremenom prikazano linearnom funkcijom znaci da se radi
o jednoliko usporenom gibanju pa se ovisnost brzine o vremenu moze napisali kao: v(t) = vy — at,
ubrzange a jednako je nagibu pravca. Iz grafa se moze ocitati da je vg = 10 m/s. Nakon 5 sekundi

brzina je 0 m/s, nakon 10 sekundi brzina je —10 m/s itd. Srednje ubrzanje je a = % promjena
brzine u vremenu. Uvrstavanje gornjih vrijednosti daje a = —2 m/s?. O¢ito je da jak vjetar

usporava gibanje plocice.

2. Udaljenost se moZe prikazati izrazom: x (t) = vot — $at®. Nakon 5 sekundi udaljenost je x(5) = 25
metara, a nakon 14 sekundi je x(14) = —56 metara, §to znaci da je plocica otisla na drugu stranu.

Primjer 2.17 Marko je odlucio za obitely sagraditi kucu. Da bi troskovi grijanja bili sto mangi odlucio
je pri gradnji zidova kuée odabrati materijale tako da toplinski gubitci (gqustoéa toplinskog toka) budu
Sto manys.

Odredite kako toplinski gubitci ovise o vrsti materijala i debljini zida. Graficki prikaZite ovisnost to-
plinskih gubitaka u ovisnosti o vangjskoj temperaturi ako je temperatura prostorije Ty = 20°C za zid
sagraden od cigle. Pomozite Marku i izracunajte toplinske gubitke za S = 1 m? povrsine zida i vanjsku
temperaturu Ty = —10°C' ako je:

1. zid od cigle debljine 25 cm nije ozbukan s vanjske strane (koeficijent toplinske vodljivosti A =
0.7 W/mK)

2. zid ozbukan cementnom Zbukom (A = 0.8 W/mK) debljine 3 cm
3. na cementnu Zbuku dodana toplinska zZbuka (A = 0.11 W/mK) debljine 3 cm

4. na ciglu postavljen sloj staklene vune debljine 10 cm (A = 0.035 W/mK) i navucena toplinska
Zbuka debljine 2 cm.

Rjesenje.
I ax ]
I g
———ee ’} R -
el .
______ \ ——
IJ'
¥ T,
Vodenje topline moze se prikazati Fourierovim zakonom vodenja topline: QQ = —)\%St gdje predznak

(-) oznacava gubitak topline, A je koeficijent toplinske vodljivosti koji ovisi o materijalu, AT = Ty —T1 je
razlika temperatura na krajevima sloja debljine Ax, S povrsina poprecnog presjeka, t vrijeme. Toplinski
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tok je & = , a gustoéa toplinskog toka q = % Toplinski otpor se definira kao: R = % = fg, pa

je q = % Gustoc’a toplinskog toka je linearno ovisna o A, a obrnuto je proporcionalna debljini sloja

materijala Ax. Sto je N manji materijal je bolji toplinski izolator. Graficka ovisnost iznosi q(Ty) za
slucaj da se vanjska temperatura mijenja od —10°C do 20°C. Gustoca toplinskog toka je

o(Ty) = ( ~93.333 (273.15 + t(OC)) + 6840.17) W/m?2, (T je u K).

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-
in[401= Plot[-23.333 (t) + 6840.17, {t, 260, 300}, AxeslLabel » {T;[K], g[W/m~2]}] )
(W
.2
800 |
800 |
Out[140}= 400 [
200 |
: Tz2iK)
70 280 250 200
=200+
theme... labels.. axes ¥ imagesize ~ more... e = El <]
BT v
100% ~

Iz grafa q(Tx) vidimo da gubici topline linearno opadaju s porastom vanjske temperature. Kada se
vanjska i unutarnja temperatura prostorije izjednace nema gubitaka. S daljnjim porastom vangjske tem-
perature tok topline bi promijenio smjer i temperatura u prostoriji bi se povecavala.

1. za zid od cigle: \y = 0.7 W/mK, Azy = 25 cm, AT = 30 K. Toplinski otpor je: Ry = % = 2o

Ry = 2% = 0.357 K/W;

gustoca toplinskog toka: q = % = % =84.0 VV/rn2

2. Toplinski otpor je analogan elektricnom otporu, pa u ovom slucaju kada na zid od cigle dodajemo
slojeve razlicitog materijala toplinski se otpori zbrajaju serijski:
R=Ri+ Rs+ Rs +-
Za cementnu Zbuku Ao = 0.8 W/mK, Azs =3 cm, Ry = =0. 395 K/W
Ukupni toplinski otpor je R = Ry + Ry = 0.752 K/W, ¢ = }A%— = 57851 752 7 = 39.9 W/m . Vidimo
da cementna zZbuka znacajno smanjuje toplinske gubitke.

3. Ako se na cementnu zZbuku doda sloj toplinske zbuke: A3 = 0.11 W/mK, Az = 3 cm, R3 =
208 = 0.272 K/W.
Ukupan otpor je R=R;+ Ry + R3 =1.024 K/W.

AT _
4= FRs = 10241 293W/m

4. Ako se na zid od cigle nalijepe ploce od staklene vune debljine Axz = 10 cm (A3 = 0.035 W/mK)
toplinski otpor tog sloja je Ry = 55321 035 7 = 2.857 K/W.
Ukupan toplinski otpor za zid od cigle, staklene vune i toplmske Zbuke je R = R1 + R3 + Ry =
3.486 K/W, a toplinski gubitak q = AT =50 - =105 W/m .

Da bi toplinski gubitci bili sto mangi Marko ce morati staviti izolaciju od staklene vune i na nju
toplinsku zZbuku!
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2.2 Modeliranje kvadratnom funkcijom i korijenom

Primjer 2.18 Atletska disciplina bacanje kugle moze se modelirati jednadzbom
f(z) = —0.02412% + 2 4+ 5.5

gdje x oznacava udaljenost u metrima, a f(x) je visina u metrima. Za pocetni i konaéni polozaj kugle
visina je jednaka nuli.

1. Izracunajte koliko daleko je bacac¢ bacio kuglu? Komentirajte rjeSenja jednadzbe.
2. Nacrtajte graf zadane jednadzbe, komentirajte i odredite domenu i sliku funkcije.
3. Izracunajte u kojoj je tocki kugla najvisa od razine zemlje?
Rjesenge.
1. Bacac baci kuglu, pa ona padne na zemlju na visini nula.
0= —0.0241x*4+x + 5.5

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo njena rjeSenja: x1 = 46.411 i xo = —4.917. Konacno
rjesenje je udaljenost izmedu nultocaka parabole d = 51.328 metara.

2. Graf funkcije je parabola, domena je D = R, a slika su svi brojevi manji od 15.87. Parabola je
okrenuta prema dolje i ima maksimum u tjemenu s koordinatama (20.75,15.87) u metrima, pa je
zato slika R = (—o0,15.87]

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

InfE4]:= Plot[-D.0241+x"*2+x+5.5, {x, -20, 70}, AxeslLabel » {x[m], f[m]}] j_
fm)
L L L L x{m)
-20 20 40 6 &

Out[B4}= -0}
-20F

-3 f

theme_..  labels... axes ~ imagesize ¥ more... (e = E <]
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3. Spomenuli smo veé da maksimum funkcije iznosi 15.87 m u tocki x = 20.75 m.

Primjer 2.19 lako se ¢ini da je mogomentno igraliste s umjetnom travom ravnina, ono je lagano
zakrivljeno zbog otjecanja viska vode prema rubovima igralista. Povrsina igralista je zapravo oblikovana
kao parabolicki valjak, sto znaci da je vertikalni presjek parabola. Neka parabola koju dobivamo kad
igraliste presjecemo ravninom (x,y) ima jednadzbu
fz) = —0.000234(z — 80)* + 1.5,

gdje x oznacava udaljenost u metrima, a y = f(x) je visina terena u metrima.

1. Izracunagte kolika je Sirina cijelog stadiona ako mjerimo duz osi x.

2. Nacrtajte graf zadane jednadzbe, komentirajte i odredite domenu i sliku funkcije.

3. Izracunajte kolika je najvisa tocka parabole?
Rjesenge.

1. Zadana jednadzba izjednaéava se s nulom: 0 = —0.000234(x — 80)>+1.5.
Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo njena rjesenja: x1 = —0.064 i x5 = 160.064. Konacno
rjesenje je suma rjesenja d = 160 metara. Sumu rjesenja smo mogli procitati iz kvadratne jed-
nadzbe pomocu Vieteovih formula.

2. Graf funkcije je parabola, domena je D =R, a slika funkcije R ={y € R:y < 1.5}.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Injz5= Plot[-0.000234 % (x-80)A2+1.5, {x, -20, 200}, Axeslabel » {x[m], £[m]}]

)

. . i L m)
o fm}
Cut]es} 2 (

theme... labels... axes ™ imagesize ™ more . (c) = E

3. Globalni maksimum funkcije iznosi 1.5 m u tocki x = 80 m.

Primjer 2.20 Urednik izdavacke kuce odlucio se za nove dimenzije casopisa koji je uw pripremi za
narednu godinu. Margine na vrhu i dnu stranice trebaju biti 2 centimetra Siroke, a sa svake strane

po 1 centimetar. Duljina stranice treba biti 1.2 puta Sirina stranice, a veli¢ina pisanog dijela povrsine
47 cm?.
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1. Izracunagjte kolika je dimenzija stranice casopisa.
2. Nacrtajte graf zadane jednadzbe, komentirajte i odredite domenu i sliku funkcije.
3. Izraéunagte kolika je najvisa/najniza tocéka parabole?

Rjesenje.

1. Potrebno je postaviti kvadratnu jednadzbu gdje x oznacava Sirinu stranice
ggm—él) (v —2) =47

2T —15—2:17—4x+8:47

§ 2 _ 35—2x -39=0

622 — 322 —195 =0

z="5+ @ = 8.96.

Duljina stranice je gz = 10.75 cm.

2. Graf funkcije je parabola, domena je D =R, a slika R ={yeR:y > —%}

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
oA
insT;= Plot[6 xA2-32 x-195, {x, -10, 20}, AxesLabel -» {x[cm], £[cm]}] ]
Flem) 3
1500
1000
OutlETI
\ so0|
L n L selem
-10 -5 10 1 0
theme... labels... axes~ imagesize ~ more... (2 =1 = e
T v
100% «

3. Minimum funkcije iznosi —% u tocki z = 8.96 cm.

Primjer 2.21 Predvida se da ée bruto domadéi proizvod (BDP) Republike Hrvatske iznositi 2%+ 2x +40
milijuna kuna x godina od danas.
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1. Nacrtagte graf zadane jednadzbe i komentirajte ga.
2. Izracunagte vrijeme x potrebno da BDP Republike Hrvatske bude jednak ili veci 47 milijuna kuna.
Rjesenje.

1. Graf funkcije treba gledati samo za x > 0

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf7zp= Plot[x*2+2x+40, {x, -20, 20}, AxeslLabel » {x[godina], BDP[10*6kn]}] j_

BOP(1 000000 kn)
500

Out[72

: i L L x(gedina)
-20 -10 10 20 i

100% =~ .

2. x? + 2z 440 > 47.
Trazmo pozitivna rjesenja od x> +2x —7 =0
i dobivamo x> 2v/2 —1 > 1.83.

Primjer 2.22 Analiticar financijskog odjela turtke koja proizvodi stalak za mobitele modelirao je sustav
cijene i potraznje za navedeni proizvod

c(x) =874 —Tx,
gdje je ¢ veleprodajna cijena stalka, a x milijun stalaka prodano uz 1 < x < 20.
1. Odredite funkciju prihoda.
2. Izracunagte vrijednost x koja ce dati maksimalni prihod. Izracunajte maksimalni prihod.
3. Izracunajte veleprodajnu cijenu stalka koja generira maksimalni prihod.
4. Nacrtagte graf prihoda i veleprodajne cijene.
5. Ako je funkcija troska T (x) = 147 + 17.4x, nadite tocku pokriéa gdje u proizvodnji neée biti ni
dobitka niti gubitka. Nacrtajte graf funkcije troska i prihoda.
6. Do gubitka dolazi ako je P (x) < T (x), a do dobiti ako je P (x) > T (x). Za koje vrijednost x ce
doéi do gubitka, a za koje do dobiti?
Rjesenge.
1. P(z) =zc(x) =x(87.4 —Tx), domena 1 <z < 20.
2. P(z) = (874 —Tx) = —Ta? + 874z = —7 (2? — 12.49z) =
-7 (J:2 —12.49z + 39.000025) +273.000175 =

—7(z — 6.245)% 4 273.000175
Maksimalni prihod od 273.000175 milijuna kuna se dobiva kada je x = 6.245 milijuna.
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3. ¢c(x)=874—Tx
(6.245) = 87.4 — 7 - 6.245 = 43.685 kuna

4. Graf funkcije

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ing4):= Plot[{87.4-7x, 87.4x-7x*2}, {x, -2, 20}, AxeslLabel +{x, c[kn]}, T&
PlotLegends » "Expressions"]
ofkn)
2001
200F
—ant
E , . o — B74-Tx
Cut]Bd}= F 5 10 5 20
/4' — 874x-T¥
200F
-200
—400F
c & | B e .
100% = .
5 P(x)=T (x)

—Tx? + 87.4x = 147 + 174z
T = 3, To — 7
Turtka je u ravnotezi kada je x = 3 milijuna stalaka i x = 7 milijuna stalaka.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Int0ap= Plot[{(147+17.4x), 87.4x-7x*2}, {x, -2, 20}, Axeslabel » {x, f[kn]},
Plotlegends » "Expressions"]
Flkn)

500

10 15 W 4T 41T 4x
— BT 4x-Tx*

Out[103F

—500

—4nnn L

100% ~ .z

6. Gubitak kada je 1 <x <3 ili 7<x <20, a dobitak 3 < x < 7.

Primjer 2.23 Poduzece XYZ proizvodi odjecu. U svom poslovanju zainteresirano je modelirati po-
traznju za svojim proizvodom u ovisnosti o cijeni tog proizvoda. Time se bavi odjel marketinga, te je
na temelju istrazivanja trzista dosao do zakljucka da se potrainja za pamucénim majicama u ovisnosti

o cijeni magice ponasa u skladu s modelom D(p) = 12000 — 50p, gdje je p cijena jedne majice, a D(p)
koli¢ina prodanih majica.
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7.

. Za koje cijene ovaj model ima ekonomskog smisla?

Kolika ce biti potraznja za majicama ako je cijena 100 kuna?

Kolika ce biti potraznja za majicama ako je cijena 120 kuna?

. Za koliko se posto promijenila potraznja kad se cijena sa 100 kuna poveéala na 120 kuna?

Modelirajte prihod kao umnoZak jedinicne cijene i koli¢ine potraznje u ovisnosti o cijeni.
Nacrtajte graf funkcije iz (5) koji vizualizira prihod.

Za koju je cijenu prihod maksimalan i koliko iznosi?

Rjesenje.

1.

Owdje moramo uzeti u obzir da je cijena pozitivan broj (ili nula!), a isto vrijedi i za koli¢inu
potraznje (kolicinu magica). Matematicki, moramo rijesiti sustav nejednadzbi

s

> 0
12000 - 50p > 0.

Rjesenge je interval [0,240]. Znaci, radi se o proizvodu &ija je ekonomska cijena izmedu 0 kuna
1 240 kuna. U poslovnoj praksi cijena nije bas jednaka nuli, ali to moze biti blizu nule i jer je
magjica na velikom popustu.

D(100) = 12000 — 50 - 100 = 7000
D(120) = 12000 — 50 - 120 = 6000

U postocima, potraznja se promijenila za $9%0=1000 — _( 1429 sto daje —14.29%, tj., smangjila se

7000
za 14.29%.
Prihod R(p) = p- D(p) = p- (12000 — 50p) = 12000p — 50p?

Graf funkcije je parabola okrenuta prema dolje, a s obzirom na domenu, graf crtamo na intervalu
[0, 240].
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-

Plot[12000 p-50p*2, {p, O, 240}] J
700000 |
800000 F |:|I
500000 |
400000 |
200000 |
200000
100000 F

. . . .

50 100 150 200

100% U

7. Matematicki, treba izracunati koordinate tjemena. Prva koordinata je % = 120, a druga

R(120) = 12000 - 120 — 50 - 120% = 720000. Dakle, za cijenu 120 kuna ostvaruje se maksimalan
prihod 720000.

Primjer 2.24 Promatramo monopolsko poduzece koje proizvodi kekse. Funkcija potrainje je zadana
kao Q(p) = —8p + 416, gdje je Q koli¢ina potraznje, a p jedinicna cijena.

g
Wil T

1. Izrazite funkciju ukupnog prihoda u ovisnosti o cijeni. Sto je graf te funkcije?
Izracunagte nul-tocke funkcije i komentiragte.

Izracunagte cijenu uz koju se ostvaruje maksimalan prihod.

Izrazite funkciju ukupnog prihoda u ovisnosti o kolicini proizvoda. Sto je graf te funkcije?

Izracunagte nul-tocke te funkcije i komentirajte.

S st e

Izracunagte kolicinu uz koju se ostvaruje maksimalan prihod i komentirajte u vezi s rezultatom iz
zadatka (3).

Rjesenje.
1. Ukupan prihod je jednak umnosku jedinicne cijene i kolicine potraznje. Oznacimo li ukupan prihod
s R, tada je funkcija ukupnog prihoda u ovisnosti o cijeni dana izrazom:
R(p) =p-Q(p) = p- (~8p+416) = —8p* + 416p.
Primijetimo da se radi o kvadratnoj funkciji. Skiciramo li je graficki (uzimajuéi u obzir da je
cigena p > 0 i R(0) = 0) u koordinatnom sustavu (p, R), dobit éemo parabolu okrenutu prema
dolje. Trebamo izracunati koordinate nul-tocaka i vrha parabole.
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2. Nul-tocke dobijemo iz jednadzbe R(p) = —8p® + 416p = 0. Rijesimo li tu jednadzbu, slijedi da je
prihod jednak nuli ako je:
—8p% +416p =0
8- (—p+52)=0
= p1 = 0,py = 52.
Tocke (0,0) i (52,0) su nul-tocke parabole, tj., tocke u kojima parabola sijece os apscisa.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[-Bp~2+416p =0, p]

i{p—+0}, {p—+52}}

3. Buduci da je graf funkcije parabola okrenuta prema dolje, uocavamo da najprije s porastom cijene,
prihod raste, ostvaruje neku svoju maksimalnu vrijednost i nakon toga, s porastom cijene pada.
Opéenito, neka je kvadratna funkcija zadana izrazom f(x) = ax? +bx+c. Za a < 0, graf funkcije

je parabola okrenuta prema dolje i maksimalna se vrijednost ostvaruje za x = f%. Za a > 0,
b

graf funkcije je parabola okrenuta prema gore i minimalna se vrijednost ostvaruje za r = —o-.
Dakle, u nasem se slucaju radi o paraboli okrenutoj prema dolje, maksimalna se vrijednost prihoda
ostvaruje za cijenu p = —% = 26 i iznosi R(26) = —8(26)% + 416 - 26 = 5408. Graf funkcije je

sada:

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[-8p~2+416p, {p, O, 55}]

5000
4000 F

3000 F

OutltE  2000F

1000 F

10 20 20 40 50
-1000 |

100% =

Tocke (0,0) i (52,0) su nul-tocke parabole, tj., tocke u kojima parabola sijece os apscisa. Bududi
da je prihod velicina koja je wvijek veca ili jednaka od nule (kaZemo da je prihod nenegativna
velic¢ina), mozemo ekonomski komentirati da se radi o proizvodu ¢ija cijena pripada intervalu
[0,52]. Znadci, graf zapravo treba crtati na intervalu od nule do 52.
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[  Primjer.nb -

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[-8p*2+416Dp, {p, O, 52}]

so00
apoo [
2000
Out]2}=

2000 |

1000 |-

10 20 3D 49 50 1~
100% -

4. Kao sto smo veé rekli, ukupan je prihod jednak umnosku jedinicne cijene 1 kolicine potraznje.
Buduci da sad ukupan prihod moramo izraziti kao funkciju kolicine proizvoda koja se potrazuje,
pisemo: R(Q)=p- Q.

Iz izraza na desnoj strani moramo eliminirati varijablu p. To éemo uciniti tako da je izrazimo u
ovisnosti o kolicini potraznje. Znamo da je Q(p) = —8p + 416, pa slijedi:

Q = —8p +416
—8p=Q — 416
p=—1Q+52

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[-8 p+ 416 =Q, p]l
416 - Q-+

iD=
LL 8

Sad je ukupan prihod jednak R(Q) =p-Q = (—%Q + 52) Q= —% 2 4 520.

Dakle, ukupan prihod u ovisnosti o kolic¢ini proizvoda koji se potrazuje je dan izrazom: R(Q) =
192

—3Q7 +52Q.

Primijetimo da je to kvadratna funkcija ¢iji je graf parabola okrenuta prema dolje (jer je —% <0).

Trebamo izracunati koordinate nul-tocaka i vrha parabole.

5. Nul-tocke dobijemo iz jednadzbe R(Q) = f%QQ +52Q = 0. Rijesimo li tu jednadzbu, slijedi da je
prihod jednak nuli ako je:
—2Q*+52Q =0
Q- (-3Q+52) =0
= Ql = O,Qg =416
Tocke (0,0) i (416,0) su nul-tocke parabole, tj., tocke u kojima parabola sijece o0s apscisa.

6. U nasem se slucaju radi o paraboli okrenutoj prema dolje, pa se maksimalna vrijednost prihoda

ostvaruje za kolicinu Q = —3 (521) = 208 i iznosi R(208) = —£(208)? + 52 - 208 = 5408.
s
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Usporedimo li ovaj rezultat s rezultatom zadatka (3), primjecujemo da smo dobili istu vrijednost.
Dakle, zadatak (6) smo mogli rijesiti pomocu rezultata zadatka (3). U zadatku (3) je cijena
uz koju se ostvaruje maksimalan prihod bila 26. Uvrstimo li tu vrijednost u funkciju potraznje
Q(p) = —8p + 416, dobivamo Q(26) = —8 - 26 + 416 = 208. Znadi, kolic¢ina proizvoda uz koju se
ostvaruje maksimalan prihod je 208. U koordinatnom sustavu (Q, R) graficki prikaz izgleda ovako:

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[-1/80Q0"2+52Q, {0, D, 430}]

5000 |-
4000
2000
2000 |

1000 |

100 200 200 400 \\

—1000 -

100% = |

Tocke (0,0) i (416,0) su nul-tocke parabole, tj., tocke u kojima parabola sijece os apscisa. Bududi
da je prihod nenegativna veli¢ina, moZemo ekonomski komentirati da se radi o trzistu gdje se
koli¢ina promatrane potrainje krede u granicama intervala [0,416]. Znadci, graf zapravo treba
crtati na intervalu od nule do 416.

-4 Primjer.nb - W

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[-1/80Q0%2+520Q, {Q, D, 416}]

5000 |-

2000
Out[3}=

2000

1000 |

. . .
100 200 200 400 1]
100% =«

Primjer 2.25 Za jedno je poduzeée zadana funkcija ukupnog prihoda R(Q) = 1200Q — 10Q? i funkcija
ukupnih troskova C(Q) = 200Q + 21000, gdje je Q kolicina proizvodnje.

1. Izrazite funkciju dobiti D(Q) za to poduzele.

2. Izracunagte nul-tocke funkcije dobiti i komentirajte.
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3. Izracunajte uz koju se kolicinu proizvodnje ostvaruje maksimalna dobit i koliko ona iznosi.
4. Graficki prikazite funkciju dobiti u koordinatnom sustavu (Q, D).
Rjesenje.

1. Opéenito, dobit je jednaka razlici ukupnog prihoda i ukupnih troskova. Matematicki, D(Q) =
R(Q) — C(Q). Dakle, D(Q) = R(Q) — C(Q) = 1200Q — 10Q? — (200Q + 21000) =
—10Q? + 1000Q — 21000
tj., funkcija dobiti je D(Q) = —10Q? + 1000Q — 21000.
Graf funkcije je parabola okrenuta prema dolje. Trebamo izracunati koordinate nul-to¢aka i vrha
parabole.

2. Nul-tocke dobijemo kao rjesenja kvadratne jednadzbe D(Q) = —10Q? +1000Q —21000 = 0. Nakon
dijeljenja s (—10), slijedi da je: Q* —100Q + 2100 = 0
Q1 5 = 100£V/I007—1:2100

2
Q1 ="70,Q2 =30

* EF'rirr:jtt:'r.n'b—__

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[Q*2-1000Q + 2100 =0, Q] lj

[{R-»30}, {R->70}}

Nultocke su zapravo tocke pokrica (kolicine uz koje je prihod jednak ukupnim troskovima,).

3. U naSem se slucaju radi o paraboli okrenutoj prema dolje, pa se maksimalna vrijednost dobiti

ostvaruje za kolicinu Q = — 2‘1(‘10100) =50 i iznosi R(50) = —10 - 50 + 1000 - 50 — 21000 = 4000.

4. Graf funkcije

'3 Primjer.nb - Wo

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[-10 Q42+ 1000 Q - 21000, {Q, 0, 100}]
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Dakle, za @ € [0,30) i za Q € (70,00), dobit je negativna, dok je za @ € (30,70) dobit pozitivna.
Za @ = 30 i za Q =70, dobit je jednaka nuli $to znaci da je za te vrijednosti proizvodnje ukupan
prihod jednak ukupnim troskovima (tocke pokricéa).
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Kad je dobit negativna, poduzele posluje neprofitabilno (ukupan je prihod mangi od ukupnih troskova),
a kad je dobit pozitivna, poduzele posluje profitabilno (ukupan je prihod veéi od ukupnih troskova).
Takoder, kad kaZemo da je Q € (70,00) ne znaci da je proizvodnja beskonacno velika veé ta defini-
cija velike proizvodnje ovisi o ekonomskom kontekstu. Na primjer, ako je u pitanju brodogradiliste,
proizvodnja od tisucu brodova godisnje je vjerojatno vrlo velika proizvodnja. No, ako je u pitanju
tvornica pica, proizvodnja od tisucu litara godisnje vjerojatno nije velika proizvodnja.

Primjer 2.26 U modelu trzista s jednim proizvodom koli¢ina ponude iznosi S(p) = —100 + 2p?, a
kolicina potraznje D(p) = 300 — 2p?, pri éemu je p jedini¢na cijena tog proizvoda.

1. Za koje cijene ovaj model trzista ima ekonomskog smisla?
2. Komentirajte monotonost funkcija ponude i potraznje.
3. Odredite ravnoteznu cijenu i koli¢inu proizvoda.

4. Uistom koordinatnom sustavu graficki prikazite funkcije ponude i potraznje. Odredite ravnoteinu
cijenu i koli¢inu na tom trzistu. (Napomena: pri grafickom prikazivanju funkcija pazite na interval
smislenih cijena.)

5. Definirajte funkciju zaliha kod proizvodaca. FEkonomski komentirajte u ovisnosti o ravnoteznoj
cijens.

Rjesenje.

1. Model ima ekonomskog smisla za cijene za koje je S(p) > 0 i D(p) > 0, s tim da moramo uzeti
u obzir ¢ ¢injenicu da je cijena nenegativna, tj., p > 0. Matematicki, moramo rijesiti sustav
nejednadzbi:

—100+2p? >0

300 — 2p% >0

p=0

Iz prve nejednadzbe slijedi da je 2p* > 100, tj. p* > 50. Matematicki, rjesenje ove nejednadzbe je
skup {p € R:p < —/50ilip > 50}.

Takoder, iz druge nejednadzbe dobivamo 300 > 2p%, tj., p> < 150. Matematicki, rjeienje ove
nejednadzbe je skup {p ER:—/150<p< \/ﬁ} Presjek ovih skupova zajedno s uvjetom da je
p > 0 jednak je skupu {p ER:V50<p< \/ﬁ} Dakle, model je definiran za cijene iz intervala
[7.07,12.25].

(% Primjernb -

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Reduce[-100:2p*2=>0 &k 300-2p*2>0&&p 20, p]

5 “? £p=5 "-,."?

2. Da bismo komentirali monotonost, olakSat éemo si zadatak tako $to éemo nacrtati grafove ovih
funkcija za cijene iz intervala [7.07,12.25]. Ponuda je S(p) = —100 + 2p2.



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM @ _

POGLAVLJE 2. MATEMATICKO MODELIRANJE POMOCU LINEARNE,
120 KVADRATNE, EKSPONENCIJALNE I LOGARITAMSKE FUNKCIJE

% Primjer.nb -

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[—100+2p“2, [p, 542, 5'\"?}]

200 -
150 |

100 |

Funkcija ponude raste s porastom cijene na intervalu za koji je model ekonomski definiran. Po-
traznja je D(p) = 300 — 2p?.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[300—2p"‘2, [p, 542, 5"#'?}]

200

100

1E

100% =

Funkcija potraznje pada s porastom cijene na intervalu za koji je model ekonomski definiran.

3. Rawvnotezna cijena i kolic¢ina odreduju se iz wvjeta ¢iséenja trzista. Dakle, iz uvjeta da je S(p) =
D(p). Slijedi da je ravnoteina cijena:
—100 + 2p? = 300 — 2p?

4p? = 400
p? =100
p=10

Ravnotezna kolicina je S(10) ili D(10). Neka je S(10) = —100+2-10% = 100. Dakle, ravnotezna
cijena je 10, a ravnotezna kolicina je 100.

4. Graf funkcija



2.2.

PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

MODELIRANJE KVADRATNOM FUNKCIJOM I KORIJENOM 121

|4 Primjernb - W
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| I

Plot[{—100+2 ph2, 300 -2 pA2}, {p, 542, 5'\4"6}, Plotl.egends—;"Expressions"]

200 [

— —100+2p%
— 300-2p°

100 |

50

100% 4
Ravnoteza je uredeni par (10,100).

Zalihe se definiraju kao razlika ponude i potraZnje, tj., zalihe su jednake S(p) — D(p). U nasem je
slucaju:

S(p) — D(p) = —100 + 2p? — (300 — 2p?) = 4p* — 400

Kod ravnotezne cijene p = 10, zalihe su jednake 0. Ukoliko je cijena manja od svoje ravnotezine
vrigednosti, zalihe su megativne Sto znaci da na trzistu postoji visak potraznje za proizvodom.
Ukoliko je cijena vecéa od svoje ravnotezZne vrijednosti, zalihe su pozitivne sto znaci da proizvodac
ne moze prodati sve $to proizvede.

Primjer 2.27 Zadana je funkcija ukupnih troskova jednog poduzeéa w ovisnosti o koli¢ini proizvodnje
C(Q) = Q3 —2Q?% + 2Q gdje je Q kolicina proizvodnje, a C(Q) ukupni troskovi da bi se ta kolicina
proizvela.

1.

Izracunagte fiksne troskove.

2. Izracunajte varijabilne troskove.

3. Izvedite funkciju prosjecnih troskova.

4. Graficki prikaZite funkciju prosjeénih troskova.

5. Koliko poduzeée treba proizvoditi da bi prosjecni troskovi proizvodnje bili minimalni? Koliki su ti
minimalni prosjecni troskovi?

Rjesenge.

1. Fiksni troskovi su troskovi koji postoje i kad mema proizvodnje. Matematicki, fiksni troskovi su
jednaki C(0). U nasem slucaju, C(0) = 0> —2-02+2-0 = 0. Zakljucujemo da fiksnih troskova
nema. Ili, u praksi to moze znaciti da su fiksni troskovi toliko mali da ih moZemo zanemariti.
Takoder, troskovi proizvodnje mogu biti kratkorocéni i dugoroéni. Kratkorocéni troskovi ukljucuju
varijabilne i fiksne troskove, dok dugoroéni troskovi ukljucuju samo varijabilne troskove.

2. Varijabilni troskovi su jednaki razlici ukupnih i fiksnih troskova. Matematicki, varijabilni troskovi

su jednaki C(Q) — C(0) = (Q° — 2Q% +2Q) — 0 = Q° — 2Q% +2Q.
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3. Prosjecni troskovi se dobiju tako da se ukupni troskovi podijele s kolicinom proizvodnje. Dakle,
3 2 2
prosjecni troskovi su jednaki: AC(Q) = C(QQ) =9 728 +20 _ Q@ _QQQ“) =Q%*-2Q +2

4. Graf crtamo u Wolframovoj Mathematici uzimajuci u obzir ¢injenicu da je kolicina proizvodnje
Q nenegativna (veéa ili jednaka od nule) velicina.

{5 Primjernb - Wol

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

-

Plot[{Q*2-2(Q+2}, {Q, O, 5}, PlotLabel » "A(Q)"]
Al
15f 4
10
5
; 2 2 : :
100% =

5. Matematicki, trebamo odrediti kolic¢inu proizvodnje uz koju se ostvaruje minimalna vrijednost kva-
dratne funkcije. Dakle, treba odrediti koordinate tjemena parabole, a tjeme je tocka T(1,1). Prva
koordinata predstavlja kolicinu proizvodnje uz koju se ostvaruju minimalni prosjecni troskovi, a
druga koordinata predstavlja te minimalne prosjecne troskove.

Primjer 2.28 Lopta je bacena sa zemlje (y = 0) m vertikalno prema gore pocetnom brzinom 10 m/s
(zanemarite silu otpora, g = 10 m/s?). Odredite:

1. graficku ovisnost brzine v (t) i poloZaja y (t) lopte o vremenu t
2. najveéu visinu koju ée lopta doseci

3. nakon koliko ée vremena lopta pasti na zemlju.

Rjesenje.
Vertikalni hitac prema gore je sloZeno gibanje koje se sastoji od jednolikog gibanja po pravcu i isto-
vremenog slobodnog padanja lopte. Brzina gibanja je :v(t) = vy — gt, a poloZaj tijela: y (t) = vot — 3 gt*.

1. Owisnost brzine o vremenu je linearna funkcija, koeficijent smjera pravca je —g, dok je ovisnost
poloZaja lopte o vremenu parabola (vo = 10 m/s).
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

injf= Plot[10-10 t, {t, O, 2}, AxesLabel » {t[s], v[m/s]}] 1]
{3)
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
_—
ingi= Plot[10 t-5t*2, {t, 0, 2}, AxesLabel - {t[s], y[m]}] il
yim)
sf
s
Atk
Out[si=
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2. Najvecéu visinu H,, =5 m lopta ée doseéi nakon 1 sekunde (tjeme parabole).

3. Iz grafickog prikaza y(t) se vidi da ée lopta pasti na zemlju nakon 2 sekunde.

Primjer 2.29 Odredite graficku ovisnost Hp,(vg) najveée visine koju moZe doseéi lopta bacena verti-
kalno uwvis o pocetnoj brzini lopte vy. Pretpostavite da se pocetna brzina mijenja u intervalu (0—10) m/s
(zanemarite silu otpora, g = 10 m/s?).

Rjesenge.
Brzina gibanja lopte je v(t) = vo — gt, a polozaj: y(t) = vot — %gt2. U trenutku t,, kada dosegne

najvecu visinu brzina lopte je nula, nakon toga lopta slobodno pada prema zemlji. Brzina lopte je
V(tm) = vo — gtm = 0 pa je vrijeme potrebno da se dosegne najveca visina t,, = ”491. U tom trenutku

2 2
Y (tm) = Him = votm — 39t2, = ;—;. Graficki prikaz funkcije Hp,(vo) = g—g je parabola.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
InfaTE= Plot[vyA2/20, {vy, O, 10}, AxesLabel + {vy[m/s], Hg[m]}] 7]

Hyn (m)

Out[ETl=

Primjer 2.30 Cestica se giba u horizontalnoj ravnini (xy). U trenutku t = 0 sekundi nalazi se u tocki
(0,0) i ima pocetnu brzinu 12 cm/s u smjeru x osi. Istovremeno na céesticu djeluje ubrzanje uy smjeru
od 3 cm/s%. Odredite:

1. putanju Cestice u (xy) ravnini u prvih 10 sekundi gibanja
2. pomak cestice od ishodista nakon 10 sekundi

3. iznos i smjer brzine cestice nakon 10 sekundi
Rjesenge.
1. Glhbanje cestice je jednoliko ubrzano pa za gibanje u smjeru x osi vrijeds

L s
T = 20 + Vot + §a$t ,

a za gibanje u smjeru y osi vrijedi
1 s
Y = Yo + voyt + §ayt .

Uvrstavanjem zadanih vrijednosti: xo = 0 cm, vo, = 12 cm/s, a, = 0 cm/s?, yo = 0, Voy =
0 cm/s, a, = 3 cm/s? dobijemo relacije: © = vo,t = 12t cm/s iy = %tQ cm/s?, $to je parametarski

zadana funkcija. Eliminiramo t, y = %t2 = % (%)2 = % 1 crtamo graficki prikaz putanje Cestice.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[i5:= Plot[(1/96) +x*2, {x, 0, 120}, Axeslabel » {x[cm], y[cm]}] ]_
ylem)
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100+

Out[15}=
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2. Pomak cestice od ishodista nakon 10 sekundi odreden je s \/x(10)% +y(10)? = /1202 4 1502 =
192 cm.

3. Komponente brzine Cestice su : vy = Voz & Uy = ayt.
Nakon 10 sekundi gibanja v, = 12 cm/s i v, = 30 cm/s.
Lmos brzine je v = /v +v2 = V122 + 307 = 32.3 cm/s.
Smjer brzine odreden je kutom izmedu vektora brzine i x osi:
tand = 3 = 9 = 2.5, 9 = 68.2°.
Napomena. Ovaj primjer se moZe ostaviti © za poglavlje o vektorima.

Primjer 2.31 Motor je krenuo iz mirovanja stalnim ubrzanjem 2 m/s?. U istom trenutku krenuo je i
kamion stalnom brzinom od 10 m/s. Iz grafa odredite:

1. na kojoj ce udaljenosti motor preteci kamion, u kojem trenutku ée se to desiti

2. koliko ée tada iznositi brzina motora?

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

*{m)

100% ~

Rjesenge.

1. Iz graficke ovisnosti puta o vremenu moZe se ocitati da ée motor sti¢i kamion 10 sekundi nakon
pocetka gibanja na udaljenosti 100 metara od pocetnog poloZaja.
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2. brzina v = at, v =20 m/s.

Primjer 2.32 Marko je vozio automobil velikom brzinom, no da bi savladao zavoj morao je usporiti.
Automobil ée savladati zavoj ako je centripetalna sila jednaka sili trenja: mv® umg. Graficki prikaZite
ovisnost najvece brzine kojom Marko moZe voziti automobil u zavoju u ovisnosti o polumjeru zavoja ako
je koeficijent trenja izmedu kotaca i ceste 0.5. Polumjer zavoja moze se mijenjati od 100 metara do 300
metara, g = 10 m/s.

Rjesenje.

m'u2

Ako je centripetalna sila jednaka sili trenja

v = \/igr, va = V/5r.

= pmg ovisnost brzine o polumjeru zavoja je

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inf4s}= Plot[ Sqgrt[5r], {r, O, 300}, Axeslabel » {r[m], v[m/s]}]
my
(3
e/
40
W0
Out[45]=
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Primjer 2.33 Otvoreni spremnik s vodom napunjen je do visine hy = 5 metara. Na stijenci spremnika
se na visini ho od dna spremnika nalazi mali otvor.
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Primgjenom Bernoullijeve jednadzbe za presjeke S1 i So odredite:

1. ovisnost brzine istjecanja tekuéine kroz otvor na stijenci o visini otvora ho (nacrtajte graf)
2. ovisnost horizontalnog dometa vode D o visini otvora hy (nacrtajte graf)

3. za koju vrijednost hy ée domet biti najvedi.

Uputa.

Za protjecange tekucéine vrijedi Bernoullijeva jednadzba: p1 + pght + %pv% = pa + pghs + %pv% , gdje je
p staticki tlak, pgh hidrostatski, a %pv2 dinamicki tlak. Na presjeku Sy tlak py je atmosferski, a brzina
v1 je zanemariva, a na presjeku Sy tlak ps je takoder atmosferski, a brzina istjecanja vs.

Rjesenge.

1. Brzina istjecanja va = \/2g(h1 — ha), uzmimo g = 10 m/s?, vy = 1/20(5 — ha)

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[fé}:= Plot[ SQrt[20 (5-hy)}1, {hy, O, 5}, AxesLabel - {hp[m], Va[m/s]}]

()
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theme... labels.. axes ™ imagesize ™ more.. (2 2 =

2. Horizontalni domet je horizontalna udaljenost od spremnika do mgjesta na kojem voda pada na

zemlju D = vy - t, t je vrijeme potrebno vodi da padne s visine t = ,/%.

D =2\/(h1 — ha) - ha
D =2/(5—=ha)hs
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
n7T1= Plot[ 24 Sgrt[(5-hy) #+hz], {hy, 0, 5}, AxeslLabel - {hy[m], "D"[m]}] il

Dfm}

OutfTT}=
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3. Iz grafa se vidi da je najveéi domet za hg = % = 2.5 m.

2.3 DModeliranje eksponencijalnom funkcijom

Primjer 2.34 Dogodilo se ubojstvo i na teren je izasla policijska ekipa za ocevid. Temperatura tijela
ubijenog tada je iznosila 26.5°C. Dva sata poslije temperatura tijela Zrtve iznosila je 24.5°C. U sobi je
temperatura konstantna i iznosi 20°C.

1. Odredite jednadzbu za hladenje tijela nakon smrti u obliku T(t) = Togotine + (Tpocetna — Lokotine) -
ket
e .

2. Uz pretpostavku da je temperatura tijela prije smrti bila 36.5°C, odredite vrijeme smrti.

3. Nacrtajte graf funkcije i odredite domenu i sliku funkcije. Komentirajte rast/pad funkcije i presjek
grafa s osi ordinata.

Rjesenje.

1. Uvrstavanjem u jednadzbu T'(t) = Tokotine + (Tpocetna — Lokoline) - ekt dobivamo
24.5 = 20 + (26.5 — 20) -e~*2.
0.6923 = e~ k2
In0.6923 = —2k
k=0.18387 h™!
Dakle hladenje pri tim uvjetima slijedi zakonitost:
T (t) = 20 + (36.5 — 20) -e~0-18387-¢,

2. Slijedi postupak odredivanja vremena smrti.
24.5 = 20 + (36.5 — 20) -~ 018387
4.5 = 16.5-¢~ 018387
0.2727 = e—0‘18387-t
In0.2727 = —0.18387 - t
t="707h
Ubojstvo se dogodilo oko T sati prije nego Sto su pronasli tijelo.
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3. D=R, slika R={T € R:T > 20}.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in20;= Plot[20 + (36.5-20) xe* (-0.18387t), {t, O, 48}, AxeslLabel » {t[h], T[°Cl}, 1
PlotRange -+ Full]
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Primjer 2.35 Ulozili ste 500 kuna u banci koja nudi 5% kamatne stope godignje.

1. Odredite godisngi faktor rasta investicije. Faktor rasta je broj s kojim se mnoZi pocetna suma da
se dobije suma nakon godine dana.

2. Odredite jednadzbu modela rasta investicije.

3. Izracunagte koliko treba godina proci da bi se pocetna investicija udvostrucila.

4. Nacrtagte graf funkcije i odredite domenu i sliku funkcije. Komentirajte rast/pad funkcije.
Rjesenje.

1. Faktor rasta iznosi 1.05.

2. Jednadzba glasi y = ab® = 500(1.05)".

3. 2-500 = 500 - (1.05)"
2 =1.05"
log2 = log(1.05)"
log2 = xlogl.05
log2 _
logl.os ¥
r=14.2
Nakon otprilike 14 godina bi se pocetna investicija udvostrucila.

4. D =R, slika je RT.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
|rz7= PLot[500 (1.05) ~x, {x, 0, 20}, AxeslLabel - {x[god], y[kn]}]
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U prvom poglavlju je bio primjer s kamatama, pa smo vidjeli kako se ra¢una ukamacivanje nakon
nekoliko razdoblja. Ako imamo godi8nju kamatnu stopu r, nakon n razdoblja poc¢etna suma P postaje

P(1+r)".

Kad bi se u kra¢im vremenskim razdobljima pripisivala kamata po istoj kamatnoj stopi, nakon godine
dana bismo imali veéu sumu nego kad se pripisuje samo jednom. Ako pripisujemo kamatu ¢ puta tada
je kamatna stopa -, a ne pripisuje se vise n puta, nego ¢ - n puta. Imamo formulu

r nt

P+ 7—1)

Primjer 2.36 Vecina banaka obracunava kamate vise od jednom godisnje. Kada se kamate obracunavaju
n puta godisnje za t godina s kamatnom stopom v, glavnica P raste do iznosa A, §to je prikazano
sljedecom formulom:

7\ nt
A=pP(1+2)"
n
1. Ako se radi o kontinuiranoj kamati, bez prekida, koristeci racunalo odredite provjerite da je novi

izraz gornje formule A = Pe™.

2. Ako wulozite 5000 kuna u banci koja nudi 10% kamate koja se obracunava kvartalno, izracunagte
ukupan iznos na kraju desete godine.

3. Ako ulozite 5000 kuna u banci koja nudi 10% kamate kontinuirano, izracunajte ukupan iznos na
kraju desete godine.

4. Izracunajte nakon koliko cete vremena udvostruciti ulog u slucaju da uloZite u banku 5000 kuna,
ako se kamata pripisuje neprekinuto. Banka daje godisnju kamatu od 10%.

5. Nacrtajte na racunalu funkcije u podzadacima (3) i (4) i usporedite dobivene grafove.
Rjesenje.

1. Uwrstite velike n i P =1r =1t =1, pa provjerite da dobivate priblizno A ~ e ~ 2.7.
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d.

A=P(14+z)"
A =5000(1+ %)
A =13425.32 kuna

4-10

A = Pet
A = 5000e0-110
A =13591.41 kuna

2P = Pt
In2 =0.1t
t = 6.93 godina

Graf funkcija

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
oA
Inf#1}= Plot[{5000% (1+0.1/4)~(4t), 5000+e* (0.1t)}, {t, O, 20}, Axeslabel » {t[god], A[kn]},
Plotlegend= » "Expressions"]
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Primjer 2.37 Odredena vrsta bakterije koja raste na kuhinjskoj radnoj plohi udvostrucuje se svakih 5
minuta.

1.

2.

Odredite jednadzbu modela rasta bakterija.

Uz pretpostavku da razmnoZavanje pocinje od jedne bakterije, odredite iznos parametra k iz jed-
nadzbe.

3. Izracunagte koliko bakterija ce biti prisutno nakon 74 minute.
4. Nacrtagte graf funkcije i odredite domenu i sliku funkcije. Komentirajte rast/pad funkcije.
Rjesenje.
1. Model je y = yoe®t, gdje je yo broj bakterija u trenutku t = 0.
2.2=1-¢€"
In2 = Ine*
In2 = 5k - Ine

k= —1n52 min
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3. y=1-%7
4oy=2%

y = 28 526.2 bakterija.

5 D=R, slika R={yeR:y>0}

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injg1}= Plot[1+e” (0.139t), {t, 0, 90}, AxesLabel - {t[min], y}] T

20000 [
outj1}= 40000 |

20000 |

L t{min)
20 40 80 30

theme... labels... axes~ imagesize ¥ more.. (2 =1 = Q

100% =

Primjer 2.38 Graf funkcije u formi Q (t) = B — Ae™* gdje su A, B i k pozitivne konstante, cesto se
naziva krivulja uéenja. Psiholozi su otkrili da za t > 0 funkcije ovog oblika c¢esto realno modeliraju odnos
izmedu efikasnosti s kojom pojedinac izvriava zadatak i kolicinom vremena za ucenje ili iskustva koju
pojedinac ima. Pretpostavimo da je postar u velikom gradu procijenio da nakon t mjeseci na radnom
mjestu, prosjecni sluzbenik moze sortirati Q (t) = 600 — 350e~""* posiljaka na sat.

>
2

1. Izracunajte koliko posiljaka moZe sortirati novi sluzbenik?
2. Izracunajte koliko posiljaka moze sortirati sluzbenik koji radi 6 mjeseci?
3. Izracunajte koliko ée priblizno posiljaka sortirati prosjecni sluzbenik po satu?
4. Nacrtagte krivulju ucenja i komentirajte graf.
Rjesenje.
1. Q(0) =600 — 350270 = 600 — 350 = 250
2. Q(6) = 600 — 350e =076 = 594.75 ~ 594

3. Kako se vrijeme povecava, prosjecni sluzbenik moze sortirati priblizno 600 posiljaka po satu.
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4. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

|n7e= Plot[600 - 350+e~ (-0.7t), {t, 0, 10}, Axeslabel - {t[mjesec], W}] ill
N
800

550 f
500
Out[7sl=
450 [

400 |

L L L L {{mjesec)
2 4 6 g 10

theme_..  labels...  axes > imagesize * more... (2 = =] o

100% + .

Primjer 2.39 Sirenje epidemije moze se modelirati logistickom jednadzbom.:

K

N = 3 gem

gdje je t vrijeme u tjednima, K nosivi kapacitet sustava, a parametar A se racuna kao razlika maksi-
malnog kapaciteta K i pocetne populacije Ny, podijeljena s Ny. Epidemija se Siri gradom ¢ija rizicéna
populacija broji oko 60000 osoba. U pocetnoj fazi je 50 zaraZenih osoba, a nakon 4 tjedana broj zaraZenih
popeo se na 400.

1. Izracunajte nakon koliko ¢e vremena biti zaraZena polovica riziéne skupine.

2. Nacrtajte graf funkcije i komentirajte rast/pad funkcije.

Rjesenge.
1. A= Eho — 8000050 — 1199
N (t1) = =
_ 60000
1000 = 1+1199e— 4k
1+ 1199e~** = 60
e—4k — 59
119
—4k = Inp355
k= 0.7529
N{t)=—E+
1+Ae—kt
30000 = 157020

TF1199e—07529%

1+ 1199¢ 07529 = 2
07529t _ 1

1199
—0.7529¢t = —In 1199
t = 9.4 tjedana.

2. Funkcija je rastuca.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

4~
In7e}= Plot[60000/ {1+ 1199 e~ (-0.7529t)), {t, 0, 20}, Axeslabel » {t[tjedan], N},
PlotRange - Full]

N
20000 |
50000 F
0000 F
GuTEF anpon |
20000 ¢

10000 |

t{tiedan)
5 10 15 20
theme_.. | labels... | axes ~  imagesize *  more... (2 = [S] X
o v
100% «

Primjer 2.40 Stanovnistvo jedne driave raste u skladu s modelom N(t) = 18e%°%5 gdje je t vrijeme
u godinama, a N(t) broj stanovnika u milijunima.

1. Ako sa t = 0 oznacimo pocetni trenutak mjerenja (danasnji trenutak), izracunajte pocéetnu vrijed-
nost broja stanovnika.

2. Koliko ée stanovnika ta drzava imati za tri godine?
3. Za koliko ée se godina stanovnistvo te drzave udvostruciti? Koliki je to porast u postocima?

4. U Wolframovoj Mathematici nacrtajte graf funkcije. Komentirajte rast funkcije i presjek grafa s
osi ordinata.

Rjesenje.
1. N(0) = 1820050 = 18¢0 = 18 - 1 = 18 milijuna
2. N(3) = 1820953 = 18.27 milijuna

3. N(t) = 1820005t = 2.18. Dakle, rjesavamo eksponencijalnu jednadzbu 18e%-9%%t =2 .18

0005t _ o
In 2095t = 1n 2
0.005t = In 2

t=

B2 = 138.63 godina
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File Edit Inset Fermat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[18+E* (0.005+t) = 2418, t]

Solvesifun: Inverse functions are being used by Solve, so
some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. ==

[it 3 138.6293)

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[18+EA (0.005+t), {t, 0, 500}]

L ' i
100 200 200 400 500

Funkcija raste na cijeloj svojoj domeni. Presjek grafa s osi ordinata je zapravo tocka (0,18), tj.,
u pocetnom trenutku t = 0, broj stanovnika je 18 milijuna.

Primjer 2.41 Prodaja nekog proizvoda opisana je logistickom funkcijom Y (t) = %, gdje je Y

koli¢ina prodaje, a t vrijeme u tjednima.

1. Ako s t = 0 oznacimo pocetni trenutak mjerenja (danasnji trenutak), izracunagte pocetnu vrijed-
nost prodage.

2. Kolika ¢ée prodaja biti za tri tjedna? Izracunajte to povecanje u odnosu na trenutak t = 0 u
postocima.
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3. Nacrtajte graf funkcije i komentirajte.

Rjesenje.

1. Y(O) — 100 _ 100  _ 100 _ 9

14+49¢—0.4:0 1449-1 50

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-
£[£ ] :=100/ (1+49+EA (-0.04%£))
£101 il
2. i
100% =

2. Vrijednost funkcije

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

£ ] :=100/ (1+49+E* (-0.04%1))

flo] ]-
2. ﬂ_l:
3] ]

2.2492¢6

Dakle, Y (3) = a2 7 = 2.24926. Promjena u postocima je % -100% = 2:24920=2.

1+49¢—0-4
100% = 12.4629%.

3. Graf funkcije

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

-
Plot[100/ (1+494+E~ (-0.044%)), {t, O, 500}] J

100 |

80

&0

40

I

100% = .
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Karakteristicno za logisticku funkciju je da ona najprije strmo raste, a od odredenog trenutka sve
sporije i sporije. KaZemo da model ispocetka pokazuje rastuce, a onda opadajuée prinose.

Primjer 2.42 Uteg objesen na oprugu titra pod utjecajem elasticne sile. Pocetna amplituda titranja
je b centimetra, period titranja 2 sekunde. Zbog djelovanja sile otpora zraka uteg ée se makon nekog
vremena zaustaviti. Ako je sila otpora proporcionalna brzini gibanja utega za sluc¢aj slabog prigusenja
odredite:

1. vremensku promjenu amplitude titranja za faktor prigusenja § = 0.7 s=% (prikaZite graficki).
2. nakon koliko vremena ée amplituda pasti na 1/3 pocetne vrijednosti

3. odredite omgjer dviju susjednih amplituda koje se vremenski razlikuju za period titranja, te logari-
tamski dekrement prigusenja.

Rjesenje.

1. Rjesenje jednadzbe priguSenog titranja za slucaj slabog prigusenja pokazuje da je amplituda titra-
nja: A(t) = Age 8t = 0.7t
Graficki prikaz je:

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inf3= Plot[S+e* (-0.7t), {t, O, 10}, AxeslLabel » {t [s], A[cm]}, PlotRange - Full] :l_

Afem)

al
Out[a}=

L L #s)
2 4 8 ] 10

theme... labels... axes ~ imagesize = more.. (& =1 = L]
o0 <
2. Vrijeme titranja: e %t = #, t = —% -In ’t‘(z). Amplituda ée pasti na 1/3 pocetne vrijednosti
nakon t = 1.57 sekundi.
3. Omjer dviju susjednih amplituda koje se vremenski razlikuju za period titranja T : % =0T =
4.06.
Umnozak 6 - T = X\ naziva se logaritamski dekrement priguSenja. Vrijedi relacija: X = 6 - T =
In %. U ovom sluc¢aju A\ = 1.4.

Primjer 2.43 Atmosferski tlak se mijenja s nadmorskom visinom. Za izotermnu atmosferu tlak p je
funkcija nadmorske visine h i moze se pokazati da je (uz pretpostavku da se g ne mijenja):

p(h) =po - e7o ",

Uz pretpostavku da je temperatura atmosfere stalna (izotermna atmosfera) odredite:
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1. owisnost atmosferskog tlaka o nadmorskoj visini

2. wvisinu na kojoj je atmosferski tlak 0.5pg.
Rjesenje.

1. Za izotermnu atmosferu tlak p je funkcija nadmorske visine h
—ro.
p(h) =po - e 7o I
Pri normiranoj temperaturi i tlaku (0°C, py = 101325 Pa) gustoéa zraka je p = 1.293 kg/m3.

Uvrstavanjem numerickih vrijednosti p(h) se moze napisati kao: p(h) = pg - e~ 95,
Graficka ovisnost p(h)/po:

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf3g:= Plot[e* (-h/7990), {h, O, 20000}, Axeslabel + {[h [m], p/Po}] ]-

Outjagj= 0.6

L L L L him)
5000 10000 15000 20000

theme... labels... axes~ imagesize ™ more.. (2 = =l L

100% «

2. Visinu na kojoj je tlak jednak 0.5pg odredit éemo iz ovisnosti p(h): 0.5py = pog - 6_%, h =
—7990 - In(0.5) = 5538 metara.

—Qax

Primjer 2.44 Intenzitet svjetlosti u staklenom optickom vlaknu opada s udaljenosti kao I (x) = Ipe
Iy je intenzitet na ulazu u viakno (x = 0), « je koeficijent apsorpcije. Odredite ovisnost intenziteta %
svjetlosti o udaljenosti za opticko vlakno u kojem intenzitet na udaljenosti 3 kilometara opadne za 50%.

Rjesenje.

Potrebno je prvo odrediti koeficijent apsorpcije a. Na udaljenosti 3 kilometara intenzitet je 0.51y pa
je: 0.5I = Ipe™*®, a = 3993 = 0.231 km ™.
I(z) _ —0.231z
I, =¢ .
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inz7= Plot[e” (-0.231x), {x, 0, 10}, AxesLabel - {x[km], "I"/"I";}] il
|

Iy

1.0

0.8

oufaT | o

100% &

Primjer 2.45 Izotop olova 2°° Pb raspada se B-raspadom u izotop bizmuta 2% Bi koji je stabilan. Vri-
jeme poluraspada olova je 3.253 dana, a pocetni broj jezgara je 2 - 10°.

1. Odredite ovisnost broja jezgara 2°° Pb i 2% Bi o vremenu.

2. Koliki ée biti udio atoma 2% Bi nakon 12 dana ako je u pocetnom trenutku uzorak sadriavao samo
olovo?

Rjesenje.

1. Zakon radioaktivnog raspada daje ovisnost broja radioaktivnih jezgri o vremenu: N (t) = Noe™ ™,
Ny je broj radioaktivnih jezgara u pocetnom vremenu t = 0, A je konstanta radioaktivnog raspada.
Vrijeme nakon kojeg broj radioaktivnih jezgri padne na pola od pocetne vrijednosti naziva se vri-
jeme poluraspada T} /5. Konstanta raspada ovisi o vremenu T} /5:

No = —At 1 — In2
5 Nye pa je A Tis

Broj aktivnih jezgri 2°° Pb je N (t) = Noe ™ = 2 - 10°e~0:009t,

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In74= Plot[2+10A54+e” (-0.009 t), {t, O, 240}, AxesLabel » {t[dan], N}, PlotLabel - "Olovo"] il

Olovo

N
200000

150000

Out[T4=

100000

50000

t{dan)

50 100 150 200

theme... labels... axes ™ imagesize ™ more.. (2 = = (%]

100% ~
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Broj jezgri 2 Bi je Ng — N (t) = No(1 — e *) =2-10° (1 — ¢~ 0-0091),

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
_—
2= Plot[2+#10*5% (1 -e*~ (-0.009 t)), {t, O, 240}, AxesLabel » {t[dan], N},
PlotLabel - "Bizmmt"]
Bizmut
N
150000
Cut[T3= 100000
50000 |
. . . . t{dan}
50 100 150 200
theme... labels... axes~ imagesize ™ more.. (2 = = L%
S w
100% «

2. Konstanta raspada je A = 0.009/h pa ée nakon 12 sati broj atoma 2°° Bi biti: N = 2-10° (1 — 6_0‘009'12) =
0.2-10°.

Primjer 2.46 Intenzitet gama () zracenja pri prolazu kroz materijale se smanjuje kao: I (x) =
Tpe 1 gdje je Iy intenzitet na ulazu w materijal (x = 0), p je linearni koeficijent priguSenja. Vri-
jednosti linearnog koeficijenta priguSenja za zrak, vodu i olovo u ovisnosti o energiji v zracenja dane su

u tablici:
Energija | 100 keV 200 keV 500 keV
Zrak 0.0002 cm ™! 0.00016 cm ™1 0.0001 cm™1!
Voda 0.167 cm~ ! 0.136 cm ™! 0.097 cm~!
Olovo 59.7 cm ! 10.15 cm ! 1.64 cm~!
Odredite:

1. I/Iy u ovisnosti o debljini sloja materijala kroz koje je proslo v zracenje za razlicite vrijednosti
energija (graficki prikaZite).

2. debljinu poluapsorpcije za sve slucajeve iz tablice. Debljina poluapsorpcije je udaljenost dio na
kojoj intenzitet padne na 0.51.

Rjesenje.

7 L&) _ —pm
T
Trak: %ﬁ) — —0.0002z

I() _ ,—0.00016z I(z) _ ,—0.0001x
o o

) )
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X
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
inz5}= Plot[{e” (-0.0002 x) , e* (-0.00016 x) , e (-0.0001 x}}, {x, O, 14000}, Y
PlotLegends - {"100keV", "200keV", "300keV"}, Axeslabel = {x [cm], "I"/f"I";},
PlotLabel + "Zrak"] ]
Zrak 3
|
o
10
G — 100keV
omssE gg — 200keV
—— 300keV
0.4
0zp
. . . . . . L x{em)
2000 4000 8000 8000 10000 12000 14000 1]
e | & H o .
100% ~
I — I — I —
Voda: L&) _ o—0.167 I(x) _ ,—0.136c I(¥) _ ,—0.097c
Iy [ £ [ 1

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inf57;= Plot[{e” (-0.167 x), e* (-0.136x), e* (-0.097 x)}}, {x, 0, 40}, &
PlotLegends » {"100keV", "200keV", "300keV"}, AxesLabel » {x [em], "I"/"I"g},
PlotLabel » "Voda"] ]
Voda i
I
Ip
1.0
e — 100keV
OutlsTE g8 —— 200keV
— 300keV
0.4
0z
e 0 v
100%
I(x — I(x — I(x —
Olovo: 18 _ o=59.7z I(x) _ ,—10.150 I(z) _ —1.64z
IO ’ IO ’ IO
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inf5e1= Plot[{e” (-59.7x), @A (-10.15x), e (-1.64x}}, {x, 0, 1.2},
PlotLegends - {"100keV", "200keV", "300keV"}, AxesLabel -» {x [cm], "I"/"I"g},
PlotLabel -» "Olowvo"]

Olovo

— 100keV
—— 200keV
—— 300keV

\
outE8l= gell |

9 v
100% «

2. Debljina poluapsorpcije je udaljenost dy /o za koju vrijedi: I (x) = 12—0 = loe™, & =dy /5 = In2/p.

100 keV 200 keV 500 keV
Zrak 3466 cm 4332 cm 6931 cm
Voda 4.15 cm 5.10 cm 7.15 cm
Olovo 0.012 cm 0.068 c¢m 0.42 cm

1z grafickog prikaza ovisnosti intenziteta vy zracenja o debljini sloja materijala kroz koje je zracenje
proslo vidimo da intenzitet znacajno ovisi o energiji izvora. Dubina prodiranja zracenja raste s
energijom. Analiza rezultata pokazuje da zrak slabo prigusuje zracenje dok je voda daleko bolji
apsorber. Olovo ima veliki koeficijent apsorpcije i zbog toga sluzi kao $tit oko radioaktivnih izvora.

Primjer 2.47 Termistori su otpornici napravljeni od poluvodica ili metalnih oksida, kojima se otpor
znacajno mijenja s temperaturom, pa su pogodni za mjerenja i zastitu elektronickih sklopova. Jednoj
vrsti termistora NTC' (negative temperature coefficient) otpor pada s porastom temperature po formuli
R(T) =A- et . Otpor termistora na temperaturi 25°C je Ry = 2000 Q, a konstanta B = 3500 K
(uzmite da je temperatura T(K) = 273 +t°C). Odredite:

R(T)
R

1. graficki prikaz funkcije B

za podrucje temperature od —50 do 150°C

2. pomocu grafa izracunajte vrijednosti otpora kod 50°C, 100°C 4 150°C.

Rjesenje.

1 B 3500(h—gbg) _ 220w

Grlczﬁéki prikaz funkcije:
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf122;= Plot[e” (3500 ((1/ (t+273)) - (1/298))), {t, -50, 150}, AxeslLabel » {t [°C], R/Ri}, 1
PlotRange - Full]

Out[182}=

t L H7C)
-50 50 100 150

theme... labels... axes~ imagesize ~ more.. (& 3 (S]] e

2. Ocitane vrijednosti otpora su: R(%:C) = 0.402 pa je R(50°C) = 804 ; R0 _ 0,094 pa je

Ry
R(100°C) = 188 Q; ZUXC) = 0,031 pa je R(150°C) = 62 Q.

Primjer 2.48 RC krug se sastoji od baterije napona Vo = 3 V serijski vezane s otpornikom otpora
R =5 Q i kondenzatorom kapaciteta C' = 300 pF (slika). U pocetnom trenutku t = 0 prekidaci Py i Py
su otvoreni © na kondenzatoru nema naboja.

P
~N o

Odredite:
1. owisnost naboja o vremenu pri nabijanju i izbijanju kondenzatora, ovisnost prikaZite graficki

2. ovisnost napona na kondenzatoru o vremenu pri nabijanju i izbijanju kondenzatora, ovisnost
prikaZite graficki

3. owvisnost struje o vremenu pri nabijanju i izbijanju kondenzatora, ovisnost prikaZite graficki.

Rjesenge.

Ako zatvorimo prekidaé Py (prekidac Py je otvoren), kondenzator se nabija do maksimalnog napona
koji je dan elektromotornom silom FE = Vy. Prema drugom Kirchhoffovu zakonu u svakome trenutku
vrijedi:

Vo — IR — % =0, gdje je I trenutacna jakost struje, a Q trenutacni naboj na kondenzatoru. U gornju

: ; o T - AQ.
Jednadzbu uvrstimo izraz za struju I = 35

A = ~7e (@ - 0.
Rjesenje ove jednadzbe je:

t

Q(t) = V()C(l - e_W) =VoC + Qoe_%'
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Ako nakon nabijanja kondenzatora otvorimo prekidac¢ Py i zatvorimo P, dolazi do izbijanja konden-
zatora. Drugi Kirchhoffov zakon za novonastalu petlju glasi: IR + % = 0, wvrstimo li 1zraz za struju

jednadzba glasi: % = —R%.

Rjesenje ove jednadzbe je eksponencijalna ovisnost kolic¢ine naboja o vremenu: Q(t) = Qoe~7e . Vire-
menska konstanta za dani RC sklop je T = RC.

1. Graficki prikaz vremenske ovisnosti i koli¢ine naboja na kondenzatoru:
Pri nabijanju kondenzatora: Q(t) = VoC(1 — e~ A ) = 3-300(1 — e~ 53m0 ).
Vremenska konstanta v ovom slucaju u milisekundama iznosi T = RC = 5-300-1076 = 15.107% s =
150 ms. Vidimo da je za graficki prikaz pogodno odabrati vrijeme u milisekundama ms.
Qt)=9-10"*. (1 —e 10).
Za prikaz ovisnosti naboja u vremenu odabrali smo vrijeme w intervalu (0 — 1000) ms.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
|n7El= Plot[9+104 (-4) = (1-eA (-t/150)), {t, 0, 1000}, Axeslabel » {t [ms], Q[C]}] il 2
alc) 3
0.0008 |
o.oo0s |
Out{T5}=
0.0004
0.0002
L L L L L f{ms)
200 400 800 200 1000
theme... labels... axes ™ imagesize ™ more... (2 =1 = ] v
100% =«

Pri izbijanju kondenzatora: Q(t) = VoC -e e =3-300 e 5300) =9-107* . ¢~ 150

File Edit Insert Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help

Inf183;= Plot[9#10A (-4) #&A (-t/150), {t, O, 1000}, Axeslabel » {t [ms], Q[C]}, ]
PlotRange -+ Full]

Qlc)

0.0008 H

0.0008

Out{183}=

0.0004 1

0.0002

— f[ms)
200 1000

__ w
100% =

2. Owisnost napona na kondenzatoru o vremenu pri nabijanju i izbijanju kondenzatora:

Pri nabijanju kondenzatora: V(t) = %t) =Vo(l—e "), V(t)=3-(1—e 10) V
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[77i= Plot[3+ (1-e* (-t/150)), {t, O, 1000}, Axeslabel - {t [ms], V[V]}] 1] >

v(v) 3

3.0
251

20

ouT=  f

05t

L L #{ms)
200 400 800 200 1000

theme.. | labels._.  axes ~  imagesize ~ more... | (2 = = Qv

Pri izbijanju kondenzatora: V(t) = Vo -e 7o, V(t) =3-e 10 V

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
in[iz4= Plot[3#+e* (-t/150), {t, O, 1000}, Axeslabel - {t [ms], V[V]}, PlotRange - Full]

viv)
30

Out]184]=

3. Quisnost struje o vremenu pri nabijanju i izbijanju kondenzatora

Pri nabijanju kondenzatora: I(t) = AA—? = -5 (Q-WC) = Vﬁe*R*tC, I(t) = Vﬁe*% =3 ~ 150,

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

jnjiz5)= Plot[(3/5) +e~ (-t/150), {t, 0, 1000}, AxesLabel » {t [ms], "I"[A]}, PlotRange - Full] 1

1(4) E

05
04
out1sl oo
02

01
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Pri izbijanju kondenzatora struja ima istu ovisnost kao kod nabijanja kondenzatora: I1(t) =
%e‘ﬁ = %e‘ﬁ.

2.4 Modeliranje logaritamskom funkcijom

Primjer 2.49 Zadana je funkcija za odredivanje pH vrijednosti materije koja se temelji na koncentraciji
vodikovih iona H+ :
pH = —log (H+)

1. Izracunajte kolika ée biti pH vrijednosti materije ako je koncentracija vodikovih iona 0.001¢

2. Nacrtajte graf funkcije uz pomoé racunala te komentirajte njezin rast/pad i presjek grafa s osi
ordinata. Odredite domenu i sliku funkcije, te komentirajte, ako znate da je pH vrijednosti materije
iz intervala [0, 14].

3. Odredite pravac kojem se graf funkcije pribiZava za velike vrijednosti funkcije. Taj pravac nazivamo
asimptotom funkcije.

Rjesenge.
1. pH = —log (H+) = —log[0,001] = — (-3) =3

2. Funkcija pada poveéavanjem broja vodikovih iona.

3. Matematicki domena logaritamske funkcije je RT. Slika funkcije mora biti R = {y € R|0 <y <
14} 2bog smislenih vrijednosti pH. Prema tome domena je onda interval [10~14, 1].

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-
Inj45):= Plot[-LoglO[H,], {H., 0, 0.01}, Axeslabel » {H,, pH}, PlotRange -» Full] ]
pH
10
st
Out{46= @
4¥,‘
coogmm oy e oy o P Lo
0.002 0.004 0.008 0.008 0.010 1
theme... labels... axes~ imagesize ™ more... (2 = S a
o v
100% ~

4. Asimptota je x = 0.
Primjer 2.50 Prikazana je formula za izracun magnitude potresa:
1
M =log —
&g

gdje je I intenzitet potresa dobiven seizmografom koji mjeri pomak tla odnosno amplitudu udaljenu 100
kilometara od epicentra potresa, te je S intenzitet ” ‘standardnog potresa”’ ¢ija je amplituda 1lum = 1076



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

2.4. MODELIRANJE LOGARITAMSKOM FUNKCIJOM 147

metara. Omjeri jacine potresa u Richterovoj ljestvici nisu usporedni s brojéanim iznosom ljestvice veé
poveéanje broja indicira 10 puta jaci intenzitet.

1. Izracunajte magnitudu standardnog potresa i komentirajte rezultat.

2. Na pocetku stoljeca u San Franciscu je zabiljeZen potres od 8.3 prema Richterovoj skali. U istoj
godini u Juznoj Americi je zabiljeZen potres koji je bio cetiri puta jaci. Izracunajte magnitudu
potresa u Juzinoj Americi.

3. Nedavno je u San Franciscu zabiljezen potres od 7.1 Richtera. Izracunajte koliko je jaci bio potres
u San Franciscu iz podzadatka (2).

4. Seizmicki val iz podzadatka (3) imao je period 3.6 sekundi. Ako je izmjereno slabljenje valova do
6.5 Richtera, koliko je iznosila amplituda vala? Problem mozZemo modelirati sljede¢om jednadzbom:

M = log% +S
gdje je M magnituda, A amplituda vala, T period vala, a S iznos slabljenja vala.
Rjesenge.
1. M =logL =logZ =1logl =0

2. Mgp =loglgr =83
Ija=4lsr
Mja =loglia =logsr = logdIsp — logS = logd + logIsr — logS
M4 =logd + logisF =logd + 8.3 = 8.9

3. 83 =logl , 7.1 =1log
log%1 — log%2 =83-T.1
logl; — logS —logls +logS = 1.2
log% =1.2
L =10" = 15.8489 ~ 16

A
4. M = logTA—F S
7.1 =logs5 +6.5
log s = 0.6
A .
A= 100 6
A =14.33 pym = 0.001433 cm

Primjer 2.51 Kad potrosac¢ kupuje odredeni proizvod onda osjeca odredeno zadovoljstvo. To se zado-
voljstvo mjeri funkcijom korisnosti koja ovisi o kolicini kupljenog proizvoda. Jedan od nacina modeli-
ranja korisnosti je i logaritamska funkcija. Pretpostavimo da je zadovoljstvo kupca uslijed posjeta kinu
modelirano funkcijom w(x) = lnx, gdje je x broj posjeta kinu, In prirodni logaritam, a u oznaka za
korisnost.
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1. Izracunajte korisnost kupca ako je broj posjeta kinu jednak 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 1 10.

2. Za svako povecanje broja posjeta kinu, izracunajte poveéanje korisnosti kupca. Sto primjecujete?
Ekonomski komentirajte.

3. Nacrtajte graf funkcije korisnosti i komentirajte graf nastavno na zakljucak iz (2).
4. Koliko puta kupac treba oti¢i u kino da bi korisnost bila veéa od 57
5. PrikazZite broj posjeta kinu kao funkciju korisnosti.
Rjesenge.
1. Racunamo u(1l) =In1 =0, u(2) =1In2 =0.6931, ..., u(10) = In10 = 2.3026.

3 Primjer.nb - Wc r
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Table[lLog[x], {x, 1, 10, 1}]

{0, Log[2], Log[3], Log[4], Log[5], Log[6], Log[7], Log[8], Log[9], Log[10]}
N[{D, Log[2], Log[3], Log[4], Log[5], Log[6], Log[7], Log[B], Log[9], Log[10]}]

{0., 0.6931471805599453, 1.0986122886681098, 1.3862943611196906,
1.6094379124341003, 1.791759469226055, 1.9459101490553132, 2.0794415416798357, |
2.1972245773362196, 2.302585092994046} W

Koristeéi naredbu ListLinePlot, v Wolframovoj Mathematici moZemo spojiti te tocke s po dijelo-
vima linearnom funkcijom:

File Edit Insert Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help

ListLinePlot[{0, Log[2], Log[3], Log[4], Log[5], Log[6e], Log[7], Log[8],
Log[9], Log[10]}]

Out[18}=

100% =
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2. Vel iz grafa pod (1) mozemo zakljuciti kako korisnost raste, ali sve sporije i sporije. Da bismo se
u to wyjerili, racunamo w(2) —u(1), u(3) —u(2), ..., u(10) —u(9).

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Table[Log[x+ 1] - Log([x], {x, 1, %, 1}]

in2zp= {Log[2], -Log[2] + Log[3], -Log[3] + Log[4], -Log[4] + Log[5], -Log[5] + Log[6],
-Log[6] + Log[7], -Log[7] + Log[8], -Log[&] + Log[3], -Log[9] + Log[10]}
N[{Log[2], -Log[2] + Log[3], -Log[3] + Log[4], -Log[4] + Log[5],
-Log[5] + Log[6], -Log[6] + Log[7], -Log[7] + Log[&], -Log[8] + Log[3],
-Log[9] + Log[10]1}]

out[zz}= {Logl2], -Log(2] +Log[3], -Log(3] +Log[4], -Log[4] + Log(3], -Log[3] + Log[&],

-Log[6] +Log[7], -Log[7] + Log[&], -Log(8] +Log[9], -Log[3] = Log[10]}

oufz3= [0.693147, 0.405465, 0.287682, 0.223144,
0.182322, 0.154151, 0.133531, 0.117783, 0.105361)

Mozemo primijetiti da su porasti funkcije korisnosti sve manji i manji. Tu pojavu zovemo opa-
dajucim prinosima u ekonomiji. Dakle, kad je broj posjeta kinu mali, svaki novi odlazak povecava
znacagno korisnost kupca. No, za veliki broj posjeta kinu, svaki novi posjet povecava korisnost, ali
ne u mjeri kako je to bilo na pocetku kad je broj posjeta kinu bio mali.

3. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[Log[x], {x, O, 15}]

Out[24]=

100%

Ukoliko je broj posjeta kinu 0, korisnost je jako niska (tezi u —o0). Za jedan posjet kinu, korisnost
je 0. Za svaki sljedei posjet kinu, korisnost raste, ali sve sporije i sporije (krivulja je polegnutija).
Iz (2) znamo da se ta pojava zove opadajui prinosi.

4. Matematicki, treba rijesiti nejednadzbu u(x) > 5, tj., Inz > 5. Iz Inx =5 slijedi da je v = e° =
148.41, pa iz c¢injenice da je logaritamska funkcija rastuca na cijeloj svojoj domeni, zakljucujemo
da je korisnost veéa od 5 ukoliko je broj odlazaka u kino veéi ili jednak od 149.

5. Matematicki, moramo pronaéi inverz funkcije u(z) = Inx. Slijedi da je v = e“®). Zadatak (4)
mozemo rijesiti koristeci inverznu funkciju tako $to éemo racunati x = e**) zq u(z) =5, t.,
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xr = e’ =148.41.

Primjer 2.52 Funkcija korisnosti odlazaka u kino za Ivana je u(x) = 10In(z + 1), a za Anu u(z) = z,
gdje je x broj odlazaka u kino.

1. Komentirajte prinose za obje funkcije korisnosti.
2. Graficki prikazite obje funkcije korisnosti na istoj slici.
3. Za koje je brojeve posjeta kinu zadovoljniji Ivan, a za koje Ana?

Rjesenje.

1. Da bismo komentirali prinose, potrebno je izracunati porast korisnosti za jedinié¢nu promjenu
varijable x. Za Ivana to izgleda ovako:

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

fable[10+Log[x+1], {x, 0, 10, 1}]

{0, 10 Log[2], 10 Lag[3], 10 Log[4], 10 Log(5], 10 Log[6&],

10 Log[7], 10 Log[8], 10 Log[9], 10 Log([10], 10 Log[11]}

N[{0, 10 Log[2], 10 Loeg[3], 10 Log[4], 10 Log[5], 10 Log[6], 10 Log[7],
10 Log[8], 10 Log[9], 10 Log[10], 10 Log[11]}]

i0., €.93147, 10.9861, 13.8625, 16.0944,
17.%176, 15.4591, 20.7944, 21.5722, 23.0259, 23.5875}

ListPlot[{0., 6.93147, 10.9861, 13.8629, 16.0944, 17.9176, 19.4591,
20.7944, 21.9722, 23.0259, 23.979}]

100% «
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Iz numerickih vrijednosti, ali i iz grafa, zakljucujemo da Ivanova korist raste s porastom broja
posjeta kinu, ali sve sporije i sporije. Korisnost pokazuje opadajuée prinose.
Za Anu, to izgleda ovako:

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Table[x, {x, 0, 10, 1}]

0,1, 2,3, 4, 5, 6 7, 8 9, 10}

ListPlot[{D, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}]

Iz numerickih vrijednosti, ali i iz grafa, zakljucujemo da Anina korist raste s porastom broja

posjeta kinu i to linearno. Tj., za svaki novi posjet kinu korisnost poraste za 1. Korisnost pokazuje
konstantne prinose.

2. Nacrtat éemo grafove za razli¢ite intervale varijable x.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Plot[{10+Log[x+1], x}, {=x, O, 10}, PlotLegends » "Expressions"] J i
254+
20F
15+
— 10log{x+1)
Out[25}=
10+ =
1
L I L L I
2 < (& g 10
N7 LT
100% =~
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{10% Leog[x+ 1], x}, {x, 0O, 50}, PlotLegends » "Expressions"]

50

— 10log(x+ 1)

—_— X

Out[28}=

3. Iz gornjeg grafa je vidljivo da su korisnosti jednake u ishodistu, dakle za x = 0, te iznose 0.
Racunamo koordinate drugog sjecista ovih dviju krivulja. U tu svrhu, potrebno je rijesiti sljedecu
jednadzbu: 10In(x 4+ 1) = x.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[lDxLog[x+1] =x, x]

Solvesifun: Inverse functions are being used by Solve, so
some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information, =

+{x—30}, {x=+-1-10 ProductLog -1, -

N[{{x—a 0}, [X-i -1-10 Prwﬂc‘t]‘og[_l' "o zlxlﬂ]}]]

J
]
!
3

i{{x30.}, [x336.1495}}

Dakle, za broj posjeta od 1 do 36, Tvanovo zadovoljstvo je vece jer je graf njegove funkcije korisnosti
iznad grafa Anine korisnosti. Od 37. posjeta nadalje, Anino zadovoljstvo je vece.

Primjer 2.53 Zadana je kolicina proizvodnje jednog poduzeéa na sljedeéi nacin:
QK)=lhK

gdje je Q kolicina proizvodnje, a K je koli¢ina kapitala.
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1. Za koje je kolicine kapitala ova funkcija proizvodnje definirana?
2. Izracunagte proizvedenu kolicinu na razini kapitala K = 5.
3. Graficki prikaZite funkciju kolicine proizvodnje. Komentirajte prinose.

4. Ukoliko je jediniéna prodajna cijena proizvoda 100, a jedinicni trosak kapitala 25, izvedite funkciju
dobiti kao funkciju kolicine kapitala. Graficki je prikaZite.

5. Izracunajte tocku pokrica i komentiragte.
Rjesenje.
1. Kao prvo, argument logaritma mora biti pozitivan. Dakle, K > 0. Takoder, kolicina proizvodnje

je nenegativna velicina, pa matematicki rjieSavamo jednadzbu Q(K) > 0, tj. In K > 0. Pomodi
éemo se ukoliko funkciju prikazemo graficki.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[Log[K], {K, 0.01, 10}]

Da bismo rijesili nejednadzbu In K > 0, rjeSavamo jednadzbu In K = 0. Slijedi da je K = 1.
Zakljucujemo da je In K > 0 za K > 1. Dakle, ova funkcija proizvodnje je definirana za K > 1.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[Log[E] =0, K]

(K11}

2. Q(5) = In5 = 1.6094

3. Funkcija pokazuje opadajuée prinose.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[Log[K], {K, 1, 50}]

4. Dobit je jednaka razlici ukupnog prihoda i ukupnih troskova. Prihod je jednak umnosku jedinicne
cijene i kolicine proizvoda, a trosak je jednak umnosku jediniénog troska i kolicine kapitala. Dakle,
dobit kao funkcija kolicine kapitala je: D(K) =100 Q(K) — 25K = 100Iln K — 25K.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Plot[100+ Log[K] - 25 K, {K, 1, 10}]
40 -
LR
/:Z
10
10 |
20
100% «

5. Poduzeée je profitabilno kad je dobit pozitivna. Dobit je pozitivna izmedu dvije nul-tocke koje
predstavljaju tocke pokrica. Da bismo izracunali tocke pokrica, rjesavamo jednadzbu: 1001n K —
25K = 0.



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

2.4. MODELIRANJE LOGARITAMSKOM FUNKCIJOM 155

File Edit Inset Format Cell !aphi&s Evaluation Pa!s Window Help

Eolve[100+ Log [K] - 25K = 0, K]

Solvesifun: Inverse functions are being used by Solve, so
some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. =

= ¢ogh - 1797
11K =+ -4 ProductLog —‘—1 ty, 1K =3 -4 ProductLog|-1, —:1 b

N[{{K—; _a Productl_og[_—i]}, {K—; _a ProductLog[—l, -i]}}]

™|

[{K-1.42061}, {K38.61317}}

100%

Primjer 2.54 Raketa pocetne mase 3000 kilograma lansirana je iz mirovanja vertikalno uvis. Brzina
izbacivanga plinova u odnosu prema raketi je 3000 m/s.

Odredite:

1. ovisnost brzine rakete o masi rakete v(m) ako se zanemari gravitacijska sila, graficki prikazite
ovisnost (masa rakete bez goriva m, = 200 kg)

2. za koliko ée se smangiti masa rakete u trenutku kada dosize prou kozmicku brzinu (v ="7.9 km/s)
3. kolika ¢ée biti brzina rakete u trenutku kada potrosi svo gorivo.
Rjesenje.

1. Raketa se giba tako da se izgaranjem goriva razvijaju plinovi koji izlaze kroz mlaznice rakete
velikom brzinom. Iz jednadzbe gibanja rakete moZe se izvesti izraz za brzinu (ako se zanemari
gravitacijska sila npr. u svemiru): v(m) = vo + v, In 72 vy je pocetna brzina rakete, v, je brzina
plinova, mq je pocetna masa rakete.

Tijekom gibanja masa rakete se mijenja od poéetne mo = 3000 kg do konacéne m, = 200 kg (raketa
bez goriva). Pocetna brzina rakete je vy =0 m/s.
Graficka ovisnost v(m) = 3000 - In 22 dana je na slici:
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

injz41= Plot[3000# Log [3000/m], {m, 200, 3000}, AxesLabel » {m[kg], v[m/s]}] il

{2

8000 |
X{_

4000 |

Out[B4}=

2000

L L L L L mlkg)
1000 1500 2000 2500 2000 w

2. Masa rakete u trenutku kada dostiZe prou kozmicku brzinu v = 7.9 km/s je: m = mge’r =
215.5 kg.

3. U trenutku kada je raketa potrosila svo gorivo njezina brzina je 8124.15 m/s.

Primjer 2.55 Valovi zvuka su longitudinalni valovi koji se Sire u sredstvu. U plinovima su povezani
s periodiénim promjenama tlaka pri éemu se amplituda tlaka moZe izraziti kao Ap,, = vpwA (v je
brzina Sirenja zvuka, p je gustoca sredstva, w = 2w f, f kruzna frekvencija, A amplituda pomaka cestica
zraka). Intenzitet zvucnog vala (snaga/povrsina) je I = %vaQAQ. Uobicajeno je uvesti logaritamsku
skalu za izraZavangje intenziteta koju izraZavamo kao razinu buke: D = 10log % (Iy je intenzitet na
pragu ¢ujnosti). Odredite:

1. graficki prikaz ovisnost razine buke D o intenzitetu I za Iy = 1072 W/m? (granica cujnosti za
2uk frekvencije f = 1 kHZ). Za I uzmite vrijednosti (1012, 10711, 1071% 1072, 1078, 1077,
107%,107%, 1074, 1072, 1072, 1071, 1, 102) W/m?. Potrazite na internetu izvore koji daju takvu
razinu buke.

2. kolikom amplitudom titra zvuéni val s intenzitetom na pragu cujnosti (Iy = 1072 W/m?, frek-
vencija f = 1 kHz, gustoéa zraka p = 1.2 kg/m?, brzina zvuka v = 343 m/s)

Rjesenge.

1. Graf funkcije
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in145]= Plot[10%LoglO[I/ (104 (-12))], {I, 10+ (-12), 1042}, 4
AxesLabel » {"I"[W/m~2], "D"[dB]}, PlotRange - Full]

D{dB)

120

Out[148]=
100

80

W

T
L L L L L || .m]
20 40 60 80 100 \m?

theme... labels... axes~ imagesize ~ more... c = E (%]

Intenzitet I(W/m?) Razina buke D(dB) Tzvor buke

10-12 0 prag ¢ujnosti

10~ 10 treperenje lisca
10~10 20 Sapat

1077 30 zZamor

1078 40 radio

107 50 Tazgovor

107° 60 glasnigi razgovor
10—° 70 buka u prometu
10~% 80 usisavac za prasiny
1073 90 buka teskog kamiona
102 100 sirena

10! 110 motorna pila

1 120 rock koncert

102 140 avion

2. Iz izraza I = %vaQA2 dobijemo da je A =10~ metara. Vidimo da je uho izvanredno osjetljivo
na male pomake zrake tj. vrlo je dobar instrument za detekciju valova zvuka.

2.5 Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.1 Petar je motociklom krenuo u grad. Prve 2 minute vozio je stalnom brzinom od 10 m/s,
nakon toga je ubrzao stalnim ubrzanjem i nakon sljedeée 2 minute je dosegao brzinu od 20 m/s. U
sljedece 2 minute je naglo kocio i stao. Graficki prikazZite ovisnost brzine o vremenu.

Rjesenje.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf4}= Show[{Plot[1D0, {t, O, 120}, PlotLabels + Placed["v", Belowll, s
Plot[(1/12) £, {t, 120, 240}, PlotLabels » Placed["v,", Belowl],
Plot[-(1/6) t+60, {t, 240, 360}, PlotLabels » Placed["v:", Abovell} ,

PlotRange -+ All, Axeslabel - {t[s], v[m/s]}]

{J S

PO P O P U g P EC T P o LT et s
50 100 150 200 250 300 350

labels... axes ~ imagesize * background * more... (2 = = (%] o
100% «

I EE——
Prve 2 minute brzina gibanja je bila stalna i iznosila je 10 m/s. U sljedecée 2 minute gibanje je bilo
jednoliko ubrzano s ubrzanjem a = % = 1?2813 = 0.083 ms~2 pa je brzina v = at.

Brzina na kraju ubrzavanja iznosila je v1 = vg + a1t = 20 m/s. Kocenje je trajalo 2 minute pa je

usporavanje iznosilo a; = ﬁ—’; = 12;&? = 0.083 m/s?. Brzina pri usporenom gibanju je vo = vy — ast,
2 .
az = &% = ?Qgﬂgs =0.17 m/s? (zaokruzeno s 0.16).

Zadatak 2.2 Na temperaturi 0°C duljina Sipki napravijenih od razli¢itih materijala je jednaka 1 metar.
Graficki prikaZite ovisnost duljine Sipki o temperaturi u intervalu (0 — 100)°C ako su zadani koeficijenti
linearnog rastezanja materijala za éelik (6.7-1076/°C), bakar (16.6-1076/°C) i aluminij (25.0-1076/°C).
Uputa: promgjena duljine s temperaturom dana je izrazom L(t) = Lo (1 + at); Lo je duljina na 0°C, «
je koeficijent linearnog rastezanga, t je temperatura u 0°C.

Rjesenje.

L(t) =1 (1 + at) metara

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

- A
Inf2= Plot[{1 (1+6.7%10" (-6} %t), 1 (1+16.6%10"(-6)+%t), 1 (1+25.0%10"(-6)=x1t)},
{t, 0, 100}, Plotlabels - {"¢elik", "bakar", "aluminij"} , Axeslabel -» {t[C"], L[m]}]
L{m)
1.0025}
—leuminij
1.0020 |
==bakar
1.0015
Out[2}=
1o010b /
1.0008f \ialic
L L L L (o)
20 40 =1} 80 100 L4

100% ~ .

Zadatak 2.3 Toplinska vodljivost betona je 1.3 W/mK. Odredite:

1. owisnost toplinskog otpora o debljini betonskog zida ako se debljina zida moZe mijenjati od 1 cen-
timetra do 1 metra za povrdinu velicine 2 m?, prikaZite graficki.
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2. za koliko ce se promijeniti toplinski gubitak ako se s unutrasnje strane zida debljine 30 centimetra
stavi cementna Zbuka debljine 4 centimetra (A = 0.8 W/mK)? Temperatura u prostoriji je 22°C,
a vangjska temperatura 0°C.

Rjesenje.
1. R=

135 3 5 za Ax uzeti (0.01 — 1) metara

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
0
in3= Plot[x/ (1.3%2), {x, 0.01, 1}, Axeslabel » {x[m], R[K/W]}] i
K E
P Skl
)
0.4f
0.3
Out[3}=
02
01
L L x[m}
0.2 0.4 LiK:] -] 1.0
= 2
100% =~ .

2. Ry =1%% =0.115 K/W, Ry = 082_0025K/W R= R1+R2—014K/W

Toplinski gubitci: q1 = ﬁf;. = 5iiss 115 5 = 95.65 W/m q= =5 722 =T8.57 W/m
Toplinski gubitci ée biti mangi za 17 W /m?.

Zadatak 2.4 Lopta je bacena vertikalno uvis do krova kuée i nakon toga pala na zemlju (g = 10 m/s?).

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Ltz
[

100% -

Iz ovisnosti vertikalne komponente brzine o vremenu odredite:
1. brzinu kojom je lopta bacena
2. wrijeme uspinjanja lopte
3. wvisinu krova.

Rjesenje.
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1. vp =30 m/s

2. t =3 sekunde
3. Vrijeme uspinjanja je jednako vremenu slobodnog pada (3 s+ 3's), pa je h = %gt2 =45 m.

Zadatak 2.5 Kamen bacen pocetnom brzinom vy vertikalno uvis padne na zemlju nakon 1 sekunde
(zanemarite silu otpora, g = 10 m/s?). Odredite:

1. ovisnost brzine o vremenu (prikaZite graficki)
2. do koje visine ce se kamen popeti.
Rjesenje.

1. v(t) =vg — gt, za t = 0.5 sekundi, vo =5 m/s, v(t) =5 — 10t

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
A
injto}= Plot[5-10t, {t, 0, 2}, AxesLabel » {t[s], v[m/s]}] i
= '
\. "
Out{10}=
10 |
-15
theme... labels... axes~ imagesize > more... (2 =1 = ]
v
100% «

2. H,, = % H,, =125m

Zadatak 2.6 Cestica se giba u horizontalnoj ravnini (zy). U trenutku t = 0 sekundi nalazi se u tocki

(0,0) i 9ma pocetnu brzinu 20 cm/s u smjeru x osi. Istovremeno na cesticu djeluje ubrzanje uy smjeru
od 5 cm/s?. Odredite:

1. putangu cestice u {xy) ravnini u prvih 15 sekundi gibanja
2. pomak cestice od ishodista nakon 15 sekundi
3. iznos © smjer brzine cestice nakon 15 sekunds.
Rjesenje.
1. x =vp,t =20 -t cm ;yz%5-t2 cm

2
=153 -5

N
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Infigl= Plot[(1/80) #x~2, {x, 0, 300}, AxeslLabel -+ [x[cm], y[cm]}] ]_ >
ylem)
1000 |

800}

outfie 800 [
400
2001
theme. .. D¢
v
100% ~

2. r=y/224+y?>=29.4 cm

3. tg9 = 2 =375, 0 = 15°.

Zadatak 2.7 Otpornik elektricnog otpora 30 € spojen je na izvor mapona. Napon izvora se moZze
mijenjati od 10 do 220 V. Graficki prikaZite ovisnost snage elektricne struje o naponu izvora i jakosti
struje. Snaga je P = RI?, Ohmov zakon: U = RI.

Rjesenje.

Graficki treba prikazati ovisnosti: P = RI? i P = U%.

X
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In251= Plot[30% (U/30) ~2, {U, 0, 220}, AxesLabel » {"I"[A], P[W]}] ill 2
Pw)
1500
1000
Out[3g}=
500
theme. E (>}
= i
100% «
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

injig2;= Plot[U*2/30, {U, 0, 220}, AxesLabel » {U[V], P[W]}] 1]

P(w)

18500 |

1000 F
Out{152}=

Zadatak 2.8 Izracunajte tlak na vrhu Marjana (h = 178 metara) ako znamo da je u njegovom podnozju
tlak po = 101400 Pa, a py = 1.16 kg/m?>.

Nacrtajte na racunalu funkciju sa zadanim vrijednostima i komentirajte dobiveni graf. Povecajte vri-
jednosti na osi apscisa kako biste dobili precizniji graf.

Uputa: vidite primjer 2.43.

Rjesenje. p(h) = 101400e~ oo 178 = 83039.23 Pa
Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inze;= Plot[10140D0+e~ - ((1.16+9.81/101400) #h), {h, O, 50000}, AxesLabel - {h[m], p[Pal},
PlotRange - Funll]

5lPa)

100000
80000 [
eooo0 |

Out[EB}=

40000

20000 +

L L n {m)
10000 20000 30000 40000 50000

theme... labels... axes~ imagesize * more.. (2 = =

Zadatak 2.9 Arheolog je pronasao fosil nepoznate starosti. Za odredivange starosti ostataka Zivih orga-
nizama koristi se metoda odredivanja sadriaja radioaktivnog izotopa ' C, koji ima vrijeme poluraspada
5730 godina. Izotop se nalazi u Zemljinoj atmosferi. Kada organizam umre, prestane uzimati '*C,
pa znajuéi kolicinu *C u trenutku smrti i trenutacno izmjerenu aktivnost mozemo odrediti koliko je
vremena proslo od smrti do trenutka mjerenja.
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1. Odredite starost fosila ako je aktivnost u trenutku mjerenja 5 puta manja od pocetne u trenutku

t = 0. Aktivnost je dana izrazom A(t) = Age™, gdje je Ay pocetna aktivnost, t vrijeme, a

_ In2
konstanta A\ = g5 -

2. Nacrtajte promjenu aktivnosti AAO s vremenom.

Rjesenje.
1. R(t) = %AO = A06_>‘t
ln% = -\t
—Inl .
= 3 = = e = R = 1330465

2. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
_—
Inf21= Plot[1+e* - ((Log[2] /5730) » t), {t, O, 40000}, AxeslLabel » {t[god], A/A;},
PlotRange - Full]
A E|
Ay
1.0
0s
Out[Z]= 0.8
0.4
0.z
t{god)
10000 20000 20000 40000 11w
100% + .

Zadatak 2.10 Otvoreni spremnik s vodom napunjen je do visine hy =5 m. Na stijenci spremnika se
na visini ho od dna spremnika nalazi mali otvor. Primjenom Bernoullijeve jednadzbe za presjeke S1 i So
(slika) odredite ovisnost protoka kroz otvor na stijenci o visini otvora hy ako je otvor kruZnog presjeka
polumgjera ro = 0.1 m (nacrtajte graf). Protok ¢ = Sy -ve =13 -7+/2g(h1 — h2).
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Rjesenje.
vy = 0.03144/20(5 — hs)

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[74;= Plot[0.0314 % Sqrt[20 (5-hy}1, {ha, 0, 5}, AxesLabel » {ha[m], g[m*3/s]1}] 7]

Out[T4l= “ T f

L haim)

1 2 3 4

theme... labels... axes ~ imagesize ™ more... (2 =] =) e

Zadatak 2.11 Uteg objesen je na oprugu titra pod utjecajem elastiéne sile. Pocetna amplituda titranja
je 5 centimetra, konstanta elasticnosti 10 N/m. Zbog djelovanja sile otpora zraka uteg ée se nakon nekog
vremena zaustaviti. Ako je sila otpora proporcionalna brzini gibanja utega za slucaj slabog prigusenja
odredite:

1. vremensku promjenu energije titranja za faktor prigusenja 6 = 0.9 s~ (prikazite graficki). Ener-
gija titranja je: E (t) = %Agk Lm0t
2. nakon koliko vremena ce energija pasti za faktor prigusenja.
Rjesenje.

1. E(t) = 5(0.05)2-20 - e~ 299 za t uzeti (0,10) sekunds.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
"~
Ini41= Plot[ (1/2) # ((0.05) #2) +20+e* (-2%0.9t), {t, 0, 10}, AxesLabel - {t [s], "E"[J]},
PlotRange —» Full]
El k|
0.025
0.020
0.015F
Cut[4}=
0.010 |
0.005
n L L — fz)
2 4 8 8 10
theme...  labels...  axes ~  imagesize - more... (& = (=] (> ]
s v
100% ~
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Zadatak 2.12 Linearni koeficijent prigusenja olova za ~y zrake energije 1 MeV je 0.8 cm™!.

1. Odredite debljinu sloja betona potrebnu da bi se intenzitet kolimiranog snopa ~y-zraka energije
1 MeV smangio za faktor 103.

2. Graficki prikaZite ovisnost I /1y u ovisnosti o debljini sloja materijala kroz koje je proslo v zracenge.

Rjesenge.

1. 12l — 108082 4 — % =1.25 cm

Io

2. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

infgt1= Plot[e* (-0.8x), {x, 0, 5}, AxesLabel » {x[cm], "I"/"I"3}] 11
|

Iy

1.0
0.8

oust= 0.8

x(em)

1 é é f: 5
theme... labels... axes~ imagesize ™ more... (2 = = o
v

100% ~ .
=_--==».-.=o -  »>» § - —»- -

Zadatak 2.13 Linearni koeficijent apsorpcije bioloskog tkiva za v zrake energije 1 MeV jest 7 m™!.

1. Odredite debljinu tkiva koja smanjuje intenzitet upadnih zraka na polovicu.
2. Graficki prikazite ovisnost I /Iy u ovisnosti o debljini tkiva kroz koje je proslo vy zracenje.
Rjesenge.

1. dijp=In2/p=01m
I(x) Tx

_:e_

Io

2. Graf funkcije
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj181}= Plot[e* (-7x), {x, 0, 1}, Axeslabel » {x[m], "I"/"I";}, PlotRange -+ Full] ]_

oufigi 08¢

x[m)

0.2 0.4 0.8 08 1.0

theme...  labels... axes ~ imagesize ¥ more... [ch C3 E (%]

Zadatak 2.14 Vodena pumpa dok je u pogonu ima razinu buke od 47 decibela, dok perilica posuda ima
razinu buke od 59 decibela. Razina buke je

1
D = 10log—
Oog;I0

gdje je I intenzitet zvuka te je Iy nagjslabiji zvuk koje ljudsko uho moZe cuti. Koliko je intenzivniji zvuk
perilice posuda od vodene pumpe?

Rjesenje.

D= 1010gl—10

A7 = 10log B2 | 59 = 10log 122

Ipp _ 10°°Iy _ 1n01.2 _
_IVP = 1—04—m = 10 = 1585

Zadatak 2.15 Za vrijeme rock koncerta na pozornici na je izmjerena razina buke od Dy = 120 dB.
Odredite omgjer intenziteta zvuka I rok sastava u odnosu ma intenzitet Iy pneumatskog cekica koji
proizvodi buku razine 90 dB. Udaljenosti od tocke mjerenja razine buke do izvora su jednake u oba

slucaja.
Rjesenje.
Dy — Dy =10log 2, 2 =log™" (B2Pr) = 10°

Zadatak 2.16 Tuksi sluzba naplacuje 15 kuna pocetak usluge, a zatim svaki kilometar 4 kune.

1. Odredite jednadzbu taksi usluge i imenujte je.
2. Nacrtajte graf usluge prijevoza putnika i komentirajte graf.

3. Interpretirajte matematicki koeficijent uz varijablu koja predstavija broj kilometara w modelu pod-
zadatka (1).

4. Ispisite tablicu svih mogudih troskova ako je maksimalan broj kilometara koji taksist moZe proci
jednak 50, pocevsi od broja kilometara jednakog 1 s intervalom 5. Komentirajte porast ukupnog
troska.

5. Povezite podzadatak (4) s domenom i slikom funkcije.
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Rjesenje.

1. Neka je x broj predenih kilometara, a f(x) troskovi taksi usluge. Jednadzba glasi f(x) = 4 + 15.

2. Graf je pravac.

. zadaci_poglavlje_2.nb -

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

»

= Plot[4 x+15, {x, 0, 50}] 1=

200

m

1680 |

ool ool

3. Koeficijent smjera je 4. Za svaki prijedent kilometar, troskovi se povecavaju za 4.

4. Tablica:

Broj kilometara Ukupan trosak
1 19
5 35
10 55
15 75
20 95
25 115
30 135
35 155
40 175
45 195
50 215

Na svakih 5 kilometara, ukupan trosak raste za 20.

5. Domena je D = [0, 50].
Slika funkcije je R = [15,215].

Zadatak 2.17 Po cijeni od 120 kuna po kutiji banana, u ponudi je 240000 kutija, a potraznja je 60000
kutija. Po cijeni od 60 kuna po kutiji banana, uw ponudi je 60000 kutija, a potraznja je 360000 kutija.

1. Odredite jednadzbu cijene i ponude u obliku p = mx+b, gdje je p cijena u kunama i x odgovarajuca
ponuda u kolicini 1000 kutija.
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2. Odredite jednadzbu cijene i potraznje u obliku p = mx + b, gdje je p cijena u kunama i x odgova-
rajuca potraznja u kolicini 1000 kutija.

3. Nacrtajte grafove cijena-ponuda i cijena-potraznja w istom koordinatnom sustavu i nadite tocku
sjecista pravaca.

Rjesenje.

1. p(z) = sz +40

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{1/3=+40, -1/5x+132}, {x, 0, 500}, PlotLegends -+ "Expressions"]

Out[gl=

L
100 200 200 400 500

inf3r= Solve[l/3x+40==-1/5x+132, x]

r 3454,
Outfdf= {{X=3 — }}

o= w[{fx 22}

Outl4l= [{m—=1T72.51}

[ R E— Ll Ld
L 2 ]

InEl= 1/3%x172.5+ 40 ]

97.5"

Zadatak 2.18 Prikazana je jednadzba linearnog regresijskog modela visine drveta jele
h=4.2r+15.25

gdje je r izraZen u Dbh (prsni promjer debla u centimetrima) i h je visina u metrima.
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1. Odredite koeficijent smjera pravca, odredite §to se dogodi ako nastane porast za 1 centimetar u
promjeru te nacrtajte graf.

2. Odredite visinu jele ako je promgjer 10 centimetra.

3. Odredite promjer jele koja je visoka 28 metara.

Rjesenje.

1. Koeficijent smjera pravca je 4.2. Ako se promgjer poveéa za 1 cm, visina ce se povelati za 4.2
metra.

2. h=4.2-10+15.25 = 57.25

3. Rjesavamo jednadzbu:

Filte Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help N
Solve[4.2 r+15.25 = 28, r] j
cuT= 97.5 E:

{{r->3.0357142857142856 }} 7 L

100% =~

Zadatak 2.19 Privatna tortka radi i1zvjestaj za mjesecni trosak prirodnog plina za pojedine kupce. Za

prvih 20 m? cijena iznosi 3.5 kune po kubiku, za sljedeéih 30 m> cijena iznosi 3 kune po m?, a iznad 50

m? cijena iznosi 2.8 kuna po m3.

1. Odredite funkciju troska plina.

2. Nacrtajte graf funkcije.
Rjesenje. Neka je x broj m? plina, onda je trosak
3.5x 0<x<20
1. T(x) = 704+ 3(x—20) 20<x<50
160 + 2.8 (x — 50) x > 50

2. Graf funkcije
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[i1= Show[{Plot[3.5x, {x, 0, 20}, PlotLabels - 3.5 x],
Plot[70+ 3 (x-20), {x, 20, 50}, PlotlLabels + 70+ 3 (x- 20), PlotStyle »Red],
Plot[160+2.8 (x-50), {x, 50, 100}, PlotLabels »160+2.8 (x- 50},
PlotStyle - Green] } , PlotRange » All]

300 —28(x-

3(x-20)+70

ouiE 150F

m

—35x

100% =~

Zadatak 2.20 Sportas Zeli povecati dnevni unos vitamina C i kalcija stoga ée u prehrani povecati unos
limuna i mlijeka. Jedan decilitar cijedenog limuna sadrzi 78 miligrama vitamina C i 8 miligrama kalcija.
Jedan decilitar mlijeka sadrzi 68 miligrama vitamina C i 52 miligrama kalcija.

1. Izracunajte koliko ocijedenog limuna i koliko decilitara mlijeka bi sporta$ trebao dnevno piti da
organizmu osigura 1300 miligrama vitamina C i 800 miligrama kalcija?

2. Nacrtajte grafove pravaca odredenth dobivenim jednadzZbama i komentirajte njihov presjek.
Rjesenge.
x - koli¢ina limuna u dcl

y - kolic¢ina mlyjeka u dcl

1. Rjesenje sustava

Solve[{78 x+ 68 v - 1300, 8 x4+ 52 vy == 800}, {x, v}]

1650 650044

Outf2if {{ X3 ——, ¥ = b
g - 439 * 439 1!

[an]

1650 6500
In[22):= N[{{X—i e RS —]]]
439 439

{IIY_ ) I S
L ) L

oufzzi= [{x = 3.75854, v 14.8064}}
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2. Presjek pravaca je rjesenje gornjeg sustava.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[3]:=

Solve[78x+ 68 v == 1300, ¥]

o 13 i
OQut[13}= ..y—;—a— (=50 +3x) 4

Inj16]= Solve[d x+ 52 y = 600, ¥]

i 2 i
Cut[ifl= {4y = —-—— {(-100=+x) }}
{18} __Y 13

13 2
Inf23p= Plot[[—— (-50+3x), - — (-100 +x)}, {x, 0, 10}, PlotLegends - "‘Expressions"‘]
34 13

] LA [ [ I Y FY. |
TR TR

m

314(-13)(-50:,3;:)

é(—2}(—100+x)

Zadatak 2.21 Pacijent dnevno mora dobiti najmange 80 jedinice lijeka A i 110 jedinice lijeka B. Gram
supstance C sadrzi 18 jedinica lijeka A i 12 jedinica lijeka B, a gram supstance D sadrzi 6 jedinice lijeka
A i 14 jedinica lijeka B.

1. Izracunajte koliko se grama supstanci C' i D mozZe pomijesati kako bi mjeSavina sadriavala mi-
nimalne dnevne doze obaju lijekova. Ako se prekoraci doza lijeka, nece biti opasnosti za zdravije
pacijenta.

2. Graficki prikaZite skup mogucih rjesenja dobivenog sustava nejednadzbi na racunalu © komentirajte
rezultat.

Rjesenje. Neka je x kolicina supstance C' u gramima, a neka je y kolicina supstance D u gramima.

1. Onda je skup mogudcih rjesenja zadan sustavom nejednadzbi
182 4 6y > 80

122 + 14y > 110
z,y >0
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2. Rjesenje je presjek dviju poluravnina. Svaka tocka (x,vy) iz tog presjeka odreduje kolic¢ine supstanci
C i D koje su dovoljne.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[251:= RegionPlot[{l16 x+ 6y >80, 1Z2x+14 vy > 110}, {x, 0, 20}, {¥, O, 20},
PlotLegends » "Expressions"]

20 e i

{ O 18x+6y=z80
0 12x+14y =110

m

1.

100% &~
_— e .

Zadatak 2.22 [van slavi rodendan. U tu je surhu unajmio prostor jednog kafica. Cijena najma je 1000
kuna za prostor i jos 30 kuna po gostu.

1. Koliko ¢e Ivan platiti najam ukoliko pozove na proslavu 20 osoba?

2. Kafié¢ inace iznajmljuje svoj prostor za proslave rodendana, te odreduje cijenu najma na isti nacin.
Tzvedite model za odredivanje cijene najma za bilo koji broj osoba.

Definirajte fiksni © varijabilni trosak.
Interpretirajte matematicki koeficijent uz varijablu koja predstavlja broj osoba u modelu iz (2).

Interpretirajte ekonomski koeficijent uz varijablu koja predstavija broj osoba u modelu iz (2).

S Tt e

Ispisite tablicu svih mogucih troskova ako je maksimalan broj osoba koji stane u kafi¢ jednak 25,
pocevsi od broja osoba jednakog 1. Komentirajte poraste ukupnog troska.

7. PoveZite (6) s domenom i slikom funkcije.

Rjesenje.
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1. Ivan ée platiti 1000 kn za prostor i 30 kn po jednoj osobi. Buduci da je broj osoba jednak 20,
ukupan trosak je 1000 + 30 - 20 = 1000 + 600 = 1600 kn.

2. Neka je x broj osoba. Tada je ukupan trosak najma jednak C(x) = 1000 + 30 - .

3. Funkcija ukupnog troska je C(x) = 1000 + 30 - x. Fiksni troSak je trosak koji postoji i kad nema
gostiju. Dakle, fiksni trosak je C(0) = 1000 + 30 - 0 = 1000. Varijabilni trosak je ukupan troSak
umangen za fiksni trosak. Dakle, varijabilan trosak je VC(x) = C'(x)—C(0) = 1000+30-22—1000 =
30z.

4. Model iz (2) je C(xz) = 1000+ 30 - . Koeficijent uz varijablu x je 30. Graf ove funkcije je pravac,
pa je 30 koeficijent smjera pravca. Buduéi da je on pozitivan, funkcija raste. Takoder, ukoliko
se broj osoba poveca za 1, ukupan trosak ce se poveéati za 30. Napomena: x je broj osoba, pa je
zapravo graf funkcije skup uredenih parova (r,C(x)). Radi pojednostavijenja, graf mozemo nacr-
tati i na nacin kako je to prikazano na sljedecoj slici imajuci na umu da je x prirodan broj jer ta
vargjabla predstavlja broj osoba.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in2n= Plot[{1000 + 30 x, 0}, {x, 0, 25}] il
1500 |
1000

00

100% <

5. Ekonomski, to je granicni trosak (promjena ukupnog troska uslijed promjene varijable za 1 jedi-
nicu,).

6. Tablica troskova
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Broj osoba Ukupan trosak
1 1030
2 1060
3 1090
4 1120
5 1150
6 1180
7 1210
8 1240
9 1270
10 1300
11 1330
12 1360
13 1390
14 1420
15 1450
16 1480
17 1510
18 1540
19 1570
20 1600
21 1630
22 1660
23 1690
24 1720
25 1750

Primijetimo da je porast troska svaki put 30, a to smo veé komentirali pod (4) i (5).

7. Domena je D = {1,2,3,...,19, 20, 21,22, 23,24, 25} .
Slika je R = {1030,1060, ..., 1720, 1750}

Zadatak 2.23 Kino dvorana ima 120 mjesta.

1. Ukoliko je predstava besplatna, popunjenost dvorane je 90%. Ukoliko je cijena ulaznice 20 kuna,
popunjenost dvorane je 40%. Izvedite linearni model za odredivanje broja prodanih ulaznica u
ovisnosti o cijeni.

2. Interpretirajte matematicki koeficijent uz varijablu koja predstavija broj prodanih ulaznica v modelu
iz (1).

3. Interpretirajte ekonomski koeficijent uz varijablu koja predstavlja broj prodanih ulaznica v modelu
iz (1).

4. Kolika mora biti cijena da bi se prodalo 100 ulaznica u skladu s modelom iz (1)?

Rjesenje.

1. Linearni model ima opéi oblik N(p) = a + b - p gdje je p cijena jedne ulaznice, a N(p) broj

prodanih ulaznica (broj posjetitelja). Trebamo odrediti parametre a i b. Ukoliko je predstava



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

2.5. ZADACI ZA VJEZBU 175

besplatna, popunjeno je 90% dvorane. To znaci da je cijena jednaka 0, a onda je broj posjetitelja
jednak N(0) = 0.9 - 120 = 108. Slijedi da je N(0) = a+b-0 = a = 108. Nadalje, ako je cijena
20 onda je popunjenost 40% dvorane, tj., popunjenost je jednaka 0.4 - 120 = 48. Slijedi da je
N(20) = a+b-20 = 108 + 20b = 48. Iz druge jednadzbe slijedi da je 20b = —60, tj., b = —3.
Dakle, linearni model je N(p) = 108 — 3 - p.

Graf funkcije N(p) = 108 —3-p je pravac, pa je —3 koeficijent smjera. Znaci, ako se cijena povela
za 1, popunjenost ce se smanjiti za 3. Napomena: graf funkcije je pravac, ali moramo imati na
umu da je N(p) broj osoba, dakle prirodan broj.

Koeficijent smjera mozZemo ekonomski interpretirati kao osjetljivost popunjenosti na promjenu
cijene.

. Zelimo da je N(p) = 100. Matematicki, moramo rijesiti linearnu jednadzbu 108 — 3 - p = 100.

Slijedi da je 3-p =38, tj., p= % = 2.67.

Zadatak 2.24 Poduzeée MXY proizvodi i prodaje jedan model tenisica ¢ija je prodajna cijena 380 kuna
po jednom paru. Da bi se tenisice proizvele, poduzeée ima i trosak proizvodnje koji je dan modelom
C(xz) = 9000 + 80z, gdje je x kolicina pari tenisica, a C(x) ukupan trosak za tu koli¢inu proizvodngje.

1.

2.

Modelirajte ukupan prihod poduzeca kao linearnu funkciju kolic¢ine.
Modelirajte dobit poduzeéa kao linearnu funkciju koli¢ine.

Izracunagte tocku pokriéa. Ekonomski interpretirajte.

. Graficki prikaZite funkciju dobiti, te interpretirajte koeficijent smjera pravca i nul-tocku funkcije.

Na istoj slici, graficki prikaZite funkciju prihoda i funkciju troskova, te komentirajte u kontekstu
tocke pokrica.

Rjesenje.

1.

Ukupan prihod je umnoZak jedinicéne cijene i prodane kolicine pari tenisica. Dakle, uz pretpostavku
da poduzede proda sve Sto je proizvelo, ukupan prihod je modeliran linearnom funkcijom R(x) =
380z, gdje je x prodana koli¢ina, a R(x) ukupan prihod.

Dobit je jednaka razlici ukupnog prihoda i ukupnog troska. U naSem je slucaju to jednako P(x) =
R(z) — C(x) = 380z — 9000 — 80z = 300z — 9000, tj., P(x) = 3002 — 9000.

Da bismo izracunali tocku pokric¢a, ra¢unamo z za koji je R(x) = C(x) ili P(x) = 0. Slijedi da je
300z — 9000 =0
300z = 9000

_ 9000 _
x =555 =30

Da bi poduzeée bilo profitabilno, mora proizvoditi 31 ili vise pari tenisica. Ukoliko proizvodi 30
pari i manje, poduzele necée ostvarivati dobit, tj., dobit ée biti nula ili negativna (ukupan prihod
ée biti mangi od ukupnog troska).

. Graf funkcije
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[28]:=

Plot[3D0 x- 5000, {x, O, 60}]

10000 E
5000 [

Out[28}=

-5000 -

lem;|

—-10000 L

100% = |

Primijetimo da presjek pravca s osi apscisa zapravo odreduje tocku pokrica. Koeficijent smjera
pravcea je 300 sto znaci da dobit raste. Takoder, svako poveéanje proizvodnje od jednog para tenisica
donosi poduzeéu dodatnu dobit od 3000 kn.

5. Grafovi prihoda 1 troskova

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf28]:=

Plot[{380 =, 80 x+ 5000}, {x, O, 60}, PlotlLegends + "Expressionz"]

20000

15000 F
— 380x
~—— 80x+9000

(=]
i

5=
© 10000

5000

U tocki pokrica, graf funkcije prihoda i graf funkcije troskova se sijeku.

Zadatak 2.25 Poduzecée treba izabrati najpovoliniji nacin nabave dijelova koje ée ugraditi u finalni
proizvod u sljedecoj godini. Poduzece moZe kupiti dijelove po jedinicnoj cijeni od 400 kuna. Druga
opciga je kupiti tokaliricu od 160000 kuna, te proizvoditi dijelove uz trosak od 150 kuna po jedinici.
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Treca opcija je unajmiti prostor u strojnom centru po godisnjoj cijeni od 400000 kuna i proizvoditi
dijelove po jediniénoj cijeni od 30 kuna.

1. Modeliragte ukupne troskove poduzeca u ovisnosti o koli¢ini proizvodnje za svaku opciju posebno
koristeci linearne funkcije.

2. Na istoj slici, graficki prikazite sve funkcije ukupnih troskova u ovisnosti o koli¢ini proizvodnje.
3. Iz slike pod (2) zakljucite koja opcija ne dolazi u obzir za gradnju tvornice, te argumentiragte.
4. Analizirajte koju ée opciju poduzeée izabrati u ovisnosti o koli¢ini proizvodnje.
Rjesenge.
1. Neka je x koli¢ina proizvodnje. Troskovi su:
A(x) = 400x
B(x) = 150z + 160000
C(x) = 30z + 400000

2. Grafovi:

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{400 =, 150 x + 160000, 30 x + 400000}, {x, O, 3000},
Plotlegends » "Expressions"]

1.2x10% F
1ox10% |
00000 [ S
ouze= 800000 ¢ __—  — 150x+160000
00000 | — 30x+400000
200000 [
. . . . L
500 1000 1500 2000 2500 2000

o]

100% =«

3. Ne postoji opcija koja ne dolazi u obzir. Sve opcije su u igri ovisno o koli¢ini.

4. Poduzece izabire opciju s najnizim troskovima. Najprije prvu, pa drugu i onda trecu opciju.
Odgovarajuce koli¢ine nalazimo iz jednadzbi:
4002 = 1502 + 160000, x = 640
150z + 160000 = 30z + 400000, = = 2000

Zadatak 2.26 Na razlicite osnovice dohotka obracunava se drugaciji porez. Na osnovicu do 2500 kuna

porez je 30%. Na osnovicu od 2500 kuna do 10000 kuna porez je 40% i na osnovice od 10000 kuna i
vige porez je 45%.
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1. Modelirajte neto iznos (iznos dohotka nakon oporezivanja) u ovisnosti o osnovici po dijelovima
linearnom funkcijom.

2. Nacrtajte graf funkcije.
Rjesenge.

1.
0.7z, 0<z <2500
V(z)={ 0.6z, 2500 < < 10000
0.55z, 10000 <

2. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inj231= ListPlot[{Table[{n, 0.7 n}, {n, 2500}], Table[{n, 0.6n}, {n, 2500, 10000}],
Table[{n, D.55n}, {n, 10000, 15000}]}, Joined —+ {True, True, True},
FPlotRange - All]

8000 |- /'
/.//

8000 |- PP
Out[38}= 4000

2000

23‘33 43:’.!3 E‘O:’.l:l 33‘33 13533 1E:II:IZ] 14533 __|E|
100% «
Zadatak 2.27 U modelu trzista s jednim proizvodom koli¢ina ponude iznosi S(p) = —200 + 2p, a

kolicina potraznje D(p) = 600 — 2p, pri cemu je p jediniéna cijena tog proizvoda.
1. Za koje cijene ovaj model trzista ima ekonomskog smisla?
Komentirajte monotonost funkcija ponude i potraznje.

Odredite ravnoteznu cijenu i kolic¢inu proizvoda.

T

U istom koordinatnom sustavu graficki prikaZite funkcije ponude i potraznje. Odredite ravnoteznu
cijenu i koli¢inu na tom trzistu. (Napomena: pri grafickom prikazivanju funkcija pazite na interval
smislenih cijena.)

5. Definirajte funkciju zaliha kod proizvodaca i graficki je prikazite. Ekonomski komentirajte u ovis-
nosti o nul-tocki funkcije 1 ravnoteznoj cijeni.

Rjesenje.
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1. Za cigene iz intervala [100, 300].
2. Ponuda raste, a potrainja pada s porastom cijene.
3. Ravnotezna cijena je 200, a ravnotezna kolicina takoder 200.

4. RavnoteZa je presjek pravaca.

File Edit Inset Feormat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[38]:=

Plot[{-200+2 p, 600-2p}, {p, 100, 300}, PlotlLegends -» "Expressions"]

400

— —200+2p

= 200 >
— 600-2p

100 |

I i e M ' ¥
150 200 250 300

5. Zalihe su 4p — 800. Kod ravnotezne cijene p = 200, zalihe su jednake 0. Ukoliko je cijena manja
od svoje ravnotezne vrijednosti, zalihe su negativne sto znaci da na trzistu postoji visak potrainje
za proizvodom. Ukoliko je cijena vecéa od svoje ravnoteine vrijednosti, zalihe su pozitivne $to znaci
da proizvodac ne moZe prodati sve §to proizvede.

Zadatak 2.28 Atletska disciplina bacanje kugle moZe se modelirati funkcijom
f (x) = —0.0287x*+x + 5.1
gdje x oznacava udaljenost u metrima, o f(x) je visina u metrima.
1. Izracunajte koliko daleko je bacac bacio kuglu. Komentirajte rjesenja jednadzbe.
2. Nacrtajte graf zadane funkcije, komentirajte i odredite domenu i sliku funkcije.
3. Izracunajte u kojoj je tocki kugla najvisa od razine zemlje?
Rjesenge.

1. Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo njena rjesenja: x1 = 39.3582 i xo = —4.51496.
Konaéno rjesenje je x = 39.3582 + 4.51496 = 43.87316.

2. Graf funkcije je parabola, domena je D = R, a slika su svi brojevi manji od 13.81. Parabola je
okrenuta prema dolje i ima maksimum u tjemenu s koordinatama (17.42,13.81), pa je zato slika
R = (—00,13.81]
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In{42].=
Plot[-0.0287 x~2+x+5.1, {x, -10, 50}1

Outf40F= —10 r el 2 0
-sF

-10F

—15[F

In[43]:=

FindMaximom [-0.0287x*2+ x4+ 5.1, x]

{13.810801353728221", {x > 17.421602787456447 1}

3. Spomenuli smo veé da maksimum funkcije iznosi 13.81 w tocki x = 17.42.

Zadatak 2.29 Urednik izdavacke kuce odlucio se za nove dimenzije casopisa koji je u pripremi za na-
rednu godinu. Margine na vrhu @ dnu stranice trebaju biti 2 centimetra, a sa svake strane 1.5 centimetra
siroke. Nadalje duljina stranice treba biti 1.2 puta Sirine stranice, a velic¢ina pisanog dijela povrsine
40 cm?.

1. Izracunajte Sirinu i duljinu stranice casopisa.

2. Nacrtajte graf funkcije koja predstavija povrsinu u ovisnosti o Sirini stranici, komentirajte i odre-
dite domenu 1 sliku funkcije.

Rjesenje.

1. Sirina je 8.94, a duljina 10.73.

2. Graf
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(% zadaci_pogla

File Edit Insert Fermat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in4g= Plot[1.2 x42_-7.6x+12, {x, -4, 10}] 11
eo [
s0 [
40 [

Out[43}= 0 |

in4z)= FindMinimom[1.2 x%2 - 7.6 x+ 12, x] il
ouis= [-0.0333333, {x—3.166671) j_li"
100%

Domena je D =R, a slika R = (—0.033, +00).

Zadatak 2.30 Analiticar financijskog odjela tvrtke koja proizvodi podmetace za racunalni mis modeli-
rao je sustav cijene i potraznje za navedeni proizvod

¢(r) =64.4—8x

gdje je ¢ veleprodajna cijena podmetaca, a x milijuna podmetaca je prodano, pri cemu je 1 < x < 15.

1. Odredite funkciju prihoda P(x) i njenu domenu.

2. Izracunagte vrigednost x koja ée generirati maksimalni prihod. Izracunajte maksimalni prihod.

3. Izracunajte veleprodajnu cijenu podmetad Ta koja generira maksimalni prihod.

4. Nacrtagte graf maksimalnog prihoda i veleprodajne cijene.

5. Ako je funkcija troska T (x) = 135 + 14.6x, pronadite ravnoteinu tocku gdje u proizvodngi nece
biti ni dobitka niti gubitka (tocka pokrica). Nacrtajte graf funkcije troska i maksimalnog prihoda.

6. Do gubitka dolazi ako je P (x) < T (x), a do dobiti ako je P (x) > T (z). Za koje vrijednost x ce
doéi do gubitka, a za koje do dobiti?

Rjesenje.

1. P(z) = x-(64.4 —8x) = 64.4x — 8x. Matematicki ova funkcija je definirana za svaki realan broj,

ali domena koja ima smisla je [1,15], jer je zadano da je 1 < x < 15.



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM g _

POGLAVLJE 2. MATEMATICKO MODELIRANJE POMOCU LINEARNE,
182 KVADRATNE, EKSPONENCIJALNE I LOGARITAMSKE FUNKCIJE

2. Maksimalan prihod

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

FindMaximum[64.4 x-8x*2, x]

{129,605, {x- 4.0259}} ll |

3.32.2

4. Graf

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inj513= Plot[64.4x-8x"2, {x, 1, 15}]

5. Tocka pokric¢a: P(z) =T(x),
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| ]
InET)= Solve[64.4x -8 xA2 = 40+ 14.6 x, x] 11
Out]57}= {ix—=0.9474%, (X =35.2776}} ]_
=
100% =
6. Dobit se ostvaruje za x izmedu 0.9474 ¢ 5.2776.

Zadatak 2.31 Poduzeée XYZ proizvodi odjeéu. U svom poslovanju zainteresirano je modelirati po-
traznju za svojim proizvodom u ovisnosti o cijeni tog proizvoda. Odjel za marketing je na temelju
istrazivanja trzista doSao do zakljucka da se potraznja za pamucnim majicama u ovisnosti o cijeni ma-
jice ponasa u skladu s modelom D(p) = 24000 — 200p, gdje je p cijena jedne majice, a D(p) kolic¢ina
prodanih magica.

1.

A N

>

Za koje cijene ovaj model ima ekonomskog smisla?

Kolika ce biti potraznja za majicama ako je cijena 90 kuna?

Kolika ce biti potraznja za majicama ako je cijena 110 kuna?

Za koliko se posto promijenila potraznja kad se cijena s 90 kuna povecala na 110 kuna?
Modelirajte prihod kao umnozZak jedini¢ne cijene i koli¢ine potraznje u ovisnosti o cijeni.
Nacrtajte graf funkcije iz (5) koji vizualizira prihod.

Za koju je cijenu prihod maksimalan i koliko iznosi?

Ukoliko je fiksni trosak proizvodnje zanemariv, a varijabilni je 30 kuna po magici, izvedite funkciju
dobiti kao funkciju cijene, graficki je prikaZite i komentirajte tocku pokrica.

Rjesenje.
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1. Za cijene iz intervala [0, 120].
2. D(90) = 6000.

3. D(110) = 2000.

4. Potraznja je pala za 66.67%.
5. R(p) = 24000p — 200p2.

6. Graf funkcije prihoda.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[58]:=

Plot[24000 p-200 p*2, {p, 0O, 120}]

TOO000 F
600000 |
500000 |
400000
F 200000 |
200000 |

100000 F

7~
100% «

7. Maksimalan prihod (tjeme parabole).

File Edit

nsert  Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

FindMaximom [24 000 p-200p°2, p]

Cutfssl= [720000., {p-60.1) i

+

100% =«

8. Trosak w ovisnosti o cijeni je C(p) = 720000 — 6000p, pa je dobit kao razlika prihoda i troska
jednaka P(p) = —200p? + 30000p — 720000.

Graf je:
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[-200 p~2+ 30000 p- 720000, {p, 0, 120}]

200000 [
200000 | /——\
i i . i i

20 40 60 80 100 120

OmlSF _oogooo [
—4po000 [

—-200000 |

100% =

Nul-tocke dobiti su tocke pokric¢a. Dakle, nul-tocke su p1 = 30 i po = 120. Za cijene iz intervala
[0,30], dobit je negativna ili nula, a za cijene iz intervala [30,120] poduzele je profitabilno ili na nuli.
Napomena. U poslovnoj praksi ovisi o situaciji je li poduzece profitabilno ukoliko mu je dobit jednaka
nuli. Ponekad je poduzeéu u interesu nulta dobit jer ne placa porez na dobit. Postoje razne situacije.

Zadatak 2.32 Promatramo monopolsko poduzece koje proizvodi sokove. Funkcija potraznje je zadana
kao Q(p) = —12p + 540, gdje je Q kolicina potraznje, a p jedinicéna cijena.

1. Izrazite funkeciju ukupnog prihoda u ovisnosti o cijeni. Sto je graf te funkecije?

2. Izracunajte nul-tocke funkcije i komentirajte.

Izracunagte cijenu uz koju se ostvaruje maksimalan prihod.

Izrazite funkciju ukupnog prihoda u ovisnosti o kolicini proizvoda. Sto je graf te funkcije?

Izracunagte nul-tocke te funkcije i komentirajte.

S T S

Izracunagte kolicinu uz koju se ostvaruje maksimalan prihod i komentirajte u vezi s rezultatom iz
zadatka (3).

7. Ukoliko je fiksni trosak proizvodnje 500, a wvarijabilni 10, izvedite funkciju dobiti u ovisnosti o
kolicini proizvodnje, graficki je prikaZite i ekonomski komentirajte.

Rjesenge.
1. R(p) = —12p? + 540p. Graf je parabola okrenuta prema dolje.
2. p1 =0, pa = 45. Model ima smisla za cijene iz intervala [0,45] jer je prihod nenegativna veli¢ina.
3. Trazimo tjeme parabole. (22.5,6075).
J.p=—5Q+45 R(Q) = —5Q% +45Q.
5

. Q1 =0, Qa = 540. Model ima smisla za koli¢ine iz intervala [0,540] jer je prihod nenegativna
velicina.
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6. Trazimo tjeme parabole. (270,6075). Maksimalan prihod je isti kao i kod (3), a odgovarajucéu
kolicinu smo mogli izracunati vorstavajucéi p = 22.5 u funkciju potrazinje Q(p) = —12p + 540.

7. C(Q) = 10Q + 500, D(Q) = —5Q* + 35Q — 500.

Graf je

2000 - /—\
. . .

Out[Ea}=
-2000 |

‘ —-4000 -

‘ -8000 |-

100% «

Nul-tocke su Q1 = 14.8078 i Q2 = 405.192, pa je poduzeie profitabilno za kolicine iz intervala
[14.8078,405.192].

Zadatak 2.33 Za jedno je poduzeée zadana funkcija ukupnog prihoda R(Q) = 1000Q — 5Q? i funkcija
ukupnih troskova C(Q) = 150Q + 30000, gdje je Q kolicina proizvodnje.

1. Izrazite funkciju dobiti D(Q) za to poduzede.
2. Izracunajte nul-tocke funkcije dobiti i komentirajte.
3. Izracunagte uz koju se kolicinu proizvodnje ostvaruje maksimalna dobit i koliko ona iznosi.
4. Graficki prikazite funkciju dobiti u koordinatnom sustavu (Q, D).
Rjesenje.
1. D(Q) = —5Q? + 850Q — 30000.
2. Nul-tocke su Q1 = 50 i Q2 = 120, pa je poduzeée profitabilno za koli¢ine iz intervala [50,120].
3. Q =85, D(85) = 6125.

4. Graf
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Solve[-50*2+ 850 Q- 30000 =0, Q] J =

outlesl= {{Q 350}, {Q-=12013 1]
InTOR=

FindMaximum[-5 Q* 2 s+ 850 - 30 000, Q]

Lad L

Owi70}= [6125., [Q -3 85.}}

TAl=

In[T1]:=

Plot[-5Q~2+ 850 Q- 30000, {Q, 0, 140}]

_ -10000

—20000

—30000

Zadatak 2.34 U modelu trzista s jednim proizvodom koli¢ina ponude iznosi S(p) = —144 + 4p?, a
kolicina potraznje D(p) = 162 — 2p?, pri cemu je p jedinic¢na cijena tog proizvoda.

1. Za koje cijene ovaj model trzista ima ekonomskog smisla?

2. Komentirajte monotonost funkcija ponude i potraznje.

3. Odredite ravnoteznu cijenu 1 kolicinu proizvoda.

4. Uistom koordinatnom sustavu graficki prikaZite funkcije ponude i potraznje. Odredite ravnoteinu
cijenu i kolic¢inu na tom trZistu. (Napomena: pri grafickom prikazivanju funkcija pazite na interval

smislenih cijena.)

5. Definirajte funkciju zaliha kod proizvodaca. FEkonomski komentirajte u ovisnosti o ravnoteznoj
cijent.

6. Graficki prikazite funkciju zaliha. Ekonomski komentirajte u ovisnosti o nul-tocki funkcije i rav-
noteznoj cijent.

Rjesenje.
1. Za cijene iz intervala [6,9].

2. Rast i pad éemo komentirati iz grafa.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In{T3]:=

Plot[{-144+4p*2, 162 -2p*2}, {p, 6, 9}, PlotLegends + "Expressions"]

— —144+4p7
— 162-2p7°

Vidimo da ponuda raste, a potraznja pada s porastom cijene na intervalu [6,9].

3. Rjesavamo sustav.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[-144+4p*2=--162-2p*2, p]

ourdi= {{p=-vV51}, [poV51}}

In[7Eg:= N[ [[P-* -w"ﬁ}. {P ‘”"(H}}]

ouTs [{p—-7.14143}, [p—7.14143}}

L LA L
L i L

In[7El= —144 + 4 (7.14143) A2

ow[Tel 60,0001 il

100% =

4. Ravnoteza se ostvaruje u presjeku tih dviju krivulja.
5. Zalihe su S(p) — D(p) = 6p? — 306. Za ravnoteinu cijenu, zalihe su jednake nuli.

6. Zalihe rastu s porastom cijene, te su jednake nuli za ravnoteznu cijenu. Graf:
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Out[73}=
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=100

100% =«

Zadatak 2.35 Zadana je funkcija ukupnih troskova jednog poduzeéa u ovisnosti o koli¢ini proizvodnje
C(Q) = 2Q° — Q* +10Q gdje je Q kolicina proizvodnje, a C(Q) ukupni troskovi da bi se ta kolicina
proizvela.

1. Izracunajte fiksne troskove.
Izracunagte varijabilne troskove.

Tzvedite funkciju prosjecnih troskova.

Graficki prikazite funkciju prosjecnih troskova.

Koliko poduzeée treba proizvoditi da bi prosjecni troskovi proizvodnje bili minimalni? Koliki su ti
minimalni prosjecni troskovi?

6. Ukoliko je prodajna cijena jednog proizvoda 8, definirajte funkciju prihoda u ovisnosti o koli¢ini
proizvodngje.

7. Na istoj slici graficki prikaZite prosjecni prihod (zapravo, jediniénu cijenu) i prosjecne troskove.
Je li poduzeée profitabilno? Komentirajte.
Uputa. Vidite primjer 2.27.

Rjesenje.

1. 0

2. VO(Q) = C(Q) =2Q° - Q* + 10Q

3. AC(Q) =2Q% —Q + 10

4. Graf prosjecnih troskova AC(Q) = 2Q? — Q + 10 je na slici.

5. Trebamo izracunati koordinate tjemena. Koristite naredbu FindMinimum.
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poglavlje . Wo

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[2Q"2-0Q4+10, {Q, 0, 10}]

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infz= FindMinimmm [2 042 -0+ 10, Q]

{9.8757, {Q>0.25"}}

Inf4]:=

Out[4}=

100% ~
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6. R(Q) =8Q
7. Poduzeée nije profitabilno.

Zadatak 2.36 Dogodilo se ubojstvo i na teren je izasla policijska ekipa za ocevid. Temperatura tijela
ubijenog tada je iznosila 25.9°C'. Dva sata poslije temperatura tijela Zrtve iznosila je 24.3°C. U sobi je
temperatura konstantna i iznosi 21°C'.

1. Izvedite model koji opisuje proces hladenja tijela nakon smrti.
2. Uz pretpostavku da je temperatura tijela prije smrti bila prosjecnih 36.7°C, odredite vrijeme smrti.

3. Nacrtajte graf funkcije i odredite domenu i sliku funkcije. Komentirajte rast/pad funkcije i presjek
grafa s osi ordinata.

Rjesenge.
1. T (t) =21+ (25.9 — 21) -¢=01977t 45 T (t) = 21 + 4.9¢0-1977¢,
2. t="1.89. Ubojstvo se dogodilo oko 8 sati prije nego $to su pronasli tijelo.
3. Graf

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

InEl= Plot[21 +4.9+EA (-0.1977 t), {t, 0, 10}] i

Out[El=

Matematicki domena je skup svih realnih brojeva, ali ovdje je t vrijeme, pa ima smisla promatrati
domenu [0,400). Tada je slika funkcije (0,25.9]. Funkcija pada na cijeloj svojoj domeni, a presjek
s osi ordinata predstavlja pocetnu vrijednost funkcije.

Zadatak 2.37 Ulozili ste 1000 kuna u banku uz 2% godisnjih kamata.
1. Izvedite model koji opisuje rast glavnice u banci u obliku y = ab™ gdje je x broj godina.

2. Izracunagte koliko treba godina proci da bi se pocetna investicija udvostrucila.
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3. Nacrtajte graf funkcije i odredite domenu i sliku funkcije. Komentirajte rast/pad funkcije.
Rjesenje.

1. y(z) = 1000(1.02)"

2. x = 35.003

3. Graf

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ingl= Plot[{1000 (1.02) *x, 0}, {x, O, 40}] il
2000 [
1500
OullEF o000
500 F

10 20 30 40 [
100% =

Matematicki domena je skup svih realnih brojeva, ali ovdje je x vrijeme, pa ima smisla promatrati
[0, +00). Tada je slika funkcije [1000, +00). Funkcija raste na cijeloj svojoj domeni.

Zadatak 2.38 Ukoliko se kamata obracunava vise od jednom godisnje, tj., ukoliko se kamata obracunava
n puta godisnje za t godina s kamatnom stopom r, glavnica Praste do iznosa A, §to je prikazano
sljedecom formulom:

nt
A=P(1+2)
n

1. Ako se radi o neprekidnom ukamadivanju, tj., n je jako veliki broj, odredite novi izraz gornje
formule.

2. Ako wulozite 2000 kuna u banku koja nudi 2% kamate koja se obracunava kvartalno, izracunagte
iznos na kraju desete godine.

3. Ako uloZite 2000 kuna u banku koja nudi 2% kamate kontinuirano, izracunajte iznos na kraju
desete godine.

4. Izracunajte nakon koliko cete vremena udvostruciti ulog u slucaju da uloZite u banku 2000 kuna,
ako se kamata pripisuje neprekidno. Banka daje godisnju kamatu od 2%.

5. Nacrtajte na racunalu funkcije u podzadacima (3) i (4) i usporedite dobivene grafove.

Rjesenje.
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2. A(t) = 2000(1 + 222)* | A(10) = 2441.59.
3. A(t) = 2000e%02, A(10) = 2442.81

4. Graf

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injz0p= Plot[ {2000« (1+0.02/4) ~ (4 t), 2000+E* (D.02 &)}, {t, O, 40},
PlotLegends » "Expressions"]

4500 -
4000

A e — 2000(1+ 22}

OCut20}=
3000 F / —— 2000e™%21

zs00F /

Zadatak 2.39 Odredena vrsta bakterije utrostrucuje se svakih 10 minuta.

1. Uz pretpostavku da razmnoZavanje pocinge od jedne bakterije, izvedite model rasta bakterija wu
skladu s funkcijom y = yoe*t.

2. Izracunagte koliko bakterija ée biti prisutno nakon sat vremena.

3. Nacrtajte graf funkcije i odredite domenu i sliku funkcije. Komentirajte rast/pad funkcije.
Rjesenge.

1. y(t) = %199 gdje je t vrijeme u minutama.

2. y(60) = 730.698

3. Graf
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inzzp= Plot[{E* (0.1099 t), 0}, {t, O, 10}] Y]

Matematicki domena je skup svih realnih brojeva, ali ovdje je t vrijeme, pa ima smisla promatrati
domenu [0, +00). Slika funkcije je [1,+00). Funkcija raste na cijeloj svojoj domeni.

Zadatak 2.40 Pretpostavimo da je voditelj tvornice koja proizvodi dijelove za racunalo procijenio da
nakon t mjeseci na radnom mjestu, prosjeéni zaposlenik moze proizvesti Q (t) = 100 — 28¢~°5¢ dijelova
na sat.

1. Izracunajte koliko dijelova moZe proizvesti na sat novi zaposlenik?
2. Izracunajte koliko dijelova moZe proizvesti na sat zaposlenik koji radi mjesec dana?
3. Izracunagte koliko dijelova moZe proizvesti na sat zaposlenik koji radi duze vremena?

4. Nacrtagte krivulju ucenja i komentirajte graf.

Rjesenje.
1. Q(0) =72
2. Q(1) =~ 83

3. Da bismo odgovorili na ovo pitanje, potrebno je izracunati limes funkcije kad t tezi u +oo. Ali
to jos ne znamo, pa éemo prihvatiti da je gornja ograda na broj dijelova zapravo broj 100. Bolje
cemo zakljuciti iz grafa.

4. Iz grafa nam je intuitivno jasno da je gornja ograda 100. Ispocetka, funkcija brzo raste, a onda
sve sporije © sporije. Radi se o opadajucim prinosima.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
1f

inzz= Plot[100 - 28 +EA (-0.5 t}, {t, 0, 50}] i
1000
998
Out]23}= b
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10 20 30 40 50 |
100% =

Zadatak 2.41 Sirenje epidemije moze se modelirati logistickom funkcijom

K

N () = 14 Ae—Fkt

gdje je K mnosivi kapacitet sustava. Epidemija se Siri gradom ¢ija riziéna populacija broji oko 120000
osoba. U pocetnoj fazi je 120 zaraZenih osoba, a nakon mjesec dana broj zaraZenih popeo se mna 1000.

1. Izracunajte konstantu A, te odredite logisticku funkciju koja opisuje §irenje epidemije za ovaj grad.
2. Izracunajte nakon koliko ée vremena biti zaraZena polovica rizicne skupine.

3. Nacrtajte graf funkcije i odredite domenu i sliku funkcije. Komentirajte rast/pad funkcije.

Rjesenge.

120000
N(t) = 1 + 999¢—2-1276t

2. Nakon 3.2463 mgjeseca.

3. Graf funkcije
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: File Ed‘i; Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help '
Injz4)= Plot[120000/ {1+ 933 +E* (-2.1276%t}}, {t, O, 10}] 1]
120000 |
100000 |
80000 [
l outze=  £0000
40000 |

20000 |

Bududéi da je varijabla vrijeme, domena je interval [0,400), a slika [120,120000). Pravacy = 120000
je vodoravna asimptota. Funkcija ispocetka raste brzo, a onda sve sporije i sporije. Znaci, ispocetka
pokazuje rastuce, a nakon toga opadajuce prinose.

Zadatak 2.42 Stanovnistvo jedne driave raste u skladu s modelom N(t) = 12e%99% gdje je t vrijeme
u godinama, a N(t) broj stanovnika u milijunima.

1. Ako st =0 oznacimo pocetni trenutak mjerenja, izracunajte pocetnu vrijednost broja stanovnika.
2. Koliko ¢e stanovnika ta drZava imati za pet godina?

3. Za koliko ce se godina stanovnistvo te driave udvostruciti?

4. Za koliko ée se godina stanovnistvo te driave poveéati za 50% ?

5. U Wolframovoj Mathematici nacrtajte graf funkcije. Komentirajte rast funkcije i presjek grafa s
ost ordinata.

Rjesenje.
1. 12
2. 12.1206
3. 346.57 godina
4. 202.73 godine
5. 0.002

6. Graf funkcije
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|| File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help i
Plot[12+EA (0.002 t), {t, O, 1000}] J 1
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Cut[28]=
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Funkcija raste na cijeloj svojoj domeni. Presjek s osi ordinata je tocka (0,12) ¢ija je druga
koordinata pocetna vrijednost funkcije.

Zadatak 2.43 Prodaja nekog proizvoda opisana je logistickom funkcijom Y (t) = Hfﬁgzﬁ’ gdje je Y
koli¢ina prodaje, a t vrijeme u tjednima.

1. Ako st = 0 oznacimo pocetni trenutak mjerenja (danasnji trenutak), izracunagte pocetnu vrijed-
nost prodage.

2. Kolika ée prodaja biti za pet tjedana? Izracunagjte to poveéanje u odnosu na trenutak t = 0 u
postocima.

3. Nacrtajte graf funkcije i komentiragte.

4. Ukoliko je jedinic¢na cijena proizvoda 10, definirajte funkciju prihoda kao funkciju vremena, graficki
je prikazite 1 iz grafa intuitivno procijenite koliki je pribliZan maksimalan prihod koji se moze
ostvariti. (Napomena. Maksimalan prihod se dobije iz limesa funkcije, ali to w ovom radu ne
spominjemo, pa moramo govoriti o procjend, intuiciji i pribliznom prihodu,).

Rjesenje.

2. 5.2852, 164.26%

3. Graf funkcije
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[120/ (1+59+E~ (-0.24t)), {t, 0, 100}]
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Out[30}=

1 L L F
80 20 100 l—ll

100% ~

Pravac y = 120 je vodoravna asimptota. Funkcija ispocetka raste brzo, a onda sve sporije i sporije.
Znaci, ispocetka pokazuje rastuée, a nakon toga opadajuce prinose.

4. Funkcija prihoda je umnoZak cijene i funkcije prodaje, Y (t) = %. Maksimalan prihod
citamo iz vodoravne asimptote funkcije, 1200.

Zadatak 2.44 Zadana je funkcija za odredivanje pH vrijednosti materije koja se temelji na koncentra-
ciji vodikovih iona H+:

pH = —log (H+) .

1. Izracunajte kolika ée biti pH materije ako je koncentracija vodikovih iona 0.004 7

2. Nacrtajte graf funkcije uz pomoé racunala te komentirajte njezin rast/pad i presjek grafa s osi
ordinata. Odredite domenu i sliku funkcije, te komentirajte, ako znate da je pH vrijednosti materije
iz intervala [0, 14].

3. Intuitivno ili uz pomoé raunala odredite asimptotu funkcije.
Rjesenge.
1. 2.3979

2. Funkcija pada na cijeloj svojoj domeni. Nema presjeka s osi ordinata. Buduci da pH vrijednost
poprima vrijednosti iz intervala [0,14], taj je interval slika. Matematicki domena logaritamske
funkcije je RY, ali ovdje imagu smisla samo oni x koji imaju svoj y iz intervala [0,14]. Prema
tome domena je interval [10~14 1].
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[-Logl0[x], {x, 0, 0.01}]

L L L L L —
0.002 0.004 0.008 0.008 0.010 |_|

3. x=0.
Zadatak 2.45 Koristeci formulu za izracun magnitude potresa, rijesite sljedece:

1. U kolovozu 2016. godine u Italiji je zabiljeZen potres od 6.2 prema Richterovoj skali. Par godina
ranije, u Japanu je zabiljeZen potres koji je bio cetiri puta slabiji. Izracunajte magnitudu potresa
u Japanu.

2. Par godina ranije, u Italiji je zabiljeZen potres od 4.3 Richtera. Izracunajte koliko je jaci bio potres
u Italiji iz podzadatka (1).

Rjesenje.
1. 5.5979
2. 79.43 puta

Zadatak 2.46 Pretpostavimo da je korisnost investitora koji ulaZe u novi start up modelirana funkcijom
u(z) = 2In(x — 1), gdje je x ulaganje, In je prirodni logaritam, a u oznaka za korisnost.

1. Odredite domenu funkcije i ekonomski interpretirajte.

2. Nacrtajte graf funkcije korisnosti i komentirajte graf u ovisnosti o prinosima.

3. Koliko novaca treba investitor uloziti da bi mu korisnost bila veéa od 47

4. Prikazite ulaganje kao funkciju korisnosti, te nacrtajte njezin graf. Kakvi su prinosi u pitanju?
Rjesenge.

1. Matematicki, domena je interval (1,+00). Ekonomski, to znaci da postoji pretpostavka da inves-
titor ulaZe vise od 1. Takoder, da bi korisnost bila pozitivna, tj., da bi investitor uopée bio/la
zadovoljan, ulaganje mora biti veée od 2.
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2. Funkcija pokazuje opadajuée prinose.

|| File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

| Plot[Z? Log[x-1], {x, 0, 10}] J )

40

Out[2}=

3. Nagmanje 8.39.
4. x=e? +1

5. Graf. U pitanju su rastuci prinosi.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[E* (u/2) +1, {u, 0, 10}]

150 -

Out[3}=

Zadatak 2.47 Investitor ulaze u dva projekta. Funkcija korisnosti za prvi projekt je u(xz) =Inz, a za
drugi projekt u(x) = 2%, gdje je x visina ulaganja.

1. Komentirajte prinose za obje funkcije korisnosti.
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2. Graficki prikazite obje funkcije korisnosti na istoj slici.

3. Za koje je iznose ulaganja investitor zadovoljniji s prvim, a za koje s drugim projektom?
Rjesenje.

1. Funkcija korisnosti za prvi projekt pokazuje opadajuée prinose, a za drugi rastuce.

2. Grafovi

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf13;= Plot[{Log[x+1], x*2}, {x, 0, 1}, PlotLegends » "Expressions"] ]

10

— log(x+1)

Out[13}=

3. Rjesavamo jednadibulnx = 22. Iz grafa zakljucujemo da je investitor zadovoljniji s prvim prijek-
tom za iznose do 0.746882 milijuna, a s drugim projektom za iznose iznad te vrijednosti.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inf11]:= Solve[Log[x+1] ==x*2, x, Reals] ]
oufti= [{x >0}, [xsRoot[[-Log[1-51] +=1% ¢, 0.74688174230852863531}]]] ﬁ
inpizi= N[{{x >0}, {xsRoot[{-Log[1+ 1] + 1" &, 0.74688174230852863531}]}}] 3|
outf12l= [ix-30.}, [x-30.7468821] 31

Zadatak 2.48 Zadana je kolicina proizvodnje jednog poduzeéa na sljedeéi nacin:
Q(L) =In(L* - 9)
gdje je Q koli¢ina proizvodnje, a L je koli¢ina rada.
1. Za koje je kolicine rada ova funkcija proizvodnje definirana?

2. Izracunagte proizvedenu kolicinu na razini rada L = 4.
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3. Graficki prikazite funkciju kolic¢ine proizvodnje. Komentirajte prinose.

4. Ukoliko je jedinicna prodajna cijena proizvoda 120, a jedinicni trosak rada 20, izvedite funkciju
dobiti kao funkciju kolicine rada. Graficki je prikazite.

5. Izracunagte tocku pokrica i komentirajte.
Rjesenje.
1. Za koli¢ine rada iz intervala (3, +00)

2. Q(4) = 1.9459

3. Funkcija pokazuje opadajuée prinose

Cacl P

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[Log[L42-9], {L, 3, 10}]

4. D(L) =1201n(L2 — 9) — 20L
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluatien Palettes Window Help

Plot[120 Log[L~2-9] -20L, {L, 3, 100}]

40 g0 80 100

Out[19}=

—1000 |

-1500 b

100% «~

5. Tocka pokriéa je koli¢ina rada uz koju je dobit jednaka nuli. Rjesavamo jednadzbu 1201In(L? —
9) —20L = 0.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
7

In[17}= Selve[120 Log[L*2-9] -20 L =0, L, Reals] ]
oufin= {[L sRoot[{-6 Log[-9+21%] + =1 &, -3.0078571091648743467}] ],

[LsRoot [-6Log[-9+=1%] +=1&, 3.27506725146965574937} ]},

{LsRoot|[-6Log[-9+=1%] + =14, 45.889009263371984266) | 1}
InfiE= M[%17] il
ouis f{L - -3.097863}, {L—3.27507}, {L-45.889}} 7] L

100% =
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Poglavlje 3

Trigonometrijske i hiperbolicke
funkcije i njihove inverzne

itil

3.1 Trigonometrijske funkcije-sinus, kosinus, tangens, kotan-
gens

Trigonometrijskim funkcijama opisujemo periodi¢ne pojave vezane uz ponasanje fizikalnih, biologkih,
kemijskih i ekonomskih sustava. Polozaj kuglice koja titra na opruzi pod utjecajem elasticne sile, gibanje
njihala, Sirenje valova, variranje broja grabezljivaca i plijena koji zive na nekom teritoriju, titranje cestica
nekog kristala, kretanje inflacije.

205
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Svaku periodiénu funkciju (osim nekih posebno neobi¢nih funkeija) mozemo zapisati kao sumu si-
nusa i kosinusa razlic¢itih amplituda i frekvencija. Suma moze imati konacno ili beskona¢no mnogo
pribrojnika. Funkcija koja ima period %’r moze se napisati kao suma

%O + a1 coswx + by sinwzx + ag cos 2wx + by sin 2wx + a3 cos 3wx + by sin 3wx + . .. (3.1)

koju nazivamo Fourierovim redom. Ako uzmemo kona¢nu sumu, onda taj izraz nazivamo Fourierovim
trigonometrijskim polinomom. Francuski matematicar Jean Baptiste Joseph Fourier (1768.— 1830.) u
svojim je istrazivanjima doSao do ovakvih redova baveci se problemom provodenja topline i problemom
Sirenja vibracija.
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U svakoj analizi oscilacija nekog sustava javljaju se trigonometrijske funkcije, bas iz razloga sto se
periodi¢ne funkcije zapisuju pomocéu sume sinusa i kosinusa u obliku formule (3.1). Val kod kojeg se
iznos poremecaja mijenja prema trigonometrijskoj funkciji sinus naziva se harmonijski val. Svi drugi
oblici valova se mogu prikazati kao zbroj harmonijskih valova razli¢itih amplituda i frekvencija. Ti
harmonijski valovi koje zbrajamo su upravo pribrojnici iz sume (3.1). Valovi imaju golemu primjenu u
medicini, spomenimo ultrazvuéne valove. Prigusene oscilacije nekog tijela ili nekog sustava opisujemo
pomoc¢u eksponencijalne i trigonometrijske funkcije, kao sto ¢emo vidjeti u poglavlju o modeliranju
trigonometrijskim funkcijama. Iz Fourierove analize se u 20. stolje¢u razvila obrada signala, interdis-
ciplinarno podrucje kojim se bave matematicari razvijanjem teorije i algoritama, a inzenjeri njihovom
primjenom. Moderni algoritmi za kompresiju podataka temelje se na poop¢enoj Fourierovoj analizi koja
se naziva teorija valica.

Mi se ovdje ne¢emo i ne mozemo baviti Fourierovim redovima, jer je matematicki put do njih dug.
Treba nauciti raditi s redovima, s trigonometrijskim funkcijama, isto tako s derivacijama i integralima
jer se pomocu njih ra¢unaju amplitude pribrojnika iz sume (3.1). U ovom poglavlju naucit ¢emo baratati
s trigonometrijskim funkcijama tako da ih mozemo primijeniti na razli¢ite probleme koji ne izlaze iz
dosega srednjoskolske matematike. Upoznali ste trigonometrijske funkcije na pravokutnom trokutu
ABC' s pravim kutem pri vrhu C, definirane kao

a
i = - 3.2
sin o - (3.2)
b
cosa = -
c
tgar = a
S
b
ctgae = -
a

gdje su a i b duljine kateta nasuprot vrhovima s kutevima a i 5, a ¢ je hipotenuza, kao na slici 3.1.
Direktno iz Pitagorinog poucka slijedi osnovna jednakost koja povezuje sinus i kosinus

sin? a + cos® a = 1.



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM @ _

POGLAVLJE 3. TRIGONOMETRIJSKE I HIPERBOLICKE FUNKCIJE I NJIHOVE
208 INVERZNE

b

Ako kut « shvatimo kao varijablu koja se mijenja, onda nam je prikladan graficki prikaz pomoéu
jedini¢ne kruznice sa srediStem u ishodistu O koordinatnog sustava. Neka je tocka P na kruznici,
onda je hipotenuza OP radijus kruznice, prema formulama (3.2) vertikalna kateta ima duljinu sina, a
horizontalna cos «, kao na slici dolje s trigonometrijskom kruznicom.

Y
P(cos q, sin )

P

Promatrajmo kako se mijenja sin o kad se mijenja «, sto se postize micanjem tocke P po kruznici.
Krenimo s malim kutem « kad je tocka P sasvim blizu osi . Vidimo da je vertikalna kateta male
duljine, dakle sin « je mali. Kad kut « raste, raste i sina do trenutka kad P dode na os y. Tada je
sina = 1, a trokut se stanjio i nestao. Kad nastavimo dalje micati tocku P po kruznici, vidimo da
se trokut ponovo pojavljuje, a sina smanjuje. Kad tocke P dode na os x, trokut ponovo nestaje i
sin @ = 0. Nastavimo li putovanje tocke P po kruznici, vidimo da je kateta sin a sad ispod osi x, dakle,
sina < 0. Kad tocka P stigne na os y, trokut se opet istanjio i nestao, a sina = —1. Nastavimo li,
dolaskom tocke P na os x imamo sina = 0. U ovom kruzenju vidjeli smo da je

sin0° =sin0 = 0

™
sin90° =sin — =
2

sin180° =sint = 0
sin 270° = sin 3% = -1
sin360° = sin2r = 0.

Ako tocka P krene drugi put po kruznici, sve se ponavlja.
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Funkcija f(z) = sinz je funkcija koja je definirana za sve z € R, a poprima vrijednosti iz intervala
[~1,1]. Periodi¢na je s periodom 27. Funkcija f(x) = sinz je neparna funkcija, vrijedi f(—z) =
sin(—z) = —sinx = — f(z) za svaki x € R.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[140}= Plot[Sin[x], {x, O, 2Pi}, Ticks- {{0, Pif2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, Automatic}]

1.0+

Out]140}=

—0sf

Mi smo promatrali vertikalnu katetu dok je tocka P putovala po kruznici i time smo proucili
ponaganje funkcije sinus. Promatranjem horizontalne katete, prouc¢avamo funkciju kosinus. Za funkciju
kosinus vrijedi

cos0° =sin0 = 1
cos90° = sin g =0
cos180° =sinm = -1
cos 270° = sin 3; =0
cos360° =sin2r = 1.

Funkcija f(z) = cosz je isto definirana za sve = € R, poprima vrijednosti iz intervala [—1, 1]i periodi¢na
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je s periodom 27. Funkcija f(z) = cosx je parna funkcija, vrijedi f(z) = cos(—z) = cosx = f(z) za
svaki x € R.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
inj1281= Plot[Cos[x], {x, O, 2Pi}, Ticks—+{{ 0, Pi/2, Pi, 3Pi/f2, 2Pi}, Auntomatic}] 1]

1.0

Out138=
2

05}

100%

Smjer u kojem je tocka P putovala po kruznici nazivamo pozitivnim. To je smjer suprotan kretanju
kazaljke na satu. Kretanje u smjeru kazljke na satu nazivamo kretanjem u negativnhom smjeru i tada

kutevi postaju negativni, nakon 0, dolazi —3, —m,....

Promatrajmo drugi pravokutni trokut, trokut OQ/Q kao na donjoj slici. Kateta OQ/ jednaka je
radijusu jedini¢ne kruznice, pa je tg a duljina druge katete tog trokuta. Vrijedi

Funkcija f(z) = tgax = % je funkcija koja je definirana za x € R za koje je cosz # 0, dakle

T # 5, 37” u svakom krugu, pa to pisemo x # (2k + 1)7, pri cemu k moze biti pozitivan ili negativan
cijeli broj ili nula. Na slici se vidi da tangens moze biti velik, stovise kad kut ide prema 7, tangens
postaje beskonacno velik. To se dogada zato jer mu nazivnik cos « postaje jako mali kad kut ide prema

% ibilo kojem drugom (2k +1)7. Funkcija tangens moze poprimiti bilo koju vrijednost. Tangens kuta
je omjer kateta, pa kad gledamo kako se kut mijenja, onda vidimo da je taj omjer isti za kuteve iz
prvog i treéeg kvadranta, isto tako za kuteve iz drugog i ¢etvrtog kvadranta. Nakon §to smo presli prvi

kvadrant i drugi kvadrant, vrijednost tangensa se po¢nu ponavljati. Period funkcije tangens je .
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
e
In[it}= Plot[Tan[x], {x, O, 2Pi}, Ticks s {{ O, Pif2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, Automatic}] il
4
2
Qut[11}= !
P i 2
e 1
—4fF
-8
A1 W
100% -~ =

Iz jednakosti (3.3) vidimo da kad kut ide od nule prema 90° tangens raste. Ako kroz tocke O i Q
prolazi pravac, onda veéi kut ima pravac koji je strmiji. Neka graf funkcije f(z) = ax prolazi kroz tocke
O i Q. Tada su katete trokuta OQ/Q duljine 1 i a. Tangens je

t a
a=—.
64 =7

Dolazimo do vazne ¢injenice da je koeficijent smjera pravca f(z) = az jednak tangensu kuta
koji taj pravac zatvara s pozitivnim dijelom osi z. Isto vrijedi i za pravac f(z) = ax + b, jer se
ovdje radi samo o pomaku, §to je izometrija, pa se ne mijenja kut!

Funkcija f(z) = ctge = $F je funkcija koja je definirana za = € R za koje je sinz # 0, dakle

x # 0,7, 27 u svakom krugu, pa to pisemo x # km, pri ¢emu k moze biti pozitivan ili negativan cijeli broj
ili nula. Kotangens moze biti velik, Stovise kad kut ide prema k7, tangens postaje beskonacno velik. To
se dogada zato jer mu nazivnik sin a tada postaje jako mali. Funkcija kotangens moze poprimiti bilo
koju vrijednost, a period je w. Tangens i kotangens su neparne funkcije. Provjerite!

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[135}= Plot[Cot[x], {x, 0, 2Pi}, Ticks-+{{ O, Pi/2, Pi, 3Pi/f2, 2Pi}, Antomatic}]
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Rezimirajmo
sin : R — [—1,1], period je 27
cos : R — [—1,1], period je 27
tg R\ {(2k + 1)%} — R, period je 7
ctg : R\ {k7} — R, period je 7

3.2 Periodi¢nost funkcija

Funkcija f : R — R je periodi¢na na R ako postoji T' > 0 takav da vrijedi f(z 4+ T) = f(x) za svaki
x € R. Takav T nazivamo period funkcije, a ako postoji najmanji takav T, nazivamo ga temeljnim
periodom funkcije f.

Iz definicija trigonometrijskih funkcija vidjeli smo koji su im periodi. Ti periodi su ujedno i temeljni,
jer ne postoje manji brojevi koji bi bili periodi funkcija sinus, kosinus, tangens i kotangens. Treba
naglasiti da za sinus i kosinus su periodi 27, 4w, 67, ..., odnosno k - 27 za svaki prirodni broj k. Za
tangens i kotangens su periodi 7, 27, 37, ..., odnosno k7 za svaki prirodni broj k.

Primjer 3.1 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove funkcija i zakljucite je li funkcija
periodicna. Ako jest, odredite joj temeljni period.

1. f(z) =sinTz

2. f(z) =sinmz

3. f(x) =cos’w

4. f(x) = [sinz|

5. flz) =tgTx

6. f(x) = —ctgbx
7. f(xz) =4+ cos2x.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[47= Plot[{Sin[7x], Sin[Pi#*x], (Cos[x])*2, Abs[Sin[x]], 4+Cos[2x]},
{x, 0, 2Pi}, Ticks»{{ 0, Pif2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, Antomatic},
Plotlegends - "Expressions"]

B

4L

— sin(7 x)
°F — sin(mTx)
outjarl=  2f — cos?(x)
; — Isin(x}|
— d+cos(2x)

AAVAVAVAVA DL,

1

|

100%




3.2.

PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

PERIODICNOST FUNKCIJA 213

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

injs0p= Plot[{Tan[7 x], -Cot[5x]}, {x, 0, Pi}, Ticks s {{ 0, Pi/2, Pi}, Automatic},
PlotLegends » "Expressions"]

al

ryn

2L
y iy T tan(7 x)

T ¥ T — —cotfbx)
zol
-4

Primjer 3.2 Pomoéu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove funkcija i zakljucite je li funkcija
periodiéna. Ako jest, odredite joj temeljni period.

1.

2.

f(x) = sinz?

f(z) =1—cos2x

f(z) =2 cosa

1

. f(z) = ¢sinz

f(z) =|cosTx|

f(z) =e "sinx

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

—
inj54;= Plot[{Sin[x*2], (1/x) Sin[x], e* (-x) Sin[x]}, {x, 0, 2Pi},
Ticks-» {{ 0, Pifs2, Pi, 3Pi/f2, 2Pi}, Antomatic}, Plotlegends - "Expressions"] ]
9
1.0
08
— sin{xz}
Out[B4}= ‘l’ ! =+ | | 5_:(-;9
I m
- — & " sin(x)
-0EL
-1.0}F
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infizj= Plot[{1-Cos[2x], (1/(x"2)) Cos[x], Abs[Cos[7x]]}, {x, 0, 2Pi},
Tick= s {{ 0, P1/2, Pi, 3Pi/f2, 2Pi}, Antomatic}, Plotlegends » "Expressions"]

— 1-cos(2x)
__ oosl)

Qut{12]= 1
12 1.5 2

— |cos(T x}|

2m

]

100% =

Primjer 3.3 Pomocu prethodnih primjera i koristenjem vasih novih testnih primjera zakljucite:
1. Koliki je period funkcija f(x) = sinwz, f(x) = coswz, f(x) =tgwz, f(x) = ctgwz?
2. Koliki je period funkcija f(x) = |sinwz|, f(z) = |coswz|, f(x) = |tgwz|, f(z) = |ctgwz|?

3. Koliki je period funkcija f(x) = |1 + sinwz|, f(z) = |1 + coswz|, f(z) = |1 + tgwz|, f(zx) =
|1+ ctgwz|?

Rjesenje.

1. 27

€

)

2.

EERA
ISE]

s
3. = =

U definiciji periodi¢nosti ste sigurno uocili da temeljni period ne mora postojati. Kod trigonome-
trijskih funkcija postoje temeljni, odnosno najmanji periodi, ali navest ¢emo primjer funkcije koja je
periodi¢na ali nema temeljni period.

Primjer 3.4 Dirichletova funkcija [ : R — R definirana je sa

|1 zax2e€Q
f(x)—{ 0 zaxgQ

Funkcija racionalnim brojevima pridruzuje jedinice, a iracionalnim brojevima nule. PokuSajmo naci
neki broj T za koji vrijedi
flea+T) = f(x) za svakix € R.

Neka je T racionalan broj. Vrijedi
flx+T)=1 za svaki x € Q
jer je x + T racionalan broj, pa zakljucujemo da je

flx+T) = f(x) za svaki x € Q.
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Provjerimo ovu jednakost za iracionalan broj x ¢ Q. S obzirom da je x + T iracionalan dobivamo
flx+T)=0 za svaki x € Q,

pa i za iracionalne x vrijedi

flx+T)= f(z) za svaki z & Q.

Ako vrijedi za racionalne i za iracionalne x, onda vrijedi za sve x € R. Dobili smo da je racionalan broj
T period funkcije, a nismo uzeli neki odredeni T'. Dakle, bilo koji racionalan broj T je period Dirichletove
funkcije. Pitamo se sad koji je to najmangi racionalan broj. Ne postoji najmangi racionalan broj, pa ne
postoji ni temeljni period ove periodicne funkcije.

Ova funkcija je malo neobi¢na, ali dobro je vidjeti i takve funkcije da shvatimo zasto se u definiciji
periodicnosti javlja ona pretpostavka koja kaze-ako postoji najmanji period. Dirichletova funkcija se
Cesto javlja kao primjer funkcije za koju neke lijepe stvari ne funkcioniraju, pa nas ona potice da budemo
precizni u svojim tvrdnjama. Ova funkcija je periodi¢na funkcija koja se ne moze zapisati kao suma
sinusa i kosinusa razlicitih amplituda i frekvencija.

3.3 Opca sinusoida

Opéa sinusoida ima oblik

f(z) = Asin(wz + ),

pricemu je A amplituda, w kruzna frekvencija, a ¢ fazni pomak. Mi éemo govoriti o op¢oj sinusoidi, ali
sve isto vrijedi i za opéu kosinusoidu

f(x) = Acos(wz + ¢).

Fukcija pomaka kuglice koja objesena na oprugu titra pod utjecajem elasti¢ne sile, odnosno harmonij-
skog oscilatora, je opéa kosinusoida ili opé¢a sinusoida.

U prethodnom poglavlju smo dosli do zakljucka da je period funkcije sinwax jednak %”, pa je to
ujedno i period opce sinusoide

=T
w

Sinusoida amplitude A poprima vrijednosti iz intervala [—A, A]. Ako sinusoidu zapiSemo u obliku
flx) = Asinw(z + g),
koristenjem znanja o izometrijama iz poglavlja 1, mozemo je nacrtati tako da pomaknemo
Asinwz

duz osi x. Koriste¢i naredbu Manipulate promatrajte kako se mijenja sinusoida kad mijenjate amplitudu
A, frekvenciju w i fazni pomak .
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Injs2)= Manipulate[Plot[A+ Sin[e+x+4¢], {x, 0, 2Pi},
Ticks » {{0, Pi/2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, Automatic}], {&, -5, 5},
{w, 1, 5}, {¢, O, 2Pi}]

Primjer 3.5 Nacrtajte grafove funkcija

f(x) = 2sin(3z — 1)
f(z) = 3sin(mrz + 1)
f(x) = 3cos(2z — )
f(x) = —2cos(x + F).

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infg7]= Plot[{2 8in[3x-1], 3 5in[Pi*x+1], 3Co=[2x-Pi], -2Cos[x+ (Pi/4)]},
{x, 0, 2Pi}, Tickss{{ 0, Pis2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, Automatic},
PlotLegends + "Expressions"]

2k

— 2sin(3x-1)

— Jsin(mx+1)

O — 3cos(2x-m)

— —2cos(x +’:’)

21

100% -
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Op¢u sinusoidu mozemo zapisati kao sumu sinusa i kosinusa iste frekvencije, ali bez pomaka.
Racunamo pomocu adicijskih formula

Asin(wz + ¢) = Asin p coswz + A cos psinwz,

pa ako stavimo

= Asingp (3-3)
b = Acosyp

onda imamo jednakost
Asin(wz + ¢) = acoswx + bsinwz.

Iz jednakosti (3.3) dobivamo

; _a
gY = 3
A = +Va?+02,
pa pomocu ovih jednakosti mozemo opc¢u sinusoidu prebaciti u sumu sinusa i kosinusa ili obrnuto.

Primjer 3.6 Zadane funkcije zapisite u obliku a coswzr + bsinwzx
1. f(x) = 3sin(rz + %)
2. f(x) =3cos(2x — )
3. f(x) = —2cos(x + ).
Rjesenge.
1. f(z) = 3sinmz + %g COS X
2. f(x) = —3(cosz)? + 3(sinz)?
3. f(z) =+/2sinx —v/2cosz.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[104:= TrigExpand[{3 Sin[Pi+x+Pi /3], 3Cos[2x-Pi], -2Cos[x+Pi/4]}] j
£ L= - - 3L - . oo i . el

Out[1d}= | E V3 Cosimx] + E Sin{mx], -3 Cos[x]" +3S8in[x]", -2 Cos[x] —"E Sinfx]}
parametric plot = sort | reverse all subsets more... e = = )

Primijetimo da je ovaj oblik koji smo dobili zapravo Fourierov red za funkcije koje su bile zadane.
Zapravo smo dobili trigonomerijski Fourierov polinom, jer je suma konacna. Sve funkcije iz primjera
(3.6) mogu se zapisati kao sume sinusa i kosinusa iste frekvencije. Slozenije funkcije imaju sume razli¢itih
frekvencija.
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Primjer 3.7 Zadane funkcije zapisite u obliku opce sinusoide. Nakon $to mapisete u tom obliku, na-
pravite provjeru. Pomocéu adicijskih formula opcu sinusoidu vratite u oblik koji je bio zadan i usporedite
jeste li dobili istu funkciju. Funkcije su

1. f(x) =sinmx + cosmx

2. f(x) = 3sin2x — 3cos2x

3. f(z) = v/3sin3x + cos 3x.
Rjesenje.

1. f(z)=+V2sin(rz + I)

2. f(z)=2v3sin(2z — T)

3. f(x) =2sin(3z + §).

U ovom primjeru da bi dobili fazni pomak trazili smo rjesenja

tgp=1 (3.4)
tgp=—1
1
tgp = 73
i dobili ih kao
T
¥ = 1
s
90:—1
™
<P:go

Mi smo rjesavajuéi ove jednadzbe trazili vrijednosti funkcije koja je inverzna funkciji tangens. Odludcili
smo se za neke vrijednosti koje su rjesenja jednadzbi (3.4). U sljedeéem poglavlju definirat éemo inverzne
funkcije trigonometrijskih funkcija.

Primjer 3.8 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove funkcija i zakljucite je li funkcija
periodicna.

1. f(z) = sin2z + cos 3z

2. f(x) = sin 3z + cos 2z

3. f(x) = sin/3z + cos 2z

4. f(x) =sin 3z + cos V2x
5. f(x) =sin 3z + cos 2v/3x
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| File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf1og)= Plot[{Sin[2 x] +Cos[3 x], 5in[3 x] +Cos[2x], Sin[Sqgrt[3] x] +Cos[2 x],
Sin[Sgrt[3] x] + Cos[Sgrt[2] x], S5in[Sgrt[3] x] +Cos[2 Sgrt[3] x]}.,
{x, 0, 2Pi}, Ticks»{{ O, Pif2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, Antomatic},
PlotLegends -+ "Expressions"]

sin(2 x)+cos(3 x)

sin(3 x)+ cos(2x)
sin[ﬁ x]+cos(2x)
sin(v/3 x)+cos(y2 x)
sin(V3 x)+cos(23 )

Primjer 3.9 Pomodu primjera 3.8 postavite hipotezu o periodicnosti funkcije f(x) = sinwix + cos wox
u ovisnosti o %

Rjesenje je da je za X

w2

racionalan broje funkcija periodicna, a za iracionalan nije.

3.4 Definicija ciklometrijskih funkcija

Funkcije inverzne trigonometrijskim funkcijama, odnosno ciklometrijske funkcije definirat ¢emo u ovom
poglavlju. Ponovimo da smo o inverznoj funkciji f~' nauécili da postoji za funkciju f koja je bijekcija,
te da je graf od f~! simetrican grafu od f s obzirom na pravac y = .

Provjerimo je li funkcija f(x) = sinz, sin : R — [—1, 1] bijekcija. Funkcija je surjekcija ako je slika
funkcije jedanak kodomeni funkcije, Sto znac¢i da u kodomeni nema viska elemenata, onih u koje se
niti jedan z is domene ne preslika. Ovdje se vidi da je slika funkcije i kodomena interval [—1,1], jer
sinusi poprimaju te vrijednosti. Dakle, funkcija je surjekcija. Funkcija je injekcija ako se razlicitim x
pridruzuju razlic¢ite funkcijske vrijednosti, Sto ovdje nije slu¢aj. Na primjer, kad se pitamo koji x ide u

1, znamo da je
5T

LT .
sin—=1,sin—=1,...

2 2
pa funkcija nije injekcija. Da bismo mogli definirati funkciju inverznu funkciji sinus, moramo imati
samo jedan z za koji vrijedi sinz = 1, a isto tako za sve ostale vrijednosti sinusa. Smanjit ¢emo
interval na kojem promatramo funkciju, tako da izbacimo sve one x zbog kojih imamo ponavljanja
vrijednosti funkcije. Moramo uzeti jedan podskup sadasnje domene R na kojem funkcija sinus poprima
sve vrijednosti izmedu —1 i 1, a nema ponavljanja. To mozemo napraviti na beskona¢no mnogo nacina,

evo nekih takvih intervala
T T 37 _ 3 T
27217127 2 27 2|77

Obicno uzimamo interval [—7, 7] na kojem funkcija sin & poprima vrijednosti od —1 do 1. Smanjili smo
domenu i dobili restrikciju sin : [-F, 5] — [~1,1] pocetne funkcije sin : R — [~1,1].
Funkcija f(z) = sinx,

[ [—g, g] — [-1,1]  je bijekcija,
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pa mozemo definirati inverznu funkciju f~!(z) = arcsinz, f~*: [-1,1] = [-3, 5].

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
oA
ingp= Plot[Sin[x], {x, -Pi/2, Pi/2}, Ticks s {{-Pi/f2, 0, Pi/2}, Autematic}] 7

1.0F

Outfgj L

[ERE]
[ERE1S

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[i78= Plot[AreSin[x], {x, -1, 1}] 11

Out178}= —L L
-1.0

Primjer 3.10 Za funkciju f(x) = arcsinx izracunagte vrijednost funkcije u tocki x ako je

_ N2 . V2 .1 . 1 .. _ 3 .._ A3 .. _ _
r=0x=S, r=-5 =5, r=—5,z=5,z=—-%,r=11r=—-1

Primjer 3.11 Koristeéi naredbu ArcSinfx] v Wolframovoj Mathematici provjerite rjesenja iz prethod-
nog primgjera.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inf2e1:= £[x 1 := ArcSin[x] 7
£f[{0, Sqgrt[2]/2, -Sqgrt[2]/2, 1/2, -1/2, Sqrt[3]/2, -Sqrt[3]/2, 1, -1}]

w0y —y sy Spe DS ]
. - W

100% =~ .

Primjer 3.12 Intenzitet signala zadan je funkcijom f(x) =sinx. Odredite za koji © je intenzitet:

1. sinx > %
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2. sinz < %

3

3. sinx > 72

; V3
4. sinx > —52
Rjesenje.

1. Crtamo graf funkcije y = sinz i pravac y = % Otcitavamo za koje x je sinusoida iznad pravea

Yy = % Vidimo da je to za x € (F, %’r), ali treba uvaZiti periodicnost 1 dobivamo rjesenje x €

<g+2k7r,%f+2k7r>, keZ
2. xeR\(%—i—%w,%’r—i—%w),keZ
3. we (§+2kw,3f+2k7r>, ke

4. x €R\ [—%’T—l—%w,—%—k%w],kez

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In135}= Plot[{Sin[x], 1/2, Sqgrt[2]/2, -Sgrt[3]/2}, {x, 0, 2Pi},
Ticks » {{0, Pi/6, Pij4, Pijf2, 3Pis4, 5Pijf6, Pi, 4Pi/3, 3Pif2,
5Pif3, 2Pi}, Automatic}, PlotLegends -» "Expressions"]
1.0
o — sin(x)
—
.l
Out[138}= F:_ | 'JE
20 gy i
] 2
o5l T
2
-10F
@1l

Primjer 3.13 Gledajuéi graf funkcije f(x) = arcsinx rijeite nejednadzbe
1. arcsinx > %, 2. arcsinx > —7, 3. arcsinz > —¢, 4. 2arcsinz < 7.
Rjesenje.

Lae(1],2 26 (-2, 1,3 ze(-1,1), 4 ze[-1,%).
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File Edit Inset Fermat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj12p= Plot[{ArcSin[x], 2 ArcSin[x], Pi/3, -Pi/4, -Pisf6, Pi/2},
{x, -Pi/2, Pi/2},
Ticks + {{ -1, -Sqrt[2]/2, , -1/2, 0, , Sgrt[2]/2, Sqrt[3]/2, 1}, Automatic},
Plotlegends »+ "Expreszions"]

2t

aF

Uocimo da je funkcija f(z) = arcsin z neparna funkcija, njezin graf je centralno simetrican u odnosu
na ishodiste koordinatnog sustava.

Primjer 3.14 Zadana je funkcije f(x) = sinarcsinz. Uoéimo da je ona definirana samo za x € [—1,1]
i da su na tom intervalu funkcije sin i arcsin inverzne, pa je f(x) = x za x € [—1,1].

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Infigz)= Plot[Sin[ArcSin[x]], {x, -1, 1}1

10F

=10 -0.5 F 05 1.0

Primjer 3.15 Nacrtajmo graf funkcije f : R — R zadane s f(x) = arcsinsinz. Zbog toga $to su sin i
arcsin inverzne vrijedi

sinarcsinz = x, za svaki x € [—1,1]

L ) T
arcsinsinx = x, za svaki x € “ 55
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Injie7= Plot[AreSin[Sin[x]], {x, -Pi/2, Pi/2}, Ticks - {{-Pi/2, 0, Pi/2}, Automatic}] ||

Out] 187} —=

Ovaj primjer je zanimljiv jer funkcija f(x) = arcsinsinx definirana za svaki x € R, a znamo da ne
vrijedi da je arcsinsinx = x za svaki realan broj. Za sad imamo
us
) §:|

ne znamo za ostale x

SIE]

f(x) = arcsinsinx = T e {_
Funkcija f(x) = arcsinsina je periodiéna perioda 2w jer vrijedi f(x + 2m) = arcsinsin(z + 2mw) =
arcsinsinz = f(x). Poznato nam je ponasanje funkcije f na intervalu | — 5,5 | duljine 7, pa trebamo
vidjeti ponasnje funkcije na jos jednom intervalu duljine m da bi znali ponasanje funkcije. Odaberimo

interval | — =7, —5 | koji se slijeva nadovezuje na interval na kojem su funkcije inverzne. Uzmimo

f(z) = arcsinsinz = arcsinsin <x +7— 7T) .

Uzeli smox+mjex+mexe [—%,%] ako je x € {—%”,—%), pa za x + 7 mozZemo koristiti da su

sinus 1 arkus sinus inverzne funkcije. Po adicijskoj formuli za sinus i neparnosti dobivamo

= arcsin ( — sin(z + 77)) = —arcsin (sin(x + 71')) ,

pa je
3w
T)=—x— ze|——,—= |.
f@)=—a-ruze |- F.-7)
Dobili smo
—r—m zZax € —%”,—%)
f(z) = arcsinsinz =
T 20 x € —%,%}

pa moZemo nacrtati graf funkcije.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

intesi= Plot[AroSin[Sin[x]], {x, -3 Pi/2, Pi/2},
Ticks » {{-3Pi/2, -Pif2, 0, Pif2}, Automatic}]

Slicno kao za funkciju sinus, za funkciju kosinus isto uzimamo restrikciju i to na interval [0, x].
Funkcija f(z) = cosz,

f:0,7] = [-1,1]  bijekcija,

i mozemo definirati inverznu funkciju f~!(z) = arccosz, f~': [-1,1] — [0, 7].

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[7}= Plot[Cos[x], {x, O, Pi}, Ticks s {{ 0, Pi/2, Pi}, Antomatic}]
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

_—
In[i81}= Plot[AreCos[x], {x, -1, 1}] j

Out[181}=

>R

100% ~ =
R EEE————

Primjer 3.16 Za funkciju f(x) = arccosz izracunajte vrijednost funkcije u tocki x ako je
a:zO,x:‘/75,35:—\/75,:17:%,x:—%,mzf",x:—%ﬁ,m:l,x:—l.

Primjer 3.17 Koristeéi naredbu ArcCos[z] u Wolframovoj Mathematici provjerite rjesenja iz prethod-
nog primjera.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inf3aop= £[x ] := ArcCos[x]
£I{0, Sqgrt[2]1/2, -Sqrt[2]1/2, 1/2, -1/2, Sqgrt[3]1/2, -Sqrt[31/2, 1, -1}]

i i e o S g
P e

-t r
Outa1}= 15+

P T

Primjer 3.18 Intenzitet signala zadan je funkcijom f(x) = cosx. Odredite za koji x je intenzitet:
1. cosx >

2. cosx <

3. cosx >

= =
“ﬁ [N |
[\v)

V3
4. cosx > —5
Rjesenge.

1. Crtamo graf funkcije y = sinz i pravac y = % Otcitavamo za koje x je sinusoida iznad pravea

c
y = % Vidimo da je to za x € (—%,%), ali treba wvaZiti periodicnost i dobivamo rjesenje

T € (—§+2k7r,§+2k7r),k€Z

2. xeR\(—g,g),keZ

3. x€ (—%+2k7r,%+2k7r>,kEZ
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4. x €R\ |38 + 2km, 1T + 2kr|, k€ Z

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Infg= Plot[{Cos[x], 1/2, Sqrt[2]/2, -Sqrt[3]/2}, {x, 0, 2Pi},
Ticks » {{0, Pif4, Pi/3, Pi/2, 5Pif6, Pi, TPi/6, 3Pisf2, 5Pi/3,
TPi/f4, 2Pi}, Amntomatic}, PlotlLegends » "Expressions"]

Out[sl=

Primjer 3.19 Gledajuéi graf funkcije f(x) = arccosz rijesite nejednadzbe

1. arccosx >

e

2. arccosx >

INE

8. arccosx >

SIE]

4. 2arccosr < 3

Rjesenje.
1. ze[-1,3)
2.z €e[-1, */Ti)
3.z € [-1, ‘/75)

4. € (\/75,

—

]
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
in1z;= Plot[{ArcCos[x], 2 ArcCos[x], Pi/3, Pi/4, Pif6, Pi/2}, {x, -Pi/2, Pi/2}, &
Ticks + {{ -1, 0, 1/2, Sart[2]/2, Sqrt[3]/2, 1}, Automatic},
Plotlegends + "Expressions"] ]
— cos™'(x)
— 2cos7'(x)
—
1
Out[12}= T
4
L
6
L
1 2
-1 0 1 143 1
2 22 o ¥
100% ~
Primjer 3.20 Nacrtajte graf funkcije f : R — R zadane s f(x) = arccoscosx. Provjerite rjesenje

pomocéu Wolframove Mathematice.

File Edit Inset Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help

inj18;= Plot[ArcCos[Cos([x]], {x, -0, 2Pi},
Ticks » {{0, Pi/2, Pi, 3Pi/2, 2Pi}, Auntcmatic}]

omjigE -

Za funkciju tangens uzimamo jednu granu grafa te funkcije i to onaj dio za koji je x € ( -5, %),
isto kao za sinus. Funkcija f(x) = tgx,

Iz (— g g) SR je bijekdija,

i mozemo definirati inverznu funkciju f~!(z) = arctgz, f~1: R — ( -5 %)
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ini0p= Plot[Tan[x], {x, -Pi/2, Pi/2}, Ticks» {{-Pi/2, 0, Pi/2}, Antomatic}]

B6f

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
o
in251= Plot[AreTan[x], {x, -10, 10}] ]

155

Cut[25F L
[!=_,“J

Primjer 3.21 Za funkciju f(x) = arctgx izracunajte vrijednost funkcije u tocki x ako je

z=0,z=1,z=-1, =3,z =— 3733:\%,1;:_\%7

Primjer 3.22 Koristeéi naredbu ArcTanfz] u Wolframovoj Mathematici provjerite rjesenja iz prethod-
nog primgjera.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

infzzp= £[x ] := ArcTan[=x]

£fi{o, 1, -1, Sgrt[3], -Sqrt[3], 1/Sqrt[3], -1/Sqrt[3]}]

Fooom . ¢ B
Out[33}= '_0:;: RS g T

Primjer 3.23 Gledajudi graf funkcije f(x) = tgx rijesite nejednadzbe
1. tgz >1

2. tgx > —1
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3. tgxr <3

1

4. tgx < -7
Rjesenge.

1. x

m

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj38;:= Plot[{Tan[x], 1, -1, Sagrt[3], -1/S5qgrt[3]1}, {=x, -3Pi/2, 3Pif2},
Ticks » {{ -3Pis2, -Pi, -Pif2, O, Pif2, Pi, 3Pi/2}, Antomatic},
PlotLegends -+ "Expressions"]
[ E
41
— tan(x)
2L —_1
7 - 2 el
Outf38F ’ g ./ :
B —- —= — 3
gl -
_ Ve
=gl
1l w
100% =~ |

Primjer 3.24 Gledajuci graf funkcije f(x) = arctgx rijesite nejednadzbe

1. arctgx >

wly

2. arctgx >

N

3. arctgx >

ol

4. 2arctgr < §
Rjesenje.

1. x>/3

2. x>1

1
3.(E>7§
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4. x <1

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
in451= Plot[{ArcTan[x], 2 ArcTan[x], Pi/3, Pi/4, Pi/6, Pi/f2}, {x, -5, 5}, T
Plotlegends - "Expressions"]
. 3
2[ — tan~"(x}
— 2tan”'(x)
e
7= — Z
I 3
Cut]45)= L . . i
-4 2 2 4 —_—=
b 4
L1L e S
i}
. a—
=1 3
-ak o A1
100% ~ .

Za funkciju kotangens uzimamo jednu granu grafa te funkcije i to onaj dio za koji je = € (0,7), isto
kao za kosinus. Funkcija f(z) = ctgz,

f:(0,7) =R je bijekcija,

i mozemo definirati inverznu funkciju f~!(z) = arcctgx, f~1: R — (0, 7).

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
- A
In[12}= Plot[Cot[x], {x, O, Pi}, Ticks s {{ O, Pi/f2, Pi}, Automatic}] j
ek
al
Oul[12}= L
m
= E
—af
-8
Sl V]
100% ~ =
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y
.
ir
4 -3 2 -1 1 2 3 4

Primjer 3.25 Za funkciju f(x) = arcctg x izracunagte vrijednost funkcije u tocki x ako je
r=0,z=1,z=-1,2=3,2=—V3, =% x:—%.

Primjer 3.26 Koristeé¢i naredbu ArcCotfx] u Wolframovoj Mathematici provjerite rjeSenja iz prethod-
nog primjera. Nemojte se iznenaditi ako su rjesenja u Wolframovoj Mathematici razlicita od vasih
riesenja! Objasnjenje slijedi.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf24):= £[x ] := AreCot[x]
£[{0, 1, -1, Sqrt[3], -Sqgrt[3], 1/Sqgrt[3], -1/Sqrt[3]}]

Ako u Wolframovoj Mathematici nacrtamo graf funkcije f(x) = arcctgx neéemo dobiti graf koji je
nacrtan na gornjoj slici. Sto je uzrok tome? Odmah na pocetku kad smo definirali inverznu funkciju za
Sfunkciju sinus, spomenuli smo da u trebamo napraviti restrikciju domene funkcije sinus da bi ona na

toj smanjenoj domeni postala bijekcija. Mi smo odlucili uzeti domenu (— T %) Mogli smo odabrati
bilo koji drugi interval na kojemu funkcija postize sve vrijednosti, ali ih postiZe samo jednom!

Graf funkcije f~1(x) = arcctgx iz Wolframove Mathematice dobiva se kad uzmemo restrikciju
7

Mi smo definirali f~1 : R — (0,7) uzevsi restrikciju f(x) = ctgx na interval (0,7). Ovaj interval
se dobije kad uzmemo jednu granu funkcije f(x) = ctgx. Interval iz Wolframa se dobije ako odlucimo
uzeti dvije polovice razli¢itih grana funkcije f(x) = ctgz.

Mi éemo dalje raditi s funkcijom f~': R — (0,7), pa u skladu s tim toéna rjesenja u primjeru 3.25
trebaju biti iz intervala (0,7):

3 5 2

13,2 4,3 5,4 5, 5. 5F,6. 5, 7. 5.

funkcije f(x) = ctgx na interval ( — 5,

Primjer 3.27 Gledajudi graf funkcije f(x) = ctgx rijesite nejednadzbe
1. ctgx >1
2. ctgx > —1
3. ctga < V3

1
4. ctgx < ~7
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Rjesenje.

1. ze O+k7r,z+k7r>,keZ

Co

v e | §+km, 7T+k'7T> kel

(

2966(0 %{+kw),kez
(
(

4. x € %’T—i—kﬂ'ﬂ—i—kw) keZ

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infr1}= Plot[{Cot[x], 1, -1, Sqrt[3], -1/Sqrt[3]}, {x, O, Pi},
Ticks » {{ O, Pi/6, Pi/4, Pif2,3Pif4, 2Pi/3, Pi}, Automatic},
PlotLegends » "Expressions"]

ak

ak

— cot(x)
oL =7
oy oy
w71 i T‘\‘"--.___. i |
z_=o z 2, iz - — 43
T2 ¥
-2} = o
5

Primjer 3.28 Gledajuéi graf funkcije f(x) = arcctgx rijesite nejednadzbe
1. arcctgz >

2. arcctgx >

E ERESERRSE

3. arcctgx >

4. 2arcctgr < §
Rjesenje.

1. x < \/ig

2. x <1

3. x<+V3

4. x>1

Treba dobro zapamtiti kako izgledaju grafovi trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcija, jer se oni
javljaju u mnogim primjenama. Vazno je znati koje su domene i slike tih funkcija, pa to mozemo malo
provjezbati u sljede¢em primjeru.
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Primjer 3.29 Odredite domene funkcija

1. D(f) =[5

2. D(f) = [-3, 2]
3. D(f) =1

4. D(f) =1

9. D(f) = (=00,0]

U prvom poglavlju smo testirali hipotezu Log[z] = Log[—z] + i 7, ako je x negativan broj, a i
imaginarna jedinica. Vidjeli smo da logaritamske funkcija djeluje i na negativnim brojevima, ali smo
rekli da se mi time neé¢emo baviti jer najprije moramo nauciti raditi s realnim funkcijama.

Ipak, ponekad da bismo mogli neke stvari povezati, dobro je malo zaviriti u kompleksno podrucje. U
nastavku ovog poglavlja, osim trigonometrijskim funkcijama, bavit ¢emo se i hiperbolickim funkcijama.
Veza izmedu trigonometrijskih i hiperbolickih funkcija se moze vidjeti kroz kompleksne brojeve.

Logaritamska funkcija moze djelovati i na kompleksnim brojevima. Kompleksan broj

3 1
V3,1
2 2
mozemo zapisati kao
T + 4 sin T
cos — —.
6 6
Kompleksni logaritam djeluje
Log[cos x + isinz] = iz,
Sto pomoc¢u eksponencijalne funkcije mozemo napisati
e = cosx + isinz.
Zbog neparnosti funkcije sinus vrijedi
—

e " =cosx —isinw.

Zbrajanjem ovih eksponencijalnih jednakosti dobivamo

cosT = H#, (3.5)
2
a oduzimanjem ‘ .
) et _ p—iT
sing = ———-. (3.6)

Ove jednakosti s imaginarnom jedinicom su vazne da objasne povezanost trigonometrijskih i hiper-
bolickih funkcija. U poglavlju o hiperbolickim funkcijama vidjet ¢emo da mnoge sli¢ne formule vrijede
za trigonometrijske i hiperbolicke funkcija.
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3.5 Polarne koordinate, crtanje grafova funkcija u polarnim
koordinatama

Ideja koordinatnog sustava je prirodna ideja na koju covjek dode sam kad mu je potrebno odrediti
polozaj nekog tijela. Ako ste na nekoj livadi zakopali blago, zapamtit ¢ete mjesto pomoéu nekih objekata
koji su na livadi i smatramo da nisu pomic¢ni. Na primjer, hodamo 10 koraka od bunara u smjeru stijene
u obliku pseée glave, a onda skrenemo prema velikom hrastu i hodamo jos 5 koraka. Tamo je zakopano
blago.

Ideja koordinatnog sustava je upravo takva, pa ako zelimo doéi u tocku (10,5) Kartezijevog koordi-
natnog sustava, hodat ¢emo 10 koraka od ishodista po osi x, a onda ¢emo skrenuti i hodati 5 koraka
paralelno s osi y. Jasno je da nas Kartezijev koordinatni sustav nije jedini koordinatni sustav kojim
mozemo to¢no odrediti polozaj neke tocke.

File Edit Inset Feormat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Polarni koordinatni sustav ima pol O, to je tocka koja odgovara ishodistu kartezijevog koordinatnog
sustava, a ima i polarnu os, to je polupravac koji ide iz pola O. Vidi sliku 3.5.

U fizici se veli¢ine koje imaju sfernu simetriju prikazuju u polarnim koordinatama. Na primjer
gravitacijski i elektri¢ni potencijal imaju sfernu simetriju jer ovise o udaljenosti r kao % Sliéno vrijedi
za gravitacijsku i elektricnu silu koje ovise o udaljenosti r kao 1%

F.l"ﬁ

ﬂ
______-t_:____

o
-

0 X

Svaka tocka P odredena je svojom udaljenoséu od pola i kutem koji zatvara OP s polarnom osi.
Udaljenost d(O, P) oznacavamo s r, a kut s ¢. Duljina d(O, P’) je  koordinata tocke P, pa je ozna¢imo
s . Duljina d(P’, P) je y koordinata tocke P, pa je oznac¢imo s y. Trigonometrija pravokutnog trokuta
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nam kaze da je

rsin (3.7)
= 7rcosy,

pa pomoc¢u ovih jednakosti imamo vezu izmedu pravokutnih i polarnih koordinata. Kvadriranjem i
zbrajanjem, odnosno dijeljenjem jednadzbi iz (3.7) dobivamo

¢ = arctg g.
T

r

Primjer 3.30 Krivulje zadane u pravokutnim koordinatama napisite u polarnim koordinatama
1 22 +y? =1
2. 22 4+1y2=9
3 22+ —2y=0
4. 2?2+ 4 +y? =0.

Primjer 3.31 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtaj krivulje iz primjera 3.30. Najprije ih nacr-
tajte u pravokutnim koordinatama koristenjem naredbe ContourPlot, a nakon toga u polarnim koordi-
natama koristenjem naredbe PolarPlot. Usporedite dobivene rezultate. Je li neka od dobivenih krivulja
graf funkcije?

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[18}= ContonrPlot[{x*2+y*2==1, x*24+y*2=9, x*"24y*2_2y=0,
x*2+4x4+y*2=-0}, {x, -4, 4}, {v, -4, 4}, PlotLegends » "Expressions"]

LT T T T T T T T T T T T T T]

— iy =1
L ] — Fayr=9
— x*4+y?-2y=0
—_ xz+4x+y2=0

0
Out[18}=
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Infsf= PolarPlot[{1l, 3, 2 5in[e¢]l, -4Cos[wl}, {@, 0, 2Pi}, PlotLegends » "Expressions"] ]_

/_P'_a—

Out{s}=

——H_,_\\
2 —— 2sin(g)
/ -
-—'—'—/

100% ~ .

U primjeru 3.30 nemamo grafove funkcija, pa ¢éemo nacrtane grafove nazivati krivuljama. Krivulja
je naziv za 1-dimenzionalni objekt u ravnini ili prostoru.

Primjer 3.32 Krivulje iz primjera 3.30 rastavite na dijelove tako da dobijete grafove funkcija. Koristite
oznake y1 = f1(x) i y2 = fa(x).
Rjesenje.
1 fi(w) = VI—2a?, fole) = —V1-2a?
2. file) = VO a2, folw) = VO —a?
3 filx) =vV1I—22+1, fo(z) = —vVI—a%+1
4. file) =V—2% =4z, fo(x) = —V—a® — 4z
Primjer 3.33 Pomocu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe PolarPlot nacrtajte krivulje
1. r=1+4cosp
2. r=1+4singp

3. r=sin2p

4. = sin 3.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[77}= PolarPlot[{ 1+ Cos[¢], 1+ Sin[e], Sin[2¢], Sin[3¢]}, {¢, 0, 2Pi},
PlotLegends » "Expressions"])

— 1+ cos(p)
— T+sin{@)

Out[T7)=

— sin(2 @)
— sin(3 @)

Krivulje r = 14+ cosp i 7 = 1 + sin ¢ se nazivaju kardioide, zbog svog oblika! Krivulje s laticama
nazivamo lemniskatama. U primjeru 3.54 tijelo se giba pod utjecajem dviju elasti¢nih sila koje su
medusobno okomite. Ovisno o tome kakvo je titranje duz osi z i y, tijelo se giba po razli¢itim krivuljama,
pri ¢emu se lemniskata pojavljuje kao putanja.

e

Primjer 3.34 Klizacica i klizac¢ klizu po istoj latici krivulje r = sinde 1 ulaze u ishodiste. Pod kojim
kutem su njihove putanje?

_a —~y

L]

C

Rjesenge je

k
sindp = 0, = Tﬂ’
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pa je traZeni kut 7.

Primjer 3.35 Pomocu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe ParametricPlot nacrtajte para-
metarski zadane krivulje

1+ cosp)cosp, y=(1+ cosyp)sing

= (

2. x=(14+sing)cose, y = (14 sinp)sinp
= (sin2¢p) cos g, y = (sin2¢) sin g
= (

sin3p) cos p, y = (sin 3¢) sin .

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[7g)= ParametricPlot[{ { (1 +Cos[w]) Cos[p], (1 +Cos[w]) Sinl[wl},
{{(1+3in[g]) Cos[p]l, (1+3in[e]) Sin[e]l}, {S5in[2¢] Co=[p]l, Sin[2¢] Sin[eg]l},
{Sin[3 @] Co=s[p], Sin[3 @] Sin[e]} }, {@, 0, 2Pi}, PlotLegends - "Expressions"]|

— {1+ cos{g))cos(g). (1+cos(g))sin(g)}
— {(1+sin(g)) cos(g). (1+sin{g)) sin(g)}
— {sin(2 @) cos(p). sin(2 @) sin(@)}

— {sin(3 @) cos(p), sin(3 @) sin(@)}

out[TEl=

100% =~

Usporedimo i krivulje iz primjera (3.33) i (3.35), vidimo da su to iste krivulje.
Vidimo da istu krivulju mozemo napisati u polarnim koordinatam jednadzbom r = r(¢) ili parame-
tarski kao x = r(p) cos ¢, y = () sin ¢.

Primjer 3.36 Odredite za koje kuteve o je definirana krivulja i nacrtajte je naredbom PolarPlot

Rjesenje se svodi na rjesavanje trigonometrijskih nejednadzbi

1. cosp>0,p€ |—5+2km, 5 +2kn|, ke’
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2. cos2¢ >0, p € [—%+2k7r,§+2k7r],k62

3. sin3p >0, p € [2k77,§+2k7r], kelZ.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[75):= PolarPlot[{ Sqrt[Cos[w]], Sqrt[Cos[2¢]], Sqgrt[Sin[3e¢]1}, {w¢, 0, 2Pi},
Plotlegend= » "Expres=sions"]

— +/ cos(g)
— 4 cos(2 @)

— 4/ sinf3 @)

Primjer 3.37 Bubamara se kreée po rubu cvijeta koji ima jednadzbu r = sindy i pocinje kretanje u
sredini cvijeta, odnosno u ishodistu. Koliko se maksimalno udalji od sredine cvijeta? Koliko latica
prijede prije nego se vrati u ishodiste?

Rjesenje.

Maksimalna udaljenost je 1, a latica ima 8.



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

POGLAVLJE 3. TRIGONOMETRIJSKE I HIPERBOLICKE FUNKCIJE I NJIHOVE
240 INVERZNE

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
=
Inj25;= PolarPlot[ Sin[d4¢], {p, 0, 2Pi}] j
7
0N -
Out]EE]= _' -
|
— w
100% «

Primjer 3.38 Napisite jednadzbu cvijeta s 15 latica!
Rjesenja su r = cos (15¢) i r = sin(15¢). Nadite jo§ neko rjesenje i provjerite njegovu ispravnost
crtanjem krivulje!

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injz5}= PolarPlot[ {Cos[15¢], Sin[15¢]}, {¢, 0, 2Pi}, Plotlegends - "Expressions"]

— cos(15¢)

Out[es=

— sin{15 @)

Primjer 3.39 Cuijet r = cos (15¢) brzo raste, pa se duljina latica udvostrucila. Napiite jednadzbu
cvijeta nakon $to je narastao!
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Rjesenge je r = 2cos (15¢).

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injg7}= PolarPlot[ 2 Cos[15¢], {@¢, O, 2Pi}] il

2k

CutETF -
-

100% - .

Primjer 3.40 Nacrtajte cvijet sa 150 latica!
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In25}= PolarPlot[Cos[150 ¢], {@¢, 0, 2Pi}]

l

Ou2s

|
|

Zakljucite koliko latica ima krivulja r = cos (ng) ili r = sin (ny) ovisno o tome je li n paran ili
neparan prirodan broj! Uvjerite se da ove krivulje imaju n latica ako je n neparan broj, a 2n ako je n
paran broj!

Primjer 3.41 Mrav mora doéi u ishodiste kretanjem po krivulji vy ili ro. Nacrtajte grafove i procijenite
po kojoj krivulji mu je kraéi put!
l.rlzﬁ,lrzze_%.

Rjesenge.
Kad crtamo ry vidimo da je to spirala koja jako sporo ide prema ishodistu, Stovise put po mjoj je be-
skonacéno dug. Mi nemamo dovoljno znanja da to izracunamo, ali vidi se veliko zacrnjenje kad se spirala

jako sporo priblizava ishodistu. Mrav treba i¢i po eksponencijalnoj spirali koja ima konacan put. Vidi
se na grafu da krivulja brzo ulazi u ishodiste.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj108}= PolarPlot[ 1/ Sarte¢], {¢, 0.1, 100Pi}, PlotRange - All]

_3 ) —4 \—/{} 1 z 3

-1l

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infiz0]:= PolarPlot[1/e” (-¢), {¢, 0, Pi}, PlotRange -+ All]

Out[120}=

Primjer 3.42 Nacrtajmo jednu jednostavniju krivulju bez pomodi racunala!

Odaberimo kardioidu r = 14cos . Prui korak pri crtanju krivulje u polarnim koordinataa je odredivange
njezine domene. Osim wobicajenih ogranicenja koje imamo za parni korijen, nazivnik i izraz pod lo-
garitmom, ovdje treba pripaziti na smislenost varijable r. Buduéi da je r udaljenost, onda r mora
biti pozitivan. Vrijednosti od ¢ za koje je r < 0 nisu u podrucju definicije krivulje. S obzirom da je
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1+ cosp >0 za svaki ¢, kardioida je definirana za svaki @.

Crtamo u pravokutnim koordinatama graf y = 1+ cosz, pa ga prenosimo u polarni sustav. Najprije
nacrtamo tocku ¢ = 0, za koju dobivamo r = 2, pa je ucrtamo na polarnu os. Vidimo iz grafa
y = 1+ cosz da radijus pada kad ¢ raste prema 5 i nastavlja padati sve dok na bude r = 0 za kut

@ = m. Nakon toga radijus ponovo raste, pa krivulju crtamo simetricno u odnosu na os x.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj1z13= Plot[1l + Cos[x], {x, O, 2Pi}, Ticks - {{0, Pi, 2Pi}, Antomatic}] ]_

20 3
154
Qutfizi 10|
5L

m 2m il

injizz3= PolarPlot[1 +Cos[vl, {w, 0O, 2Pi}] 11

Out[122}=

100% -
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3.6 Definicija hiperbolickih funkcija

U gravitacijskom polju lanac ili uze vise u obliku krivulje koju nazivamo lan¢anicom. Njezina jednadzba
je y =achZ, pri cemu je

funkcija kosinus hiperbolicki.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
o
In[125):= Plot[Cosh[x], {x, -2Pi, 2Pi},
Ticks - {{ -2Pi, -3Pif2, -Pi, -Pi/2, 0, Pi/2, Pi, 3Pi/f2, 2Pi}, Automatic}]
250f
200fF
150 F
Out[125}= "
100 F
sof
: im m P i 5
=277 -= -JT - : T 2m
2 2 2 Iy
100% =«
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

imiz6}= Plot[Sinh[x], {x, -2 Pi, 2Pi},
Ticks » {{ -2Pi, -3Pi/2, -Pi, -Pi/2, 0, Pi/2, Pi, 3Pi /2, 2Pi}, Antomatic}]

100 -

L
4

XE
r |

_sol

-100

100% =~

Primjer 3.43 Odredite domenu i sliku funkcija sinus i kosinus hiperbolicki. Ispitajte parnost, neparnost
1 periodicnost. Dokazite da vrijedi
ch?z —sh?z = 1.
Rjesenje.
Funkcije sinus i kosinus hiperbolicki definirane su za svaki x € R. Slika funkcije sinus hiperbolicki
je cijeli skup realnih brojeva, a za kosinus hiperbolicki interval [1,00). Sinus hiperbolicki je neparna

funkcija, a kosinus parna, sto se lako provjeri uvrstavanjem —x u formule kojima su definirane funkcije.
Jednakost ch’z — sh’z = 1 dokazujemo tako da uvrstimo formule kojima su definirane funkcije.

Primjer 3.44 DokaZite da vrijedi

sh(z+y) = shachy+chashy
ch(z +y) chxzchy+shzshy

Uputa: krenite racunati s desnom stranom jednakosti.

Adicijski teoremi vrijede kao za trigonometrijske funkcije, samo postoji razlika u predznaku. Os-
novna veza za trigonometrijske funkcije je

sin’z + cos?z = 1,

dok je za hiperbolicke imamo razliku kvadrata funkcija ch?z —sh?z = 1. Krivulju y2 — 22 = 1 nazivamo
hiperbolom, pa od tuda potjece naziv za hiperbolicke funkcije. Sli¢no ponaSanje trigonometrijskih i
hiperbolickih funkcija uzrokovano je time $to su jedne i druge funkcije definirane pomocu eksponencijalne
funkcije, vidite (3.5), (3.6).

Funkcija tangens hiperbolicki definirana je s

shz et —e*

chx e*+e7’

Domena funkcije je cijeli skup realnih brojeva, jer je nazivnik suma eksponencijalnih funkcija, pa to ne
moze biti nula. Slika funkcije je interval (—1,1) jer je nazivnik uvijek veéi od brojnika.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
|n[iz5= Plot[Tanh[x], {x, -Pi, Pi}, Ticks - {{ -Pi, -Pi/2, 0, Pi/f2, Pi}, Antomatic}] 11

10k
05

Out[128} —

EREN
NS

- i

more... | @ = = 8 v
100% =~

Funkcija kotanges hiperboli¢ki definirana je s

h x —T
f(x):cthx:ﬂ—e te

shz e* —e-’

domena je R\ {0}, a slika R\ [-1,1].

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf123;:= Plot[Coth([x], {x, -Pi, Pi}, Ticks-»{{ -Pi, -Pi/2, 0, Pi/2, Pi}, Auntomatic}] j_

Out[133}= —L 1
T _z

[SNE]S
)

Primjer 3.45 Pomocéu Wolframove Mathematice i naredbi Sinh, Cosh, Tanh, Csch nacrtajte grafove

funkcija
1. f(z) =sh2ax
2. f(z)=2ch2
3. f(z) =2tha

4. f(x) = cth3z
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf135]= Plot[{Sinh[2 x], 2 Cosh[x/2], 2 Tanh[x], Coth[3x]}, {x, -2Pi, 2Pi},
Ticks » {{ -2Pi, -3Pis2, -Pi, -Pis2, 0, Pif2, Pi, 3Pis2, 2Pi},
Antomatic}, Plotlegends + "Expressions"]

— sinh(2 x)

Cut[135]= —] 2C05h(§)

—— 2tanhix)
— coth(3 x)

(SNE}
o

w

5

Ml

00% «

Primjer 3.46 Lanac je objesen na stapu duljine 4 metra, a formula lancanice je f(x) = 2ch §. Koliko
se lanac provjesio?
Rjesenje.

f(2) =2ch1, pa je provjes 2ch1 — 2.

File Edit Inset Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help

Injz8}= Plot[{2 Cosh[1], 2Cosh[x/2]}, {x, -2, 2}, PlotLegends » "Expressions",
Axes0Origin - {0, 0}, AspectRatio->1/2]

ITF
z5f
— 2cosh(1)

Out{28= 15F - 2cosh(§)

3.7 Definicija area funkcija

Rezimirajmo

sh : R — R, neparna funkcija
ch : R —[1,00), parna funkcija
th : R — (—1,1), neparna funkcija
cth : R\ {0} —» R\ [-1,1], neparna funkcija.
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Zelimo definirati inverzne funkcije od hiperbolickih funkcija, koje se obicno zovu area funkcije. Sve
funkcije osim kosinusa hiperbolickog su bijekcije i ne¢emo imati problema s definiranjem inverznih
funkcija. Za ch trebamo smanjti domenu tako da se vrijednost funkcije javlja jednom, pa funkcija
postaje bijekcija. Uzet ¢emo

ch: RY — [1,00),

restrikciju na pozitivne brojeve.

Krenimo s inverznom funkcijom od

f(z) = sha,
pa izraz

2y=¢e" —e "
pomnozimo s e” i dobivamo

2ye” = e?” — 1.

Jednadzbu
e —2ye® —1=0

supstitucijom ¢t = e* pretvaramo u kvadratnu i dobivamo rjesenja
t1,0 =

2y 4 /4y? + 4
£—7#j¥=yiJ?:i

Rjesenje
e’ =y—y+1.

daje negativno vrijednost za e”, pa ga odbacujemo jer e* mora biti pozitivan broj. Ostaje nam rjesenje

=y Vit

iz kojeg logaritmiranjem dobivamo rjesenje

x:ln<y+\/y2+1>.

Zaklju¢ujemo da je inverzna funkcija funkcije sh, koju nazivamo arsh jednaka

fYz) = arshz =1In <x+ x? + 1)

TR R.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

|nt4z3= Plot[ArcSinh[x], {x, -2 Pi, 2Pi},
Ticks + {{ -2Pi, -3Pi/2, -Pi, -Pi/2, O, Pi/2, Pi, 3Pif2, 2Pi}, Automatic}]

Out[142}= L

=27

Na slican nac¢in kreéemo s

f(z) = chz,

pa izraz

2y =e" +e "
i dobivamo nakon supstitucije t = e* pretvaramo u kvadratnu i dobivamo rjesenja

t10 =

2y + \/4y? — 4
WEVWSL_ L e

U ovom slucaju oba rjesenja daju pozitivnu vrijednost za e®, pa se moramo odluciti koje rjesenje ¢emo
uzeti. Ako uzmemo restrikciju

ch: R — [1,00),

dobivamo

f~Yx) = archz =1In (m 4 \/ﬁ)

i, 00) = RE.



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA R

'UNALOM

3.7. DEFINICIJA AREA FUNKCIJA 251
x
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
in[173= Plot[{AreCosh[x], Cosh[x], x}, {x, 0, 3}, AspectRatio-1, TS
Plotlegends » "Expressions"] |
g+ 7
5
&
-1
— cosh™'(x)
outfiz © —— cosh(x)
—_X
@
1
- v
100% -~ .

Da smo uzeli restrikciju ch : Ry — [1,00), dobili bismo funkciju

archz = In <x — Va2 — 1) koja ide f~!:[1,00) = Ry .

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injg}= Bhow[{Plot[-ArcCosh[x], {x, 0, 3}, PlotLabels - -ArcCosh[x]],
Plot[ Cosh[x], {x, -3, 0}, PlotLabels - Placed[Cosh[x], Above],
PlotStyle -+ Orange] , Plot[x, {x, -3, 3}, PlotStyle » Green, Plotlabels +»x]},
PlotRange —» All]

cosh{x) 0

Inverznu funkciju za

xr —x
et —e
f(z) =thz =
et 4 e %
racunamo iz
et —e "
y =
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mnozenjem brojnika i nazivnika s e”, pa dobivamo

B eQw —1
V=
Nakon §to rijesimo po e%? i logaritmiramo imamo
1
2z =1In + y,

pa je

1. 1+«
() =arthz = =1
f7 (x) = arthx gl

pri éemu je arth : (—1,1) — R.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

intezz= Plot[AreTanh[x], {x, -1, 1}] 17

3

2]

0%+
Sli¢éno 114+

—1 x
f7 (z) = arcthz 5 I,

pri ¢emu je arcth : R\ [-1,1] — R\ {0}

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

injtesi= Plot[AreCoth[x], {x, -10, 10}]

Primjer 3.47 Pomocéu Wolframove Mathematice i naredbi ArcCosh, ArcSinh, ArcTanh, ArcCsch na-
crtajte grafove funkcija
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inzj= Plot[{ArcSinh[2 x], 2 ArcCosh[x/2], 2 ArcTanh[x], ArcCoth[3 x]},
{x, -2Pi, 2Pi},
Ticks » {{-2Pi, -3Pi/2, -Pi, -Pi/2, O, Pi/2, Pi, 3Pi/2, 2Pi},
Antomatic}, Plotlegends » "Expressions"]

10F

— sinh™(2x)
— 2cosh"(§)

2m . 2tanh™(x)
— coth™'(3x)

Primjer 3.48 Lanac je objesen na Stapu duljine 2 metra, a formula lancanice je f(x) = chz.
1. Nacrtajte osnosimetricnu sliku lanca i Stapa v odnosu na simetralu prvog kvadranta.
2. Napisite formule krivulja koje omeduju dobiveni simetriéni objekt.

Rjesenge.

Krivulje su y =chl, y =In(z + V22— 1), y = In(x — Va2 — 1).

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inrsk= Plot[{Cosh[1], Cosh[x], x, Log[x+Sqgrt[x*2-1]], Log[x-Sqgrt[x*2-1]1},
{x, -2, 2}, Plotlegends - "Expressions"]
4+
:r — cash(1)

—— cosh(x)

bl

* ' \ — g7

100% ~
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3.8 Modeliranje trigonometrijskim i hiperbolickim funkcijama

Primjer 3.49 Kuglica objesena na oprugu titra pod utjecajem elasticne sile F = —kx, k je konstanta
elasticnosti, x je pomak iz poloZaja ravnoteze (harmonicki oscilator). Fotografija snimljena stroboskopom
pokazuje da je pomak x(t) periodicna funkcija. Pronadite na internetu informaciju $to je to stroboskop!

Pomak tijela iz poloZaja ravnoteZe

z(t) = Acos(wt + ),

A je amplituda titranja, w = 2w, f = 27/T, w je kruina frekvencija, [ je frekvencija titranja, T je
period titranja. Argument funkcije cos naziva se faza titranja, a ¢ je pocetna faza u trenutku t = 0.
Brzina titranja oscilatora je

v(t) = Aw - sin(wt + ¢).

Za kuglicu mase m = 0.5 kg, koja titra objeSena na oprugu konstante elasticnosti k = 1.23 N/m
amplitudom A =1 cm odredite:

1. graficku ovisnost x(t) i v(t) za prvih 12 sekundi titranja uz p = 0

2. graficki prikazite ovisnost o vremenu potencijalne E, = %kz - 2%(t) i kineticke energije Ej =

sm - v2(t) oscilatora.

Rjesenje.

1. Kruzna frekvencija titranja w = 1/% = 1.57 rad/s.
Ovisnost polozaja i brzine o vremenu: x(t) = 1 - cos(1.57t) cm,
v(t) = 1.57sin(1.57t) cm/s.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

oA
|n[147j= Plot[1 Cos[1.57t], {t, O, 12}, AxesLabel »{t[s], x[cm]}] ki
lem) 3
1.0
05\ /\ A /
Out[147}= " e
-0.50
=10}
theme... v  imagesize ¥ | more... [x]
v
100% =~

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
jni54p= Plot[1.57 §in[1.57 t], {t, 0, 12}, AxesLabel » {t[s], v[em/=]}] 1]
cm
%)
15}

1.0F

0.5

Out[154}=
- He)
-0sf
-10f
-15f
axes

v | imaaesize *  more... a v

2. Potencijalna energija je E, = $k-2*(t) = kA% cos®(wt+y), a kineticka energija By, = m-v*(t) =
1mA%w? cos? (wt+). U nasem slucaju B, = 6.2-107° cos?(1.57t) J i By = 6.2-1073 sin®(1.57t) J

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inj157= PLOt[6.2#10A (-3) % (Cos[1.57 t]) *2, {t, O, 12}, Axeslabel  {t[s], "E",[J1}] 71
Egld)
0.008
0.005F
0.004f
Out[157=
0.002F

000Z2F

0.001F

— =)
12

theme... labels... axes~ imagesize ¥ more.. (& =3 = (%] o
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
intes)= Plot[6.2 4104 (-3) # (5in[1.57 t]) ~2, {t, 0, 12}, AxesLabel - {t[s], "E".[J]1}] 1] oo
B )
0.008F
0.005F
0.004f
OB G af
0.002f
0.001f
=)
2 4 8 8 10 12
theme... labels... axes ~ imagesize © more.. (2 = =l o o
100% = .

Primjer 3.50 Cestice sredstva istovremeno su pobudene s dva harmonicka titranja jednakih amplituda
i frekvencija opisana jednadzbama: yy(t) = 10sin(3t + §) cm i yo(t) = 10sin(3t — §) cm, vrijeme t u
sekundama. Odredite:

1. graficki prikaz titranja y1(t) @ y2(t) i superpozicije titranja yy(t) + yo(t)

2. za sva tri nacina titranja odredite kruznu frekvenciju i period titranja
Rjesenje.

1. Graf funkcija

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf160):= Plot[{10+S5in[3 t+Pi /6], 10+Sin[3 t-Pi/3], 10+5in[3t+Pi /6] + 10+Sin[3 t-Pi/f 3]},
{t, 0, 6}, Axeslabel + {t[s], y[cm]}, PlotlLegends - "Expressions"]

ylem)

15

10k
= 1nsin(3:+’8~'}

i SL7
Qut[ 180} 1 2 ; A . el — 108|n(31‘—3)

= 105in(3i‘+’§)+105in(3i‘— ’5')

it
100% ~ .

2. Kruzna frekvencija je w = 3 s~ period titranja T = 2n/w, T = 2.1 s. Iz grafickog prikaza
je vidljivo da zbrajanjem harmonickih titranja jednake amplitude i frekvencije nastaje takoder
harmonicko titranje jednake frekvencije.

Primjer 3.51 Cestice sredstva istovremeno su pobudene s dva harmonicka titranja razlicitih amplituda
i frekvencija opisana jednadzbama: yy(t) = Asin(wit) @ yo(t) = Asin(wat), A je amplituda titranja,
vrijeme t u sekundama. Odredite:



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

3.8. MODELIRANJE TRIGONOMETRIJSKIM I HIPERBOLICKIM FUNKCIJAMA 257

1. izraz za rezultantno titranje nastalo superpozicijom dvaju zadanih titranja

2. graficki prikaz rezultantnog titranja ako se frekvencije titranja malo razlikuju i to wy, = 3.001 Hz
i we = 3 Hz, amplituda titranja A = 5 cm, za t uzmite vrijednosti od 0 do 15000 s. Analizirajte
rezultantno titranje.

Rjesenge.

1. y(t) = y1(t) + y2(t) = Asin(wit) + Asin(wat) =

2Asin(“E42 - ) cos(L542 - 1)

2. y(t) =10 sin(% -t) COS(0'0201 1)

3. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inj#¢4}= Plot[10+Sin[6.001 £ /2] #Cos[0.001 t/2], {t, O, 15000}, AxesLabel » {t[s], y[ecm]}] il

ylem)

Out[44}=

)

theme... labels... axes~ imagesize ™ more... (2 = =] o
v

100% =~

Superpoziciju titranja bliskih frekvencija zovemo udarima. Radi se o titranju frekvencijom 3 Hz
pri ¢emu je amplituda modulirana funkcijom

W1 — Wy 0.001
cos(—~t):cos( ot>.
2 2

Frekvencija udara je wy — ws. Fenomen udara koristi se za ugadanje muzickih instrumenata. Ako
npr. glazbena viljuska titra frekvencijom wi tada do muzicara stiZe val frekvencije wy. Ako je
frekvencija zvuka koji proizvodi njegov instrument malo razli¢ita od wy c¢ut ée se udari. Tek kada
se muzicki instrument podesi toéno na frekvenciju wi udari se vise nece cuti.

Primjer 3.52 Maja je na jednom kraju zatitrala uze u vertikalnom smjeru. Taj poremecaj se $irio
uZetom u formi vala koji se moze napisati kao: y1(t) = A-sin(wt — kx), (A je amplituda vala, w kruzna
frekvencija, k valni broj, k = 2w/, A je valna duljina). UZe je ucvrséeno na drugom kraju za zid pa ée
se val reflektirati. Reflektirani val ima oblik y2(t) = A - sin(wt + kx + «). Odredite:

1. oblik vala nastalog superpozicijom upadnog i reflektiranog vala

2. graficki prikaz rezultantnog vala u trenutku t = 0 sekundi za valne duljine A1 =4 m, Ay =2 m i
A3 =4/3 m (amplituda vala je 10 centimetra).

Rjesenje.
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1. y(t) = y1(t) + y2(t) = Asin(wt — kx) + Asin(wt + kx + 7) = 2A sin(kx) cos(wt)

2. u trenutku t = 0 je y(t) = 2Asin(kx)

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inzia= Plot[{20+Sin[Pi#x/2], 20#Sin[Pis+x], 20+S5in[3Pi+x/21}, {(x, 0, 2},
AxesLlabel -+ {x[m], y[cm]}, PlotLegend= » {"A;", "A;", "A3"}]

ylem)

Out203}=

e | & | B o
100% =
T
y(t) = 20 51n(§x) za Ay =4 m
y(t) = 20sin(mz) za Ao =2 m
3
y(t) = 20 sin(%x) za A3 =4/3 m.

Primjer 3.53 Uteg objeien na oprugu uronjen je u sredstvo s velikim koeficijentom otpora (6 =5s71)
ne moze titrati ve¢ se nakon pomaka vraca prema ravnoteznom poloZaju. To je aperiodicno gibanje koje
se moze prikazati izrazom

2(t) = e (A shwt + Bch wt).

Odredite vremensku ovisnost pomaka iz poloZaja ravnoteze ako je u pocetnom trenutku t =0, x(t) =0,
(A=8cm, § =557, w=2s"1), prikazite graficki.
Rjesenge.

U izraz za pomak tijela iz poloZaja ravnoteZe uvrstimo pocetne uvjete: x(t) = e~ (Ashwt+ B chwt).
Zat=0 jex(t)=e "(Ashw-0+ Bchw-0)=A-0+ B-1=0, znaci konstanta B =0 pa je pomak
dan s: x(t) = Ae™% - shwt.

Graficki prikaz x(t) = 8 - e 5 sh 2t cm
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
4oA
inzos1= Plot[B e” (-5 t) #Sinh[2t], {t, 0, 10}, Axeslabel -+ {t[s], x[cm]}, PlotRange - All] )
xlem)
12}
1.0
0.8
Out{208)= ae
LY
azf
=)
2 4 B g 10 i
theme... labels... axes > imagesize ™ more.. (2 = =] o
i v
100% -

Iz grafickog prikaza se vidi da se tijelo malo pomakne iz ravnoteznog poloZaja, no veé nakon priblizno
2 sekunde vrati se u pocetni poloZaj.

Primjer 3.54 Ako na tijelo istovremeno djeluju dvije elasticne sile koje su medusobno okomite tijelo
ée opéenito izvoditi gibanje u ravnini. Neka su titranja duZ x iy osi opisana s: x(t) = A sin(wit 4 ¢1)
i y(t) = Agsin(wat + @2). Odredite ovisnost y(x) i graficki prikaZite ako je:

l.wi=wy=w,p1 =pa=0, A1 = Ay =2 cm

2. wvp=we=w, 1 =0, pa =7, A1 = A3 =2 cm

3w =ws=w, 1 =0, po =7/2, Ay = Ay =2 cm

4. wo =2w1 =2w, o1 =0, p2 =0, A1 = A =2 cm

5wy =2w; =2w, p1 =0, po =7/2, Ay = Ay =2 cm
Rjesenje.

1. z(t) = Arsin(wt) i y(t) = Agsin(wt), pa je y(x) = ﬁ—fz, putanja tijela je duZina - dijagonala
pravokutnika stranica 2A1 i 2As.
Crtamo putanju y(z) = x
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
inzoT= Plot[x, {x, -2, 2}, AxesLabel - {x[cm], y[cm]}] il ol
ylem)
=L
1k
out 207}
L L xlom)
B3 -1 1 2
_1f
theme... labels... axes~ imagesize ™ more... (2 =1 S o
- v
100% ~ .

2. x(t) = Aysin(wt) i y(t) = Agsin(wt +7), pa je y(z) = — 42z,
Crtamo putanju y(x) = —x

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Infz08}= Plot[-x, {x, -2, 2}, Axeslabel » {x[cm], ¥[cm]}]
ylem)

2

out208=

3. x(t) = Aysin(wt) i y(t) = Agsin(wt+75), pa je j—z + % = 1. Putanja tijela je elipsa. Za Ay = Ay
1 2
putanga je kruznica.
L2 2
Crtamo putanju % + % =1
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

-
In[z3z}= Plot[Sqrt[4-x*2], {x, -2, 2}, AxeslLabel » {x[cm], y[cm]}, AspectRatio-1] j

ylem)

Out[23zl=

x[em)

100% <

. z(t) = Apsin(wt) i y(t) = Assin(2wt), pa je y? = (242)222(1 — —f”zg . Putanja tijela je lemniskata
Ay A
1
2

y? =4a?(1— %),

x
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-
injze0):= Plot[Sqrt[4 (x*2) x (1-x*2/4)]1, {x, -2, 2}, Axeslabel - {x[cm], y[em]},
AspectRatio -+ 1/2]
ylem)
zaf
1.5}
Out240]= -
B
s s xlom)
-2 -1 1 1]
theme... labels... axes~ imagesize * more.. (2 = = <]
— v
100% -
L_________________________________________________________________________________________________________________________|]

5. x(t) = Aysin(wt) i y(t) = Assin(2wt + ). Racunamo y(t) = A cos(2wt) = As(1 — 2sin® wt).
Dobivamo da je parabola y = —2%1:2 + As putanja tijela.
1
Crtamo putanju y = —x2 + 2.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
4 A
Injz4z;= Plot[-x*2+2, {x, -2, 2}, AxeslLabel - {x[cm], y[cm]}] ]
ylem)
1k
Out[242}=
. L x{em)
-2 -1 1 2
-l
theme... labels... axes v imagesize ¥ more... (@ = = (%] =
100% ~

Primjer 3.55 Kit u zabavnom parku osim izvodenjem trikova, zabavlja publiku prskanjem mlazom vode
kroz otvor s najvise tocke na glavi. Kit izbacuje vodu brzinom v (m/s), pod kutem 0 lebdeéi x metara

horizontalno od publike i y metara vertikalno iznad zemlje. Model izbacivanja mlaza vode moZe se
prikazati kao kvadratna funkcija u varijabli x

9.822

fz) = otgh 2(v-cosf )

1. Kit se nalazi 1 metar daleko od publike, mjereci horizontalno i 2 metra vertikalno, pa ih prska
brzinom 7 m/s. Da bi kit pogodio publiku vodom, pod kojim kutem mora izbaciti vodu? Uputa-
trigonometrijsku jednadzbu koja se pojavi u izracunu rijesite racunalom.

2. Nacrtajte racunalom graf funkcije f uz kut 6 = 75° i komentirajte ga.

S

Rjesenje.

1. Ako je f(x) =2 m, x =1 m, v =7 m/s slijedi izracun kuta 6.
2=1tg) — 5231

2(7-cosf )2
— 1
2=tgf — 10-(cosf )?
20 =10 tg0 — m

20 = 10tgf — (1 + (tgh )2)

(tgh )* — 10tgh + 21 = 0
x = tgl
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22— 102 +21=0

T = 7, To =3

tghy =7, tghs =3

0, = 71.6° , 6y = 81.9°

2. Graf funkcije

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infg}= Plot[x+Tan[75 "] - 9.8 x"~2/ (24 (7Cos[75°])*2), {x, 0, 1}, AxesLabel » {x[m], £[m]}] :|_

flm)

Zot

100%

Funkcija iz primjera s kitom ovisi o z, v, €, pa smo je mogli shvatiti kao funkciju vise varijabli. Mi
smo zbog jednostavnosti fiksirali dvije vrijednosti i promatrali funkciju samo jedne varijable x. Prirodno
se pojavljuje potreba promatrati funkcije vise varijabli, ali mi¢emo ih svoditi na funkcije jedne varijable
kao sto Ce biti i u sljede¢em primjeru.

Primjer 3.56 Promotrimo funkciju za odredivanje duljine dana. Vrijednost funkcije S je broj sati u
danu u kojima je dnevno svjetlo. Funkcija ovisi o zemljopisnoj sirini mjesta © datumu. U izrazu

iy 0.8333-7w fa 2T :
sin =S¢5 + sin 55 - siny
Z-T
COS 180 ° COos Yy

24
S =24 — — arccos
™

je y = arcsin(0.3975 cos(0.2163 + 2 arctg(0.9671 tg(0.0086 - (x — 186))))), gdje z oznacava zemljopisnu
sirinu u stupnjevima, a x oznacava redni broj dana u godini.

1. Izracunajte koliko sati dnevnog svjetla ima 150. dan u godini u Slavonskom Brodu, koji ima zem-
ljopisnu irinu 45°15" 2 Zadatak rijesite racunalom.

2. Provjeriti racunalom koliko dana$nji dan ima sati dnevnog svjetla, a zatim provjerite rjesenje -
pronadite podatak kada je bio izlazak i zalazak sunca.

3. Funkcija za odredivangje broja sati moZe se zapisati i u obliku
f(x)= Asin(B(z — C)) + D.

A oznacava razliku maksimalnog i minimalnog broja dnevnih sati u godini podijeljen s dva, D
oznacava zbroj istih podijeljen s dva, a B oznacava period %. Ako je minimalan broj dnevnih
sati 9, maksimalan 15.3, a C iznosi 83 napisite izraz kojim je definirana funkcija f u ovisnosti
o rednom broju dana x. Ako je minimalan broj dnevnih sati 9, maksimalan 15.3, a C iznosi 83,
izracunajte koliko danasngi dan ima sati dnevnog svjetla. Nacrtajte na rac¢unalu i komentirajte
dobiveni graf.
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Rjesenje.
1. S = 15.3343 sati dnevnog svjetla
2. f(x)= 3.15-sin(25 (z — 83)) + 12.15

3. Graf funkcije

F'rle Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Plot[(3.15+5in[(24Pi/364) 4 (x-83)] +12.15), {x, 0, 750}, Axeslabel » {x[dan], f[h]}] 7] s
R =
15
14E
131
121
11
10F
L L L AL x[dan)
100 200 200 400 500 800 To0 1,
100% «

Primjer 3.57 Zadana je vremenska ovisnost inflacije funkcijom i(t) = 2= sint + 3.1, gdje je t
urijeme.

1. Nacrtagte graf funkcije za razlicite intervale varijable t. Komentirajte.

2. Intuitivno, iz grafa procijenite u koju ée vrijednost inflacija teziti dugoroéno.

Rjesenge.

1. Graf funkcije
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{2+E* (-0.01+t) +Sin[t] +3.1, 0, 3.1}, {t, 0, 10}]

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{2+E~ (-0.01%t) +Sin[t] +3.1, 0, 3.1}, {t, 0, 50}]

s
[ ==
——
[
[ ===
i
[ =
[==

)

= VUV

100% =
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{2+E* (-D.01%t) #«5in[t] +3.1, 0, 3.1}, {t, O, 100}]

s

ou i1}

5]

L
20 40 80 20 100

5 primjernb W

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{2+E* (-0.01%t) #+Sin[t] +3.1, 0, 3.1}, {t, 0, 500}]

100% ~

1z grafova primjecujemo da funkcija inflacije ima oscilacije oko pravca y = 3.1.

2. Sto je vrijeme t vece, oscilacije su sve mange i manje. KaZemo da inflacija bez obzira na oscilacije,
dugoroéno konvergira u vrijednost 3.1. Funkcija inflacije ima prigusene oscilacije.

3.9 Zadaci za vjezbu

Zadatak 3.1 Cestice sredstva istovremeno su pobudene s dva harmonicka titranja razlicitih amplituda
i frekvencija opisana jednadzbama: yy(t) = 3sint cm i yo(t) = 5sinbdt cm, vrijeme t u sekundama.
Odredite graficki prikaz titranja yy (t) i y2(t) @ superpozicije titranja yy (t) + y2(t).
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Rjesenge.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

injtezk= Plot[{3#8in[t], 5#Sin[5t], 34+Sin[t] + 5+Sin[5t1}, {t, O, 10}, 1
Axe=slabel » {t[=s], ¥y[cm]}, PlotLegends - "Expressions"]

lem)

— 3sin(t)
el 5sin(af)

0 © —— 3sin()+5sin(54)

o182}

100% «

Zadatak 3.2 Glazbena viljuska titra frekvencijom f = 440 Hz (ova frekvencija odgovara tonu A) am-
plitudom 2 mm. Zica na violini je previse nategnuta pa se pri titranju viljuske i Zice cuje 1 udar u
sekundi. Amplituda titranja violine je takoder 2 mm. Odredite superpoziciju titranja glazbene viljuske i
violine (u intervalu 0 — 3 s), prikaZite graficki.

Rjesenge.

y(t) = 4sin(22540 . ¢) cos(2ZL - ¢) mm

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inf122;= Plot[4+5in[2+2 Pi+ 440+t /2] «Cos[2+Pi+1+t /2], {t, 0, 3}, Axeslabel » {t[s], y[mm]}] ]_
ylmm)

4

Ou =
ut] 182} )

—4

theme... labels... axes~ imagesize ¥ more.. (2 =1 = [ >]

Zadatak 3.3 Tijelo objeseno na oprugu titra u sredstvu koje prigusuje gibanje. Pomak tijela iz poloZaja
ravnoteze je: y(t) = Age %t coswt. Pocetna amplituda titranja je 5 centimetra, koeficijent prigusenja
§=0.05s""t, w=12s7'. Graficki prikazite gibanje oscilatora.
Rjesenge.

y(t) = 57095 cos 12t
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
inz02= Plot[5 e* (-0.05 t) *Cos[12 t], {t, 0, 60}, AxesLabel » {t[s], y[cm]}] jll

y{em)

Out[202}=

theme_.. labels.. axes ~ imagesize ™ more . [ch = = (]

Zadatak 3.4 Zadana je vremenska ovisnost inflacije funkcijom i(t) = 4e=%%%sin(t) + 2.9, gdje je t
urijeme.

1. Nacrtajte graf funkcije za razlic¢ite intervale varijable t. Komentirajte.
2. Intuitivno, iz grafa procijenite u koju ce vrijednost inflacija teziti dugoroéno.
Rjesenge.

1. Graf

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inz51= Plot[{4+EA (-0.02+t) #Sin[t] +2.9, 0}, {t, O, 100}] 7]

@

9
100% « |
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injzsj= Plot[{4+E* (-D.02%t) #5in[t] +2.9, 0}, {t, O, 500}] ]- 2
4
Out[28)= A
. - . . .
H' 100 200 300 400 500
theme... labels... axes ~  imagesize ¥  more... = = = 0 -
100% =
2. y=209.

Zadatak 3.5 Distributivno poduzeée nabavlja proizvod po cijeni 3, a prodaje po cijeni koja se definira na
temelju varijabilnosti potraznje. Ovisnost prodajne cijene o vremenu dana je modelom p(t) = sin(2t)+2,
gdje je t vrijeme.

1. Nacrtagte graf funkcije za razlicite intervale varijable t. Komentirajte.

2. Intuitivno, iz grafa procijenite u koju ée vrijednost cijena teziti dugorocno.

3. Iz grafa komentirajte u kojim ée vremenskim intervalima poduzece biti profitabilno.
Rjesenge.

1. Graf

outa1E 1.5

m

100% «~ .
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2. Graf oscilira izmedu vrijednosti 1 i 3, te ne tezi ni u koju vrijednost.

3. Poduzeée je profitabilno u vremenskim intervalima w kojima je prodajna cijena veca od nabavne
cijene 1.5.
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Poglavlje 4

Polinomi, racionalne i iracionalne
funkcije

-

L)

4.1 Motivacija za uvodenje pojma polinoma

Polinomi su funkcije oblika

fx) = ax®+ba® +cx+d
fx) = az®+bx+c
flx) = ax+0
ili opéenito
f(2) = anz™ + an_12" " + ... ax2® + a1 + ag, (4.1)

gdje je n € N stupanj polinoma ako je a, # 0. Brojevi ag,ai,as,...a,—1,a, € R su koeficijenti
polinoma. Polinom je definiran za svaki realni broj x.

Polinomi su znacajni u matematici i primjeni jer su to funkcije s lijepim ponaSanjem i s njima se
lako racuna. Vecina funkcija koje ste do sada radili moze se aproksimirati pomoc¢u polinoma, $to je vrlo
korisno za primjenu. Pojam aproksimacije funkcije polinomom objasnit ¢emo u sljede¢im primjerima.

Primjer 4.1 Napisat éemo eksponencijalnu funkciju kao polinom P stupnja 5 plus ostatak, nared-
bom Series|Explz],{z,0,5}]. Ovakvom naredbom dobivamo polinom kogi dobro aproksimira eksponen-
cijalnu funkciju u blizini nule. Izrac¢unajmo vrijednost eksponencijalne funkcije i polinoma za x = 1.25.
Izracunagjmo razliku i nacrtajmo grafove obiju funkcija.

271
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

infi= Series[Exp[x], {x, O, 5}] 77
= = =z = %
oufils 1+Xx+ — + — + — + — +0[X]
2 L 24 120 J
Xz X3 JC4 XS i
= ffx ] =14 X4+ —+ — 3 — + —
2 [ 24 120
£[1.25]
Outfl= 3.48393 3_
in7):= Exp[1.25] 11
ouTE 3.49034 3
iep= Plot[{£[x], Exp[x1}, {x, 0, 4}] 7]

100% =~ .

Primjer 4.2 Napisite eksponencijalnu funkciju kao polinom P stupnja n plus ostatak u okolini tocke
x = a, naredbom Series|Explz],{z,a,n}].

Izracunagte vrijednost eksponencijalne funkcije © polinoma u tocki xo. Izracunajte razliku funkcijskih
vrigednosti i nacrtajte grafove obiju funkcija ako su zadane vrijednosti
1. n=10,a=0,20=125;2. n=10,a=0,290=7;3. n=10,a=5, xg="1.

Polinom koji smo izra¢unali u svakom podzadatku ovog primjera naziva se Taylorov polinom funkcije
u okolini tocke z = a.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj54)= Series[Exp[x], {x, 0, 10}]

Z xa x-i x5 XE x'.' KE 39 xLD

b3
Outffd l+x+ — + — = —

e Sy I o Ty Lot
2 a 24 120 720 5040 40320 362880 3628800

+ + +
24 120 720 5040 40320 362880 3 628800
£[1.25]

Exp[1.25]
£[7]
Exp[7]

oufs= 3.49034
Cutl5T 3.49034

512486 087

Out[E8}
e 518 400

outjssl= e

JCZ X3 x’ x5 Xﬁ X‘l XB JC9 x‘m l

5= £[x ] i=sl43 X+ —+ —F — + — + — ¢

2 13

Inje0)= Plot[{f[x], Exp[x]}, {x, 1.25, 7}, PlotLegends » "Expre=ssions"] j
9

1000

800

— flx)

= exp(x}

Out]Bd}=

100% =

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf32)= Series[Bxp[x], {x, 5, 10}]

1 1 1 1 3
omzE e® e’ (m-5) + = e® (m-5)2: e (x-5)% 2 — &® (m-5)t: — & (m-5)%:
z & 120
5 yo_caT 5 po._ oyl 5 pa BT 5 po _ £y 10
1 & :3_515_9 {&-5) e = 5} e = 5} s 5 Lox-5H
720 5040 40320 362880 3628800

1 1 1
3= £lx ] := e sa’ (x-5) + = e (x—5)2+ Z et (x—5)3+ — &° (x—5)4+
2 [ 24

1 1 e (x-5)7 e (x-95)° e (x=5)7 e’ (x5
& (x-5)4 & (x-5)°+ { } r { ) " ( ) i ( i
120 720 5040 40320 362880 3 628800
£[71
Exp[7]

Out[24}=

34913 ¢° ]
4725

outj3l= e

Inj53= Plot[{f[x], Bxp[x]}, {x, 6, 15}, PlotLegends - "Expressions",
AspectRatio»+1/2, FPlotRange —+ All]

a0=10% f

— filx}

Outf=3l= 1.5x10%
—— exp(x)

10=108

500000 £
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Primjer 4.3 Napisite funkciju f(x) = sinx kao polinom P stupnja n plus ostatak u okolini tocke x = a,
naredbom Series|[Sin[z], {x,a,n}].

Izracunagte vrijednost funkcije sinus i polinoma u tocki xg. Izracunagte razliku funkcijskih vrijednosti
i nacrtajte grafove obiju funkcija ako su zadane vrijednosti

1. n=5,a=0, xog = 1.25,
2. n=10, a =0, zg = 1.25,
3. n=10,a=0, g =7,

4. mn=10,a=5, x9 =T7.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[74;= Series[Sin[x], {x, 0, 10}]

- o x’ 'S

QuifF B— — + —— - - + 0=l
[ 120 5040 362880

x =5 2 !

Infre}= fix ] i=Xx-— 44— — —— 3
13 120 5040 362 880

£17]
sin[7]

1954 057
Qut[s0}=
51 840

Dut{g1}= Sin{7]

Inz2= N[Sin[7]]

outjszi= 0. 656287

Inf2d]:= Plot[{f[x], Sin[x]}, {x, 0, 8}, PlotLegends + "Expressions"]

— f(x)

= sin(x)

oufsdl=
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injgzp= Series[Sin[x], {x, 0, 5}]

Cute}=

In[62}=

£[1.25]
Sin[1.25]

out4= 0.94991

CuffEE= 0.948985

In[r3p= Plot[{f[x], Sin[x]}, {x, O, 6}, PlotLegends » "Expressions"]

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[r4}= Series[Sin[x], {x, 0, 10}]

x5 x" x°

DQut[T4}= e - +0[x
120 5040 362 880

= S o - o x?
In[75}:= r] =X - — 4 — - ——  ——
120 5040 362 880

£[1.25]
Sin[1.25]

out7E= 0.948985

ou77= 0.948985

Infre}= Plot[{f[x], Sin[x]}, {x, 0, 6}, PlotlLegends » "Expressions"]
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
InjeEy= Series[Sin[x], {x, 5, 10}] il

1 5 1
oufe S51nlS] +CoslS] (x-5) - Sinls] (x-5)° - - Coais] (x-53=

1 4 1 5 1 13
— Sin(5] (x-5)*+ — Cos(5] (x-5)°- — Sin([5] {x-5)%-
24 120 720
Cos(5] {(x-5)" Sin[5] (x-5)% Cos[5] (x-5}% Sin[5] {(x-5}1 P—
L ] = LOTRZ
5040 40 320 362 880 3628 800 ; ¢

1 1
Injzs)i= £[x ] :=8in[5] +Cos[5] (x-5) - — 5in[5] (x—5)2— — Cos[5] (x—5)3+
2 [

1 - 1 - 1 s Cos[5] (x-5)7
— S5in[5] (x-5)" + — Cos[5] (x-5)" - =— 8in[5] (x-5) - ——m@—
24 120 720 5040
sin[5] (x-5)% cCos[5] (x-5)" Sin[5] (x-5)1"°

+ -

40 320 362 880 3628 8500

£[71]
sin[7]

2578 Cos[5] 5899 Sin[5)
Out[ET}= -
2835 14175

Out[B8}= Sin[7]

infszi= N[Sin[7]]

ouzsl= 0. 656987

Injsi= Plot[{f[x], Sin[x]}, {x, 0, 7}, PlotLegends » "Expressions"]

1A A ¥ I Y. R

10

— flx)

T — sin(x)

Out[91}= L .

-1.0

Primijetite da je aproksimacija funkcije polinomom bolja kad stupanj Taylorovog polinoma visi i
kad je tocka xy u kojoj racunamo, blizu tocke z = a.

Koji se postupak krije iza naredbe Series mozete otkriti ako napisete Series|f[x], {x, a, 3}] §to e
vam dati opéeniti izraz polinoma tre¢eg stupnja koji aproksimira funkciju f u okolini tocke x = a. U
izrazu se javljaju derivacije funkcije f, sto je pojam koji se ué¢i u 4. razredu gimnazije.

Zanimljivo je primijetiti da je periodi¢na funkcija f(x) = sina aproksimirana funkcijom koja je
polinom i nije periodi¢na. Naglasavamo da je funkcija dobro aproksimirana Taylorovim polinomom
samo u okolini tocke x = a, a daleko od te tocke to vise nije sluc¢aj. Ako zelimo aproksimaciju u tocki
xo koja je daleko od tocke x = a, trebamo uzeti Taylorov polinom oko druge tocke = = a.

Kad zelimo raditi s periodi¢nim funkcijama i zelimo da i dalje budu periodi¢ne na cijeloj svojoj
domeni, a ne da gledamo samo jedan mali dio domene, onda ih zapisujemo pomocu trigonometrijskih
Fourierovih polinoma, koji su sume sin(wnz) i cos(wnzx).

Mi éemo se u ovom poglavlju baviti polinomima jedne varijable. Postoje i polinomi vise varijabli.
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Oni su specijalan slucaj funkcija vise varijabli kojima se kratko bavimo u poglavlju 5. Trigonometrijskim
polinomima se neé¢emo baviti, to smo samo spomenuli u poglavlju 3.

Primjer 4.4 Pomodéu naredbe Series napisite Taylorov polinom stupnja 5 u okolini x = 0 za funkcije
f(x) = cosz i g(z) = In(x + 1). Nacrtajte grafove funkcije i@ grafove Taylorovih polinoma polinoma
stupngja 5.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window

InEs= Series[Cos[x], {x, 0, 5}] 1]
1 o orx) ]
Cut[BE}= Sty ol 301 B 4
ros 2 24
X’ 11
Inf7e}= P[X ] i=1-— + —
2 24

Plot[P[x], {x, O, 5}]

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window

inTi= Series[Log[x+1], {x, 0, 5}] ]

x® x* x' X i
outfflF - — + — - — + — + O[]
2 3 4

Infrap= QLx ] 1= x -
Plot[Q[x],
s00 [

400 |

300

Out[73}=
200}

100 |

Racunalo vrijednosti funkcija racuna upravo upotrebom Taylorovih polinoma visokog stupnja da bi
se dobila visoka to¢nost.
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4.2 Operacije s polinomima

Polinome mozemo zbrajati, oduzimati, mnoziti i dijeliti. Polinomi se zbrajaju i oduzimaju tako da se
oduzmu ili zbroje koeficijenti uz iste potencije. Mnoze se tako da se svaki ¢lan jednog polinoma pomnozi
sa svakim ¢lanom drugog polinoma.

Primjer 4.5 Zbrojite i pomnoZite polinome

flx) = 22 +42% 2?42 -2
glz) = 2 +22+x—1.

Provjerite rezultat pomocéu naredbe Expand u Wolframovoj Mathematici. Upotrijebite i naredbu Simplify
da provjerite jeste li dobili nagjednostavniji oblik.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
il Expand [(2 x*4+4x"*3-x"*2+Xx-2) + (x*3+x"*2+x-1)]
Expand[ (2 x*4+4 X3 -X"2+X-2)%# (X3 +x*2+x-1)]

oufil -3:2x:5x"+2x"

5 & 7

Out[12}= 2-3x-6x-2x'-5x s6x°22x

In[20):= Simplify[—S +2X+5X +2 x*]
FullSimplify[2-3x-6x+2x"+5x +6x" +2x'|

outalls -3+2x:5x +2x°

oupiE (-l+x+x"+x%) (24 (L1x(-142% (2+X))}))

Primjer 4.6 IstraZite sto s polinomima rade naredbe Fxponent, Coefficient, CoefficientList, Collect.
Rjesenge.

Exponent daje stupanj polinoma, Coefficient daje koeficijent uz zadanu potenciju, CoefficientList
dage listu svih koeficijenata, Collect izlucuje koeficijente uz iste potencije.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
- M
in43)= Exponent[2 x4 +4x*3-x*2+x-2, X]
Coefficient[2 x*44+4x*3 _x*2+x-2, x*4]
CoefficientList[2x*4+4x*3 _x*2:x-2, x]
Collect[2x*4+4x*3 _x*24+x-2, x]
Outj42}= 4 j
Cut[44l= 2 3
out4sl [-2, 1, -1, 4, 2} ]
Out[48]= —2im-xsax*s12x" j
—
100% ~

Dijeljenje polinoma je malo sloZenija zadaca od zbrajanja i oduzimanja. Objasnit ¢emo postupak
dijeljenja i provjeriti nakon toga mnozenjem polinoma. NapiSemo

(22 442 —2® + 2 —2): (@® + 2%+ - 1)
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i zakljuéujemo da je prvi ¢lan kvocijenta 2z jer je to kvocijent vodeéih ¢lanova polinoma 2x* : 3.

Nakon toga pomnozimo 2z i 23 + 22 + 2 — 1 i zapisimo umnozak sa suprotnim koeficijentima ispod
224 + 423 — 2% + x — 2. Za sad imamo

(22 +4a8 — 22 +2-2) (P42 +2r-1)=22
—22% — 223 — 222 + 22

Zbrojimo 2z* + 42% — 2% +x — 21 —22* — 223 — 222 + 22 i dobivamo 2z® — 322 + 32 — 2, pa ponovo
dijelimo vodecée ¢lanove 223 i 23 1 dobivamo drugi ¢lan kvocijenta 2.

Nakon toga ponovimo postupak mnozenja 2 i 23 + 22 4+ x — 1, mijenjanja predznaka, potpisivanja
ispod 223 — 322 4 3x — 2 i zbrajanja. Dobivamo —5x2 + x koji vise ne mozemo podijeliti s 23 + 22+ 2 —1
jer je nizeg stupnja. Kompletni postupak izgleda

(22t 442 22+ —2) (P a2+ -1)=22+2
—2z* — 223 — 222 + 22
223 — 322 + 32 — 2
—223 — 222 — 22 + 2
—5x? +

pa zakljuéujemo da je kvocijent jednak 2z + 2, a ostatak —5x2 + x. Ovaj izra¢un mozemo zapisati i u
obliku razlomka

20t + 4% — 22+ -2 —5r% +x
=242+ 4.2
w42 +r—1 v +x3+m2+x—1 (42)

Primjer 4.7 Provjerite racun iz prethodnog primjera pomocu racunala koristenjem naredbi Polyno-
mialQuotient, PolynomialRemainder i PolynomialQuotientRemainder. Prva naredba ispisuje kvocijent
polinoma, druga ostatak, a treca kvocijent i ostatak.

| File Edit Insett Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[z5]= PolyncmialQuotient[2 x*4+4x*3-x*2+x-2, x*3+x"2+x-1, x]
PolynomialRemainder[2 x*4 + 4 x*3 _x*2+x-2, x*3+x*2+x-1, x]
PolynomialQuotientRemainder[2 x4+ 4 x*3-x*2+x-2, x*3+x*2+x-1,
x]

Cutf2Bl= 2+ 2 X

Out[zSE K- 5 x°

oufioE (2:2x, x-5x-1

Primjer 4.8 Podijelite polinome i provjerite rezultat pomoéu Wolframove Mathematice. Napisite sve
korake pri dijeljenju, kao $to je gore opisano, da moZete pronaci gresku ako se vas rezultat i rezultat
dobiven rac¢unalom ne poklope. Zadani su polinomi

1. f(r) =22 +4a3 + 0 -2, g(x) =2+ 2% 1

2. f(x) =22 +2 -2, gz) =2 + 22 + 1.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

A
Infzz= PolynomialQuotientRemainder[2 x*5+4x%3+x-2, x*3+x%2-1, x]
PolynomialQuotientRemainder[2 x*6+x-2, Xx*3+x*21+1, x]

OuEllE (-2 x+2x, 4-x-4x-1 j

Out{B3j= <:—ﬂ—2x—2x2—2x3, 2—3—632}

Primjer 4.9 Nadite polinom najviseg stupnja kojim su djeljivi svi zadani polinomi. Dobiveni rezultat
provjerite pomocu naredbe PolynomialGCD, koja daje najveéi zajednicki djelitelj polinoma. Zadani su
polinomi

1 f() =2 =1, gla) = (22 1)’

2. f(x) =22 =52 +6, g(x) = (z —3)*(z + 1), h(z) = 2% — 9.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

A
Injss= PelynomialGCD[x43-1, (x*2-1)*2]
PolynomialGCD[x*2 -5x+6, ((x-3)*2) (x+1)*2, x*2_9]
Outlgsl -1 1 x i

OutleTE -3+ 5

4.3 Nultocke polinoma

Nultocke polinoma prvog stupnja su rjeSenja linearne jednadzbe, a nultocke polinoma drugog stupnja
su rjesenja kvadratne jednadzbe. Znamo da kvadratna jednadzba moze imati realna ili kompleksna
rjesenja. Sli¢no je s jednadzbama viseg stupnja. Veé smo naglasavali da radimo s realnim funkcijama,
pa nas kod proucavanja ponaSanja funkcije nete zanimati kompleksna rjesenja. Realne nultocke
funkcije su presjeci grafa funkcije i osi x, pa su nam vazne pri crtanju grafova funkcija. Po
osnovnom teoremu algebre polinom stupnja n

f(x) = apa™ + ap_12" ' 4+ ... agx? + ayx + ao, (4.3)

ima mn nulto¢aka, ako uracunamo realne i kompleksne nultocke i njihovu kratnost. Rijesimo jedan
primjer da shvatimo $to to znadi.

Primjer 4.10 Koliko realnih i koliko kompleksnih nultoéaka ima polinom?
1. f(r)=2* — 222 +1
2. f(x) = (2% = 1)(z — 3)(z? + 1)?
3. f(z) = (z* — 1)%(2® — 5z + 6).

Rjesenje.



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

4.3. NULTOCKE POLINOMA 281

1. Napisimo f(z) = (2% — 1)? = (z — 1)%(z + 1)2, pa vidimo da sux =1 i x = —1 realna dvostruka
rjesenga. Polinom stupnja 4 ima ukupno 4 rjesenja racunajuci njihovu kratnost.

2. Napisimo f(z) = (x—1)(z+1)(z—3)(z—1i)*(x+1)? pa vidimo da sux =1, x = =1 i x = 3 realna
rjesenja. Kompleksna dvostruka rjesenja su x =i i © = —i. Polinom stupnja 7 ima ukupno 7
rjesenja racunajuci njihovu kratnost.

3. Napisimo f(z) = (z — 1)*(z* + 2 + 1)*(z — 2)(z — 3) pa vidimo da je x = 1, dvostruko realno
riesenje, x = 2 i x = 3 realna rjesenja. Polinom stupnja (x®+x+1)% ima 2 dvostruka kompleksna
riesenja. Ukupno, polinom stupnja 8 ima ukupno 8 rjeSenja racunajuci njihovu kratnost.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

nFa= Plot[{x*4-2x72+1, (x%2-1) (x-3) (X*2+1)42, (x*3-1)"2 (x~2_-5x4+6)},
{x, -3, 4}, Plotlegends » "Expressions"]

— 22851
OuT3)= — (=N (x -3 (xF+1F
o TR
By S5 // a5 — (F*-1F(x*-5x+6)
/ 200 |

100% =

U ovom primjeru je bilo lako vidjeti nultocke jer je samo trebalo znati rijesiti kvadratnu jednadzbu
i napraviti rastav na faktore razlike kvadrata i razlike kubova.

Rijesiti linearnu i kvadratnu jednadzbu znamo jer postoje formule za rjesavanje. Za kubnu jednadzbu
i jednadzbu cetvrtog stupnja postoje komplicirane formule koje mi ne moramo znati i koristiti, ali
programski paketi ih koriste. Wolframova Mathematica ih koristi u naredbama NSolve i NRoots. Za
rjeSavanje jednadzbi stupnja 5 i viSe, ne postoje formule i programski paketi rjesavaju te jednadzbe
numerickim metodama.

Primjer 4.11 Wolframova Mathematica racuna rjeSenja polinomijalnih jedadzbi st< 5 pomocéu formula
1 naredbi Solve i Roots. Za polinomijalne jednadzbe viseg stupnja koristi numericke algoritme koji se
pokreéu naredbama Solve i Roots. Iskoristi prikladnu naredbu i nadi nultocke polinoma

1. f(z) =225 +423 + 2 —1
2. f(z) =323 +2% -1
3 flr)=220+2 -1
4. flx) =2+ 22+ 1.

5. f(x) = —a® + 2% — 6z + 2.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-
In113}= NSolve[2 x5+ 4x*3+x-1=0, x] o
Solve[3x*3+x*2-1=10, x]
NSolve[2 x*6+x-1 =0, x]
Solve[x*4+x*2+1 =0, x]
Solve[-x*3+ (9/2) x*2-6x+2 =0, x] ]
ouft13= [{x—>-0.334757-0.6820091}, ix—>-0.334757+0.682009 1}, 3
ix—>0.091688 -1.331731}, {x—>0.091688 +1.331731}, {x—>0.486139}} il
s : 9
S | za1 evmT M g1 REAR
oufiigE {{mo = [-14 |- +[= (2¢1+9V717) L,
LL™ g z 2 | L2 o
% 1 2a1 9717 | 1 (1 — 1
[rs-=- = (1+dv3) |Z=2-2 | - = (1-i¥3) (= (2a2.04717}) |,
L 9 1§ ' ! 2 2 iq ? A L
’ 11 241 g+f717 M 1 1 12
lzs-Z- = [1-iv3) |=—=- —— ——{1-1@3]'—{241-9#717}1 11
L s 18 2 2 1s ki P E
ouftisE [{x—=-1.}, {x>-0.404225-0.880873 1}, [x—>-0.404225:0.8808731}, 3
{x-30.544019 -0.665518 1}, {x>0.544019 +0.6655181}, {x>0.720413}} |
oupiei [{x=- (-1, [ms (-], [z -(-1)¥%], [z (-1)¥?]] ﬂ
e 1, -
Cut[iiTlE (dK = —+, R 2}, {R=32})
- 2- - 1w
100% ~ .
_________________________________________________________________________________________________________________________________|

Primjer 4.12 Pomocu naredbe Expand pomnozi faktore u polinomu

1. f(z) = (2% —4)(x — 3)(2® + 1)
2. f(z) = (2% — 8)%(2? — bz + 6)
3. f(x) = (x — 3)(2? — 62 + 8).

Za svaki zadani polinom ispisi sva realna riesenja i napisi slobodni ¢lan, odnosno koeficijent ag. Uocavate
li vezu izmedu realnih rjesénja polinomijalne jednadzbe i koeficijenta ag? Rjesenje. Cjelobrojna realna
rjesenja polinomijalne jednadzbe su djelitelji od ag. To vrijedi za polinome kojima je koeficijent uz vodeci
clan jedan 1. Ako je razli¢it od 1, onda jednadzbu treba podijeliti tim koeficijentom.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[i}= Bxpand [ (x*2-4) (x-3) (x*2+1)]
Expand[((x*3-8)*2) (x*2-5x+6)]
Expand[((x-3)*2) (x*2-6x+8)]

Out[i 17-4x:9x -3x°-3x":%°

oufz- 384-320x-64x"-06x"-80xt-16x"exf-o5x it

Cutli= T2-102 k=53 x° — 12 x° = x°

Primjer 4.13 Nadite cjelobrojna rjesenja polinomijalnih jednadzbi

1. 22% — 1222 — 8z +48 =0
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2. 82° — 40z* + 4823 — 822 + 40z — 48 =0
3. 2x3 — 1822 + 52x — 48 = 0.
Cjelobrojna rjesenja su
1. —2,2,6
2.1,2,3
3. 2,3,4.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[i38]= Solve[2x43-12x42_8=x+48 =0, x, Real=s]
Solve[Bx*"5-40x*4 4+ 48x*3_-8x"24140x%x- 48 =0, x, Reals]
Solve[2 x*3-18x*24+ 52 x- 48 =0, x, Reals]

oufiagE [{x»-21, [x321, [X6&}} 3

oufnag [{x—>1}, {x=>2}, {x>3}} j

oufiE [{x>2), {53}, {541} i A
100% = .

Pokusajmo u grubo opisati jednu ideju za numericki pristup.
Primjer 4.14 Rjesavajuci jednadzbu
220° — 2% +52-1=0

naredbom NSolve dobivamo da je jedino realno rjesenje xo = 0.20854.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[iz4;= NSolve[2 xA5-x*2+5x-1=10, x] b &
Out[124}= [{® 5 -0.932313-0.9636971}, {x+-0.932313:0.9636971},
ix»0.20854)}, [x— 0.828043 -0.804921 i}, {x— 0.828043 +0.804921 i)} ﬂ
In[t25]= HSolve[2 xA5 -x*24+5x-1 =0, x, Reals] :|
Sufizfi= (X = 0.208541) } o

Vidjet éemo da moZemo priblizno doéi do tog rjesenja bez racunala, samo uz pomoé obicnog kal-
kulatora. Kalkulator ne zna nikakve algoritme i sluZi nam za racunanje osnovnih racunskih operacija.
Oznacimo

flz) = 22°—2%+52—1
filz) = 22°
fo(z) = 2% =5z +1.

Crtamo grafove funkcija f1 i fo, pa vidimo da se grafovi sijeku za neki pozitivni xg. Potrazimo je!
Funkcija f ima naultocku izmedu brojeva a i b ako vrijedi da je f(a) > 0 i f(b) < 0 ili obrnuto.
Potrazimo takve brojeve a i b! Vrijedi

f0) = -1
1) = 4
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Krenimo metodom raspolavljanja smangivati interval (0,1) u kojem se nalazi nultocka xg. Racunamo

F(0.5
£(0.25 0.189453 pa zakljucujemo da je nultocka u intervalu (0,0.25)

)

)
£(0.125) = —0.390564 pa zakljucujemo da je nultocka u intervalu (0.125,0.25)
£(0.1875) —0.0971928 pa zakljucujemo da je nultocka u intervalu (0.1875,0.25)

= 1.3125 pa zakljucujemo da je nultocka u intervalu (0,0.5)

Na ovaj nacin mozZemo nastaviti postupak koji vodi k uskom intervalu u kojem lezi nultocka xo = 0.20854.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Infi2tp= Plot[{2 x~5, x*2-5x+1}, {x, -2, 2}] 1]

0k

ouisE . . B

100% ~

Primjer 4.15 Rijesite jednadzbu posupkom opisanim w primjeru 4.14
2T — 2?43z —-1=0.

Neka vas rezultat bude interval ¢ija duljina je manja od 0.1.
Rjesenje je 0.381441. To je jedino realno rjesenje jednadzbe.

4.4 Graf polinoma

Graf polinoma je jednostavan i zapravo je jedini problem to¢no odredivanje polozaja nultocaka. Kad
je varijabla x jako velika, vrijednost polinoma je isto jako velika, ali moze biti pozitivna ili negativna.
Polinom

f(z) = 2% + 1022 + = + 12

ide u beskonacnost kad x ide u beskona¢nost. Kad = ide u minus beskonaé¢no, tada vrijednost polinoma
ide u minus beskonacno.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

7= Plot[xA3+10x*~2+x+12, {x, -80, 80}] 7]

500000 |
400000 |

200000 -

Out[Tl=

~4g0000

Polinom

flx) = —2® + 102 + 2 + 12

ide u minus beskonacno kad z ide u beskona¢nost. Kad z ide u minus beskonaé¢no, tada vrijednost
polinoma ide u beskonac¢nost.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Y
infg}= Plot[-x*3+10x"2+x+12, {x, -80, 80}] j
600000 | 3
400000 L
200000 L
Out{8j=
= -
~200000}
—4pooo0 [
44w
100% «

Svi polinomi neparnih stupnjava se ponasaju na ovaj nacin. S jedne strane idu u beskonacnost, a s
druge u minus beskonacénost. Dakle, postoje brojevi a i b tako da vrijedi da je f(a) > 01 f(b) < 0 ili
obrnuto. Posljedica je da polinomi neparnog stupnja imaju barem jednu realnu nultocku! Ne postoji
polinom neparnog stupnja kojemu su sve nultocke kompleksne.

Polinom parnog stupnja

flxy=2a* -3 +x+1

ide u beskona¢nost kad z ide u plus ili minus beskonacno.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infi3]= Plot[x*4-x*3+x+1, {x, -30, 30}]

300000 |-
800000 |-
Out[13}=

400000

200000

100% ~

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[t4p= Plot[-xA4-xA3s+x+1, {x, -30, 30}] 11

M 0 A T T k|
10 20 a0

P S S N
-30 -20

—-200000

Sui4p —400000 -

—-200000

—8000090

1003 ~

Uocimo da se polinom ponasa u beskonacnosti kao njegova vodeca potencija. Ako ona ima pozitivan
koeficijent, onda polinom ide u beskonacnost kad x ide u beskonacnost. Za negativan koeficijent ide u
minus beskonacno.

Polinom parnog stupnja moze imati sve nultocke kompleksne, sve nultocke realne ili jedne i druge.

Primjer 4.16 Nacrtajte grafove polinoma i iz grafa komentirajte ponasanje u beskonacnosti i broj
realnih nultocaka

1. f(x) =2 +323 + 2 -1
2. f(z)=—-a23+2%-1

3. f(z)=-225+2r -1

4. flz) =2+ 322 + 1.

5. f(z) = —2"+ 2% — 62 +2.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[i4}= Plot[{ x*4+3x*2+1, -2x*6+2x-1}, {x, -2, 2}, PlotLegends - "Expressions"]

aof

<

— 3

— —Z 21

Out[14

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

infiz= Plot[{ -x*7+x*2-6x+2, x*5+3x*3+x-1, -x*3+x*2-1}, {x, -3, 3},
PlotLegends » "Expressions"]

/ — —x+x"-Bx+2

3 =i e Top g et ane
r 3

\ —_ —13+12—1

Primijetimo da polinomi imaju na svom grafu tocke koji mozemo smatrati vrhovima brijega i tocke
koje su dolovi. Te tocke nazivamo maksimumima i minimumima funkcije, jednim imenom to su
ekstremi funkcije. Ako krenemo iz maksimuma u lijevo ili u desno, spustat ¢emo se po grafu funkcije.
Na primjer funkcija f(r) = —2? &iji graf je parabola okrenuta prema dolje ima maksimum u to¢ki (0,0).
Ako krenemo iz minimuma u lijevo ili u desno, penjat ¢emo se po grafu funkcije. Na primjer funkcija
f(x) = 22 ¢iji graf je parabola ima minimum u to¢ki (0, 0).

Out[12}=

|
o
=

L I e e

1005 ~

Primjer 4.17 Za grafove iz prethodnog primjera odredite koliko minimuma i maksimuma tmaju. Sami
nacrtajte grafove, uzimagjte manje intervale i tako se pomicite duz osi x traZeéi minimume i maksimume.
Rjesenge.

Redom polinomi iz primjera 4.16 imaju jedan minimum, jedan maksimum, sljedeca dva polinoma nemaju
ekstrema, a zadnji ima jedan minimum i jedan maksimum.
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4.5 Racionalna funkcija

Racionalna funkcija je funkcija oblika

gdje su P, Q polinomi. Kad smo uéili kako podijeliti dva polinoma, vidi izraz (4.2), zapravo smo rac¢unali
s racionalnom funkcijom
20t + 423 — 2242 -2
B+ +r—1
koju smo napisali u drugom obliku kao sumu polinoma prvog stupnja i racionalne funkcije

—5x? +x
¥+t r—1

Domena racionalne funkcije je skup realnih brojeva iz kojeg mic¢emo realne nultocke nazivnika.

2+ 2+

Primjer 4.18 Pomocu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove racionalnih funkcija

1 fw)=1

2 fle)=2%
3. fle)=2%
4o fx) =&
5 f(z) =2

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

2= Plet[{1/x, 2/x*3, 3/x*2, 1/x*4, -2/x}, {x, -20, 20},
PlotLegends - "Expressions"]

0j4 1
x

2 —

o

3

Out[22}= n n S— ';2

10 20

..

Y ;
1 .z

\ :

:|.4 L
W

100% =

Primjer 4.19 Koristeci prethodni primjer zakljucite kako izgleda graf funkcije f(x) = -5, ovisno o
tome je li ¢ € R pozitivan ili negativan broj i ovisno o tome je li k € N paran ili neparan broj.

Primijetite da se ovi grafovi funkcija za x blizu nule priblizavaju osi y, a kad je varijabla = ide u
400 onda se priblizavaju osi x. Za ove grafove z = 0 je vertikalna asimptota, a y = 0 horizontalna
asimptota. Ne moraju asimptote uvijek biti bas koordinatne osi. Opcenito, vertikalna ili okomita
asimptota je pravac z = ¢, ¢ € R kojemu se gaf funkcije priblizava. Vertikalne asimptote se javljaju
u tockama koje nisu u domeni funkcije, ako nula u ovim primjerima. Horizontalna ili vodoravna
asimptota je pravac y = ¢, ¢ € R kojemu se gaf funkcije priblizava kad x ide u tooc.
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Primjer 4.20 Pomocu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove racionalnih funkcija

1 f) = 25
2 fla)= 2222

3. flz) = —w2;41r3

b flx) = =242

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
~
Infz8j= Plot[{(6x+1) /(3x+4), (5x+2)/(-x+2), (x-1)/(-2x4+3), (-2=x+2)/(x+4)}, i
{x, -10, 10}, Plotlegends » "Expre=s=zions"]
0F |
|
/
sl — Bx#
[ Jx+4
—
[/ I s B x+2
; . L ; i =
Outjzsl= 10 i ———— ;
| L I/ e il
— | oF 243
* ag — =Zxed
e x4
10 ///
il W
100% =

Primjer 4.21 Koristeci prethodni primjer zakljucite kako izgleda graf funkcije f(x) = Z;Ig, oVisno 0
tome kakvi su a,b,c,d € R. Koje tocke nisu u domeni funkcije? Koje nultocke ima funkcija? Kako se
funkcije ponasa za beskonacéno velike x?
Rjesenje.

Vertikalna asimptota © = _Td, horizontalna asimptota y = <.

Primjer 4.22 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove racionalnih funkcija i zakljucite
kako se ponasaju u beskonacnosti ovisno o stupnju polinoma u brojniku i nazivniku

4 3_ .2 _
1' f(l') — 2x +iz+zm72+x 2

2. f(z) = 5732
3. flu) = =i
i @) = it
5. flz) = 33° 3222

z24x+1

_ _a®-3z>-2
0. f(SC) - 2z€+wzim3+w
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

;= Plot[{ (2 x*4 +4x*3-x"24+x-2) f (x*2+x-2), (-x"*3-3x"2-2)/(x"2+5x-2),
(-x*3-3x*2-2)/(Xx*5+x+1), (X*5-3x*2-2)/(x*T+x*4+4x*2+1),
(3x*3-3x*2_-2)f(x*2+x+1), (X*5-3x22_-2)/(2x*5+x*4+x*31x)},
{x, -5, 5}, PlotLegend=s » "Expresszions"]

W4 2x%+4 ;3—x2+x—2

xSex=l
-xb3x2p
%245 -2
—x3-3x2—2

*Zex+t

Out[30)=

i
xTextea x2i

3x¥axlp

xCax+t

xFaxig

2 x%extexdex

Primjer 4.23 Koristeéi prethodni primjer zakljucite kako se graf funkcije f(x) = ggg ponasa u be-

skonacénosti, ovisno o stupnju polinoma P i Q.
Rjesenge.

Ide u nulu ako je nazivnik viseg stupnja nego brojnik, ako je suprotno onda ide u beskonacno. Ako
su brojnik i nazivnik istog stupnja onda je horizontalna asimptota y = ¢, gdje je ¢ kvocijent vodecih
koeficijenata brojnika i nazivnika.

4.6 Rastav funkcije na parcijalne razlomke

Rastav racionalne funkcije f(z) = % na parcijalne razlomke je vazan postupak koji se cesto pojavljuje

kod rac¢unanja s racionalnim funkcijama. Opisat ¢emo postupak u 4 koraka.

1. Ako je stupanj P > stupanj ) onda najprije podijelimo polinome, ako nije, onda idemo odmah
na korak 3.

2. Dobivamo oblik kao u formuli 4.2, racionalna funkcija je jednaka sumi polinoma i racionalne
funkcije kojoj je stupanj brojnika < stupnja nazivnika,

3. Nazivnik racionalne funkcije rastavimo na faktore. Faktori mogu biti linearni i kvadratni koji
nemaju realnih rjesenja.

4. Racionalnu funkciju kojoj je stupanj brojnika manji od stupnja nazivnika izjedna¢imo sa sumom
racionalnih funkcija kojima su nazivnici faktori iz nazivnika. Svaki nazivnik se javlja do one
kratnosti koja se pojavljuje u faktorizaciji. Brojnik je konstanta ako nazivnik ima realnu nultocku,
a polinom prvog stupnja ako nema realne nultocke.

Pogledajmo to na primjerima.
Primjer 4.24 Rastavimo na parcijalne razlomke racionalnu funkciju

at — 2% — 42?2 — 1
22 -5 +6

fz) =
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1. Dijeljenjem polinoma dobivamo

m4—2m3—4x2—1_m2+3x+5+ Tx — 31
2 —5x 46 n 22 -5z +6
2. Faktoriziramo nazivnik i dobivamo
x4—2m3—4x2—1_m2+3x+5+ Tx — 31
2 —5x+6 (x —2)(x —3)°
3. Postavimo jednakost
Tx — 31 A B

(x—2)(3:—3)_:c—2+:c—3'

MnoZenjem i izjednacavanjem istih koeficijenata uz iste potencije dobivamo

A =17, B =-10,
pa je rastav na parcijalne razlomke jednak

zt— 223 —42% -1 9 17 10
22 —b5r+6 n xr—2 x-—3

Primjer 4.25 Provjerite rac¢un iz prethodnog primgjera pomocéu naredbi PolynomialQuotientRemainder,
Factor i Apart.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
A
In[31]= PolynomialQuotientRemainder[x*4-2x*3-4x%2-1, x*2-5x+6, x] ]
Out[3}= -:5—3x—x2, —31—']":{:- ﬂ
In32}= Factor[(x*4-2x"3-4x*2-1)/(x"2-5x+6)}] ]
“1-4x-2x,x?
w3z ——————————
{(-3+xm) (-2+x)
Inf24]= Apart[(x*4-2x*3-4x"2-1)/(x"2-5x+6)] ]
10 17 &
Outf24= 5 — ¥ FIxgpaE-
-3+x -2+=1

Primjer 4.26 Rastavimo na parcijalne razlomke racionalnu funkciju

=223 — 42?2 — 1
2+ x)(1+2)2(22+1)

fz) =
1. Ne trebamo digeliti polinome, jer je stupanj brojnika mangi od stupnja nazivnika, a i nazivnik je
veé faktoriziran.

2. Postavimo jednakost

xt—2x% — 422 — 1 A B C Dx+ FE

Cra)(l+a2@ 1) z+2 241 (422 @+1)
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MnoZenjem i izjednacavangem istih koeficijenata uz iste potencije dobivamo
A=3, B=-1,C=—-1,D=-1, E=0
pa je rastav na parcijalne razlomke jednak

at — 2% — 42?2 — 1 3 1 1 x

24 2) (14222 +1) z4+2 z+1 (1+2)2 (22+1)

Primjer 4.27 Provjerite racun iz prethodnog primjera pomocéu naredbi PolynomialQuotientRemainder,
Factor i Apart.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj25:= PelynomialQuotientRemainder[x*4-2x43-4x722-1, (2+x) ((1+x)"2) (x*2+1),

x]

outpeE [0, —1-4x*-2x° +x*]

Inf35]= Factor[(x*4-2x43_-4x42_1)/((2+x) ((1+x)"2) (x22+1))]

-1-4axf-2xox!
Out[38}

(1+x)2 (2+x) (1427

Inf40]= Apart[(x*4-2x43_-4x*2_-1)/((2+x) ((1+x)*2) (x*2+1))]
1 3 X

Out[4d} — - —
(L+=x)* 1l+x 2+x 1+=x°

Primjer 4.28 Pomocu Wolframove Mathematice rastavite racionalne funkcije na parcijalne razlomke

4 3_,.2 _
1. fla) = 2ty e=2

— 3_ 2_
2. f(z) = =L s2

x5 +z+1

5_ 2_
4. flz) = Z=525
3223222

5. f(x) = 2L

6. f(il') — z°—3z% -2

34222+ "

4.7 Neke jednostavne iracionalne funkcije
Iracionalne funkcije su funkcije koje sadrze korijene i najjednostavnije takve funkcije su
f(x) =29, gdje je ¢ racionalan broj.

a

Ako je ¢ = § onda je
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Kod uvodenja inverznih funkcija za potencije, ve¢ smo se bavili funkcijama ovog tipa za a > 0. Znamo
da je domena funkcije koja je parni korijen skup Ra'. Za neparni korijen to je cijeli skup realnih brojeva.
Podsjetimo se grafova korijena koje smo veé¢ spominjali, podsjetimo se pomicanja grafova duz osi z iy,
te istrazmo kako izgledaju grafovi ako je a < 0. Za a < 0 se pojavljuje nazivnik, pa treba paziti da se
nultocku nazivnika izbaci iz domene.

Primjer 4.29 Odredite domenu i sliku funkcije, te pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte grafove
iractonalnih funkcija

L flz) =%
2 @)=t
5. f(@) = 4
4 f@) = 5=

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

3= Plot[{1/Sqrt[x], -1/Sqrt[x], 1/x~(1/3),1/x*(2/3), Sqgrt[x-1], Sqrt[x] +3},
{x, 0, 2}, Plotlegends -+ "Expressions", AspectRatio s Fuoll]

1
Out[3T}= %' X
s

100% « .
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4.8 Modeliranje polinomima, racionalnim i iracionalnim funk-
cijama

Primjer 4.30 Zadana je funkcija za odredivanje koncentracije odredene vrste lijeka u krvi u nekom

vremenu t koje krece od trenutka t = 0:

4t
Ct)= 5——.
*) 12 42
1. Izracunajte koncentraciju lijeka u krvi 6 sati nakon konzumiranja lijeka.
Izracunagte koncentraciju lijeka u krvi 21 sat nakon konzumiranja lijeka.

Odredite domenu i sliku funkcije, te komentirajte.

Nacrtajte graf funkcije uz pomoé racunala te komentirajte njezin rast/pad.

A

Ako koncentracija lijeka u krvi pri manjem operacijskom zahvatu kod psa treba iznositi 2%, u
kojem vremenu ce biti ostvarena ta vrijednost?

Rjesenje.

1. C(6)=%=%=%mg/l.

2. C(21) = 5125 = 455 mg/L.

3. Matematicki, domena se odreduje iz uvjeta da je t>+2 # 0. S obzirom na to da je vrijeme t realan
broj domena bi bila D = R. Ipak, vrijeme je t > 0, pa je smisleno promatrati funkciju s domenom
Ry . Slika funkcije je R .

4. Iz (1) vidimo da funkcija prvo raste na intervalu [0,1.5], a zatim pocinje padati na intervalu
[1.5,00).

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inpiel= Plot[4t/ ((t~2) +2), {t, 0, 24}, AxesLabel » {t[h], "C"[mg/1]}] 1]
£y
%)
1.4[
121
1.0k

Out[18}= p.8 [

()]

L i L
10 15 20

—~

theme... labels... axes ™ imagesize ™ more... [ = = o

100% -~

5. Matematicki, trebamo rijesiti jednadzbu C(t) = t24_~t_2 = 0.02. Dakle,
M =10.02
212
4t = 0,02 - (2 +2)
0.026 — 4t 4+ 0.04 = 0

t1,2 = 100 &= v/9998




PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

4.8. MODELIRANJE POLINOMIMA, RACIONALNIM I IRACIONALNIM FUNKCIJAMA 295

Primjer 4.31 Odredite prosjecni trosak proizvodnje LED Zarulja.

o

1. Ako fiksni troskovi iznose 1000 kuna, a cijena izrade jedne Zarulje 5 kuna, izracunajte koliko iznosi
prosjecni trosak proizvodnje 500 LED Zarulja?

2. Izvedite model za odredivanje cijene izrade Zarulja.
3. Definirajte fiksni i varijabilni trosak.
4. Nacrtagte graf funkcije.
Rjesenje.
=7 kuna.

1. Prosjeéni trosak proizvodnje iznosi 0(500) = w

2. Neka je x broj Zarulja. Tada je prosjecan trosak proizvodnje jednak C(x) = %.

3. Funkcija ukupnog troska je C(x) = 1000 + 5 - x. Fiksni trosak je trosak koji postoji i kad nema
proizvodnje. Dakle, fiksni trosak je C'(0) = 1000+5-0 = 1000. Varijabilni trosak je ukupan trosak
umangen za fiksni trosak. Dakle, varijabilan trosak je VC(z) = C(x)—C(0) = 1000+5-2—1000 =
oT.

4. Graf funkcije
a Primjer.nb - Wolfram Mathematica 104 - =Kl

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injzz;= Plot[ (1000 + 5x) /x, {x, 0, 1000}, AxeslLabel » {x, "C"[kn]}]

100% «

Primjer 4.32 Twrtka koja proizvodi racunala utvrdila je da u prosjeku movi zaposlenik moze sastaviti
N(t) komponenti rac¢unala dnevno nakont dana provedenog na probnom roku. Funkcija koja to prikazuje
je:
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1. Izracunajte koliko komponenti zaposlenik moze sastaviti u 30 dana.
2. Ako je potrebno sastaviti 30 komponenti u Sto kracem roku, koliko ée trebati zaposleniku vremena?

3. Nacrtajte graf funkcije te komentirajte. Odredite vertikalnu i horizontalnu asimptotu.

Rjesenge.
_ 4030 _ ~
1. N (30) = 3015 = 3429 ~ 34
2.30 =0

t+5
30 (t + 5) = 40t

30t + 150 — 40t =0
—10t = —-150
t=15

3. Graf funkcije

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ings= Plot[40 t/ (t+5), {t, -10, 100}, AxeslLabel > {t[dan], "N"}] il

. L L - L t{dan)
20 40 80 20 100

theme... labels.. axes ¥ imagesize ™~ more... e =1 L;:_l [x]

Primjer 4.33 Zadana je funkcija troskova odstranjivanja x% stetne tvari iz proizvodnje, C(x) u tisuéama

kuna:
20x

T 104—z

C(z)
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1. Izracunajte troskove ukoliko se Zeli odstraniti 80% Sstetne tvari.
2. Izracunajte troskove ukoliko se Zeli odstraniti 100% Stetne tvari.
3. Odredite domenu i sliku funkcije, te komentirajte.

4. Ukoliko poduzecée ima u svom budZetu isplanirano 300 tisuca kuna koje moZe potrositi za odstra-
njivanje Stetne tvari, koliki je maksimalan postotak Stetne tvari moguce odstraniti?

5. Nacrtajte graf funkcije u Wolframovoj Mathematici, te komentirajte njezin rast.

Rjesenje.

1. C(80) = 2980 = 1809 — 66.67 tisuca kuna

2. C(100) = 7294908 = 200 = 500 tisuca kuna

3. Matematicki, domena se odreduje iz uvjeta da je 104 — x # 0. No, s obzirom da je x postotak,
vrijedi da je domena interval [0,100]. Sliku je lakSe odrediti iz grafa funkcije.

\ Primjer.nb -

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[ (20 x) / (104 - x) , {x, 0, 100}]

150 |-
100 -

50

L
100

il
100% =

Vidimo da funkcija raste na cijeloj domeni, pa sliku dobijemo tako da izracunamo wvrijednost
funkcije u granicama intervala [0,100]. C(0) = 123% = 157 = 0, C(100) = 129190 = 2000 — 500,
pa je slika funkcije interval [0, 500].

4. Matematicki, trebamo rijesiti jednadzbu C(x) = 1§£fz = 300. Dakle, 1(?2:0 =300
20z = 300 - (104 — )
20z = 31200 — 300x
320z = 31200
x = 97.5%
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[ (20 x) / (104 - x) == 300, x]
1954,

(i — }}

EE 2 1

=i+

[ix-97.5})

Lad LA LA

5. Iz (8) vidimo da funkcija raste na cijeloj svojoj domeni. Ispocetka slabije, a kako postotak odstra-
njene tvari raste, troskovi rastu sve brze.

Primjer 4.34 Zadana je funkcija ukupnih troskova proizvodnje C(Q) = 2Q + 1, gdje je Q kolicina
proizvodnge. Izvedite funkciju prosjecnih troskova proizvodngje i graficki je prikaZite.

Rjesenje.

Funkciju prosjecnih troskova dobijemo tako da funkciju ukupnih troskova podijelimo s koli¢inom
proizvodnje, tj.,

Dakle, funkcija prosjecnih troskova je racionalna funkcija. Pravac Q = 0 je okomita asimptota funkcije,
a pravac y = 2 vodoravna asimptota funkcije. Graf funkcije se pribliZava tim pravcima, ali ih nikad necée
dotaknuti. PrikazZemo li tu funkciju graficki za —10 < Q < 10, dakle kao matematicku, a ne ekonomsku
funkciju, dobivamo:
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{2+1/Q, 2, 0}, {Q, -10, 10}]

Uzimajuéi u obzir da je @ > 0, uzimamo samo dio grafa koji odgovara tom wvjetu, tj., graf funkcije
u koordinatnom sustavu (Q, AC) prikazan je na sljedecoj slici:
% Primjer.nb - en 10,

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{2+1/Q, 2, 0}, {Q, 0.1, 10}] ]- ]

100% =«

Primigetimo da su za jako niske razine proizvodnje prosjecni troskovi jako visoki. Takoder, za jako
visoke razine proizvodnje, prosjecni su troskovi sve nizi. Pravac y = 2 je vodoravna asimptota funkcije, a
os ordinata okomita asimptota funkcije. Intuitivno, asimptota funkcije je pravac kojem se graf funkcije
pribliZava. Opcenito graf funkcije moZe presjecati svoju horizontalnu asimptotu, moZe oscilirati oko
nje i pribliZavati joj se kad x postaje sve veéi. Ouvdje to nije slucaj, ali je u poglaviju 8 primgjer s
oscilirajucom inflacijom bio upravo takav. Vratimo se na ovaj primjer u kojem graf funkcije ne sijece
svoju horizontalnu astmptotu. MoZemo reéi da Sto je razina proizvodnje veca, prosjecni su troskovi sve
nizi, ali nikad nece dostici fiksnu razinu 2.

Primjer 4.35 Zadana je funkcija ukupnih troskova proizvodnje za jedno poduzede, C(Q) = 196 +
100Q — 10Q? + Q3, gdje je Q kolicina proizvodnje, a C(Q) su ukupni troskovi.

1. Izracunajte fiksne troskove.
2. Izracunagte varijabilne troskove.

3. Izvedite funkciju prosjecnih troskova proizvodnje.
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4. Graficki prikaZite funkciju prosjeénih troskova proizvodngje.

5. Uz koju se kolic¢inu proizvodnje ostvaruju minimalni prosjeéni troskovi i koliko oni iznose?

6. Izvedite prosjecne varijabilne troskove.

7. Graficki prikaZite prosjecne varijabilne troskove.

8. Na istoj slici, za Q iz razlicitih intervala, nacrtajte grafove prosjecnih troskova i prosjecnih vari-
jabilnih troskova, te komentirajte njihov odnos.

Rjesenje.

1. Fiksni troskovi su troskovi koji postoje i kad nema proizvodnje. Matematicki, fiksni troskovi su
C(0). U nasem su slucaju fiksni troskovi jednaki C(0) = 196 + 100 -0 — 10 - 0% + 0% = 196.

2. Varijabilni troskovi su jednaki razlici ukupnih i fiksnih troskova, tj., C(Q) — C(0) = 196 + 100Q —
10Q% 4+ Q3 — 196 = 100Q — 10Q? + Q3.

3. Prosjecni troskovi su zapravo ukupni troskovi po jedinici proizvodnje. Matematicki, AC(Q) =
C(QQ) _ 196+100Q510Q2+Q3 _ 1376 1100 — 10Q + Q2.

4. Nacrtat éemo graf za razlicite intervale varijable . To je vazno jer ponekad samo jedan inter-

val moze stvoriti krivu sliku grafa. Na prvim slikama se ne vidi da za velike Q funkcija ide u
beskonacnost. Vidite slike 4.1. 7 4.2.
Uvijek je vazno kombinirati teorijska znanja i primjenu programskih alata. Vidimo da se radi o
kvadratnoj funkciji plus funkcija const/Q. Spomenuli smo da se polinom u beskonacnosti ponasa
kao njegova najveca potencija, ali isto vrijedi i ako dodamo neki clan koji je jako mali. Clan
const/Q je jako mali za velike Q pa se funkcija u beskonacnosti ponasa kao kvadratna funkcija.
Za kvadratnu funkciju ¢ija parabola je okrenuta prema gore znamo da funkcija mora iéi u oo za
velike @, odnosno kad Q ide u beskonacnost.

5. Iz grafa zakljucujemo da se neki minimalni prosjecni troskovi ostvaraju. Pomocéu Wolframove
Mathematice mozZemo odgovoriti na postavljeno pitanje o minimumu funkcije koristeci naredbu
FindMinimum.

Dakle, za kolic¢inu proizvodnje QQ = 7, ostvaruju se minimalni prosjecni troskovi AC(7) = 107.
6. Iz (2) znamo da su varijabilni troskovi jednaki C(Q) — C(0) = 100Q — 10Q* + Q3. Prosjecni
varigabilni troskovi se dobiju tako da se varijabilni podijele s koli¢inom proizvodnje, tj.,
C —-C(0 100Q — 10Q? 3 100 — 10 2
Q Q Q
7. Graf funkcije je na slici 4.3.
8. Grafovi funkcija su na slici 4.4. Iz gornjih grafova zakljucéujemo da za vece koli¢ine proizvodnje

prosjecni troskovi postaju jednaki prosjecnim varijabilnim troskovima.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{196/0+100-10Q4+0Q"2, 0}, {Q, 0.01, 5}]

500 |
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200 |-
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{196/0+100-100Q+0*2, 0}, {Q, 0.01, 10}]
250 -
30 |
250 |
200
150
100
BDE
2 & BI 10

1% Primj

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{196/0Q+100-100Q+0Q"2, D}, {Q, 0.01, 20}]

400 |-
200 |
200

100

EI

100% =~

Slika 4.1: Prosjecni troskovi
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Primjernb - W

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{196/Q+100-100Q4+0Q"2, 0}, {Q, D.01, 30}]

200

File Edit Insert Format Cell Graphics Ewaluation Palettes Window Help
FindMinimum[196/0+100-10Q+0*2, Q]

{107., {Q=7.}} 3]

Slika 4.2: Prosjecni troskovi

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{100-10Q+QA2, 0}, {Q, 0.01, 20}]
200 F
250
200
180

100

S0F

100% ~ |

Slika 4.3: Prosjecni varijabilni troskovi
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

4= Plot[{196/Q+100-10Q+Q*2, 100-10Q+Q*2, 0}, {Q, 0.01, 10},
PlotLegends —» "Expressions"]

200k
250
200
— %nuu-mo:foz
o 180
Ou — 100-10Q+ @
00— e =D

Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
3 5 10 15 20 JJ -

Plot[{196/Q+100-10Q+Q~2, 100 -10Q+Q*2, 0}, {Q, 0D.01, 20},
Plotlegends —» "Expressions"]

Inf5]:

500

— L 100-10Q+Q?

300 a
Outfsl= [ |
= — 100-10Q+Q°
200
— 0
100
100% =
- - -
[ % Primjer.nb - s C=la X )

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
& 5 10 15 20 JJ A

Infzl= Plot[{196/0Q+100-10Q+Q*2, 100-10Q+Q*2, 0}, {Q, 0.01, 30},
Plotlegends —» "Expressions"]

1000

— %noo-mmo?

Out[El=

— 100-100Q+ @
—:0

100% =

Slika 4.4: Prosjecni troskovi i prosjecni varijabilni troskovi
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Primjer 4.36 Graficki prikaZite ovisnost iznosa gravitacijske sile kojim Zemlja priviaci tijelo mase
m = 1 kilogram o udaljenosti tijela od Zemlje. Polumjer Zemlje je R, = 6370 km, masa Zemlje
m, = 5.96 - 10%* kg, gravitacijska konstanta G = 6.672 - 10711 Nm? /kg?. Gravitacijska sila izmedu
Zemlje i tijela mase m je F = Gﬂﬁ—m.
Rjesenje.

Ako je gravitacijska sila izmedu Zemlje i tijela mase m jednaka F = G%, r = R,+h je udaljenost

tijela od sredista Zemlje. F' = %, za h éemo uzeti vrijednosti (0 — 20000) kilometra.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

- "
inf1g2;= Plot[ (3.98%1048) / (6370+h) A2, {h, 0, 20000}, AxeslLabel » {h[km], F[N]}] ]

F(N)

10

sl

el
Out[163}=

o)

L L L L k)
5000 10000 15000 20000

theme...  labels.. axes ~ imagesize ~ more... (@ b= = e

100% =~

Primjer 4.37 Satelit mase m kruzi oko Zemlje na udaljenosti h odredenom brzinom v. Gravitacijska
sila izmedu Zemlje i tijela mase m je F' = GMﬁ—m. Centripetalna sile tijela mase m koje kruzi brzinom

2
- __ m-v
v je k. ="
Satelit
Yy mase
m
v
Odredite:

1. ovisnost brzine gibanja satelita o udaljenosti od povrsine Zemlje (prikazite graficki). Polumgjer
Zemlje je R, = 6370 km, masa Zemlje m, = 5.96 - 102* kg, gravitacijska konstanta G = 6.672 -
1071 Nm?/kg

2. brzinu gibanja GPS satelita koji kruZi na visini 20200 km od Zemlje

3. odredite period kruzenja GPS satelita oko Zemlje.
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Rjesenge.
1. Da bi satelit kruzio oko Zemlje na udaljenosti R, + h od sredista Zemlje treba biti zadovoljen uvjet
2
da je centripetalna sila potrebna za kruzno gibanje jednaka gravitacijskoj sili: é’:ih =G ( é\fi’,:LP.
o [GM. /_39.5
Brzina je v = T v=100- /&6
. File Edit Inset Format Cell Graphics Evlun arac |ndow elp
AxesLabel » {h[kn], v[km/s]}] e

Plot[ 100+ Sqgrt[39.5/ (6370 +h)], {h, 0, 20200},

Inf188]:=

hferm)

L L L
5000 10000 15000 20000

v | imagesize ™ more... c = E o

theme... labels... axes

Uocimo da je za vrijednost h = 0 vrijednost brzine 7.9 km/s, ta brzina se naziva prva kozmicka
brzina.

2. brzina GPS satelita je 3.86 km/s.

3. period kruZenja oko Zemlje: T = w = 43227.9 s, GPS satelitu treba 12 sati da obide
Zemlju.

Primjer 4.38 GPS satelit kruzi oko Zemlje na udaljenosti h od povrsine. Polumjer Zemlje je R, =
6370 km, masa Zemlje m, = 5.96 - 10** kg, masa satelita 520 kg, gravitacijska konstanta G = 6.672 -

10~ Nm? /kg. Odredite:

1. ovisnost potencijalne energije satelita o udaljenosti h (prikazite graficki)

2. koliki rad treba uloZiti da se satelit dovede sa Zemlje u orbitu na visini 20200 kilometra od Zemlje
3. usporedite taj rad s kinetickom energijom satelita.

Uputa.
Gravitacijska potencijalna energija satelita je E,(r) = —G 11\24:4'-72'
Rad je jednak razlici potencijalnih energija satelita na Zemlyi i u orbiti.

Kineticka energija satelita je Ey = %mvz,

Rjesenje.

1. Gravitacijska potencijalna energija satelita je E,(r) = —G%z—_"_mh

Ep(r) = 95 - 1010 ]
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Ini74p= Plot[ (2.05%10410) / (6370+h), {h, O, 22000}, AxesLabel » {h[km], "E",[J]}] i

EplJ}

OuliT4 50«

L L L hlm)
5000 10000 15000 20000

theme... labels... axes” imagesize ™ more... (2 = = (]

L

100% ~

2. rad je jednak razlici potencijalnih energija satelita na Zemlji i u orbiti, AE, = 3.9 -10¢ J.

3. kineticka energija satelita je Ej = %va, brzina satelita izracunata je uw prethodnom primjeru
(3.86 km/s) pa je Ex = 3.9-10° J 2bog zakona ocuvanja energije AE, = E,.

Primjer 4.39 Kad poduzece Zeli prodati svoj proizvod koristi se i promocijom. Tu promociju treba
platiti, tj., u nju treba uloZiti novéana sredstva. Koliko ée movaca poduzece uloZiti? Hoce li promocija
pridonijeti poveéanju prodaju? Koliko? Da bismo odgovorili na ta pitanja, modeliramo kretanje prodaje
u ovisnosti o sredstvima uloZenima u promociju. Jedan od takvih modela je i ADBUG funkcija (autor
je Little John, 1970.) koja se definira kao

2

m(z) =0.2+ O.3ﬁ.

Pritom su x sredstva uloZena u promociju, a m(x) trzisni udjel promatrane marke. Dakle, m(x) je
postotak trzista na koje promatrano poduzeée plasira svoj proizvod (ili marku).

1

1. Izracunajte trzisni udjel promatrane marke ako su uloZena sredstva u promociju redom jednaka 0,
2,4, 6, 8, 10.

2. Izracunagte trzisni udjel promatrane marke ako su uloZena sredstva w promociju redom jednaka
50, 100, 150, 200, 250.

3. Nacrtajte graf funkcije u Wolframovoj Mathematici za razlicite intervale varijable x.

4. Komentirajte rezultate pod (1) i (2). Sto biste predlozili odjelu marketinga promatranog poduzeca,
koliko uloZiti v promociju?
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Rjesenge.

1. Racunamo m(0) = 0.2 + 0.313% = 0.2, m(2), m(4), m(6), m(8) i m(10).

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Mable[0.2+0.34 (i%22) / (1+i”3), {i, 0, 10, 2}]

{0.2, 0.44, 0.482353, 0.491892, 0.495385, 0.49703}

2. Iznos funkcije

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Table[D.24+0.3%x(i*2)/(1+i*2), {i, 50, 250, 50}]

70.49988, 0.49997, 0.499987, 0.499993, 0.499995]

3. Nacrtat cemo graf za razlicite intervale varijable x.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{D.2+0.3+ (x*2)/(1+x"2), 0}, {x, 0, 5}]

05
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
F 1 2 3 B 5 1=

Plot[{0.2+0.3& (x*2}) /(L +x"2), 0}, {x, O, 10}]

0.5

» :P-r'ir'njemnb - W

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{D.2+0.3% (x*2)/(1+x~2), 0}, {x, O, 50}]

100% ~

Iz varijanti grafova koje smo nacrtali zakljucujemo da udjel na trzistu ispocetka brzo raste s
porastom ulaganja u promociju. To vidimo i iz numerickih vrijednosti koje smo dobili pod (1).
No, kako ulaganje u promociju prelazi vrijednost 10, zakljucujemo da udjel na trzistu raste, ali
sve sporije i sporije. Pa se zapravo pitamo do koje razine nam se isplati ulagati u promociju
tako da porast udjela na trzistu bude znacajan. Odgovor na to pitanje je subjektivan i ovisi o
strategiji poduzeéa. Mozda bi razumno bilo uloziti 10, ali kao sto smo veé naveli, ta je odluka
zaista subjektivna. Poanta je da nam matematicki model olak$ava donoSenje odluke jer mam
pomocu grafa vizualizira kretanje udjela na trzistu.

Primjer 4.40 Zelimo li uloZiti odredeni iznos novca Yy u banku uz godisnji kamatnjak (kamatnu stopu)
p, sloZeni i dekurzivan obracun kamata, nakon n godina raspolagat éemo s iznosom od

Y(n)=Yy-(1+ %O)".
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Velicinu 1 + 185 zovemo dekurzivnim kamatnim faktorom i oznacavamo s r. Dakle, 1 = 1+ 155, pa je

konaéna vrijednost uloZenog iznosa (glavnice) jednaka Y (n) = Yy -r™. MozZemo postaviti pitanje: koliko
moramo uloZiti danas ako Zelimo nakon n godina raspolagati s iznosom od Y (n). Odgovor je, moramo
uloZiti Yo = YT(,?). Na ovaj smo nacin definirali racionalnu funkciju koja nam opisuje pocetnu vrijednost
glavnice u ovisnosti o konacnoj vrijednosti glavnice i dekurzivnom kamatnom faktoru. Pretpostavimo

sad da Zelimo Stedjeti kako bismo za dvije godine tmali dovoljno novaca za maturalac.

1. Ako maturalac kosta 2500 kuna, koliko moramo uloZiti danas uz godisnji kamatnjak 1%, sloZen i
dekurzivan obracun kamata?

2. Uz pretpostavku promjenjivog kamatnjaka, graficki prikazite funkciju pocetne vrijednosti u ovis-
nosti o dekurzivnom kamatnom faktoru r. Komentirajte.

3. Ako je pocetna vrijednost Yy = 2200 kuna, a konacna vrijednost nakon dvije godine 2500 kuna,
uz koji je kamatnjaok uloZen pocetni iznos?

Rjesenge.

1. U definiranim oznakama, p =1, n =2, Y (2) = 2500. Slijedi da je r =1+ 155 = 1 + ﬁ =1.01,
pa je Yy = Y(2) _ 2500 _ 9450.74 kuna.

1.012 — 1.012 —

File Edit Inset Feormat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{2500/ (r*2}, O}, {r, 1, 2}]

2500
2000 |
1500
1000

so0 [ [

Iz grafa zakljuéujemo da je pocetna vrijednost manja (funkcija pada) $to je dekurzivni kamatni
faktor r veéi. Buduci da jer =1+ 755, gdje je p kamatnjak, zakljucujemo da je r veéi sto je p
veci. Dakle, sto je kamatnjak veéi, da bismo nakon dvije godine raspolagali s 2500 kuna, uloZit
cemo manji iznos danas u banku.

3. Yo(r) = X2

r2

2200 = 2539

r? = 2580 = 1.13636

r =+/1.13636 = 1.066

Iz r =14 155 slijedi da je p = (r — 1) - 100 = (1.066 — 1) - 100 = 6.6.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[2200 = 2500/ (r*2), r]

- 5
B %
L \"’E"

{rs - -
LL NP R

{2 (- )]

[{r3-1.066}, {r31.066}}

Lad LA [ R I
4

Wolframova Mathematica daje dva rjeSenja jer se radi o kvadratnoj jednadzbi, ali nama odgovara
samo ono pozitivno, 1.066.

Primjer 4.41 Za dvije godine Zelite otic¢i na maturalac. Maturalac kosta 2500 kuna. Ukoliko je godisnji
kamatnjak 1, danas bi trebalo uloZiti 2450.74 kuna na dvije godine u banku uz dekurzivan i sloZen obracun
kamata. No, problem je $to nemate toliko novaca. Druga je moguénost kroz dvije godine, pocetkom svake
godine uloZiti jednak periodic¢ki iznos tako da na kraju raspolazemo s 2500 kuna. Opcéenito, ukoliko Zelimo
nakon n godina raspolagati iznosom 'Y (n) i pocetkom svake godine uloziti periodicki iznos R, tada vrijedi
dajeY(n)=R-r- ’"::11. Iz te nam formule slijedi da je periodicki iznos koji se mora uloZiti pocetkom

svake godine jednak R =Y (n) - T(:%il)

1. Koji se periodicki iznos mora uloZiti pocetkom prve i druge godine da bi se na kraju druge godine
raspolagalo iznosom od 2500 kuna? Godisnji kamatnjak je 1, a obracun dekurzivan i sloZen.

2. Uz pretpostavku promjenjivog kamatnjaka, graficki prikazite funkciju periodickog iznosa R u ovis-
nosti o dekurzivnom kamatnom faktoru r. Komentirajte.

Rjesenje.

1. U definiranim oznakama, p = 1, n = 2, Y(2) = 2500. Slijedi da je r =1+ £ =1+ - =1.01,

o) 100 100
- r—1 2500
paje R=Y(2)- F7=1) © m0dD) © ToL(LoFn — 123147

2. R=Y(2) 77ty = rpah = rodd
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Plot[{2500/ (r* (r+1)), O}, {r, 1, 2}]
1000

200 |

800 -

400 |

Dakle, sto je r vedi (tj., §to je p vedi), periodicki iznos koji treba ulagati pocetkom svake godine je
mangi (funkcija pada s porastom kamatnjaka).

Primjer 4.42 Pretpostavimo da je zadovoljstvo grupe kupaca uslijed kupovine tenisica modelirano funk-
cijom u(x) = \/z, gdje je x broj pari tenisica, a u oznaka za korisnost.

1. Izracunajte korisnost grupe kupaca ako je broj kupljenih pari tenisica jednak 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,
9 4 10.

2. Za svako poveéanje kolicine tenisica, izracunajte povecanje korisnosti grupe kupaca. Sto pri-
mjecujete? Ekonomski komentirajte.

3. Nacrtajte graf funkcije korisnosti i komentirajte graf nastavno na zakljucak iz (2).

4. Koliko pari tenisica grupa kupaca mora kupiti da bi korisnost bila veéa od 107

5. PrikaZite broj pari tenisica kao funkciju korisnosti.

Rjesenje.
1. Vrijednosti funkcije na grafu funkcije
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

i
Table[Sqrt[x], {x, 1, 10, 1}] J
{1, V2,43, 2. V5,6, v7,2vz, 3, V10! j
NH1,M"2,\|"3,2,#'5,\!'6,\:‘7,2\!'2,3,\:’10}] ]
f1., 1.41421, 1.73205, 2., 2.23607, 2.44949, 2.64575, 2.82843, 3., 3.16228] 1]
ListPlot[{1., 1.41421, 1.73205, 2., 2.23607, 2.44949, 2.64575, 2.82843, 17
3., 3.16228}] ]
) .
30 .
.
I s
ZO0F .
1.5—
.
101 "
05}
2 4 & 5 10 .

2. Vrijednosti funkcije

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Table[Sqrt[x] - Sgrt[=-1], {x, 2, 10, 1}]

{F1ev2, N2 445, 2-43, 2445, V5 +¥6, V6 +VT, 242 -7,
3_2'\4’5,-3+-\fﬁ]

H[{-1+\f’_,—ﬁ+r,2—ﬁ,—2+ﬁ,—ﬁ+ﬁ.—ﬁ+wf—,21‘3—5.
3_2'\4’5,-34-\)’5}]

[~1:e4f2, 2 243, 2-43, 2245,

—"\'"g—"w'?, —"v'?—"w"?, 2“\'"?—“\"’?, 3—2“@"5, -3:4101

10.414214, 0.317837, 0.267949, 0.236068,
0.213422, 0.196262, 0.182676, 0.171573, 0.162278}

Povecange korisnosti je sve manje i manje. Korisnost pokazuje opadajuce prinose.

3. Graf funkcije
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[Sqrt[x], {x, 0, 10}]

Nastavno na (1) i (2), iz gornje slike zakljucujemo da korisnost raste, ali sve sporije §to je ka-
rakteristika opadajucih prinosa. Dakle, kad je kupljena koli¢ina tenisica mala, korisnost grupe
znacajno raste. Kad je kolicina kupljenih tenisica velika, svaka nova kupovina povecéava korisnost,
ali ne u mjeri kao s$to je bilo u slucaju male kolicine tenisica.

4. Matematicki, treba rijesiti nejednadzbu u(x) > 10, tj., \/x > 10. Iz grafa zakljuéujemo da je
dovoljno rijesiti jednadzbu /x = 10. Slijedi da je x = 100, pa je korisnost veca od 10 ako je
kolicina kupljenih pari tenisica veéa od 100.

5. Matematicki, treba pronaéi inverz funkcije u(x) = /x. Slijedi da je x = [u(x)]?, tj., x(u) = u?.

Dakle, ukoliko, na primgjer, Zelimo odgovoriti na pitanje ”‘Koliko pari tenisica treba kupiti da bi
korisnost bila 827 jednostavno izracunamo x(8) = 82 = 64.

=r.nb - Wal

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solve[u == Sqrt[x], x] ] 3
X = uz:- ] -
100% =

Primjer 4.43 Da bi poduzele proizvodilo, treba narucéivati materijal (sirovine). Pritom stvara zalihu
materijala w svom skladistu i to predstavlja trosak koji poduzece Zeli minimizirati. Isto se dogada i kod
distributivnih poduzeca koja narucuju robu i skladiste je. Dakle, zalihe predstavljaju trosak, ali zalithe mo-
raju postojati kako bi se brzo zadovoljavala potraznja kupaca. Formula koja odreduje optimalnu kolicinu
narucivanga za zalihe uz pretpostavku stabilne potraznje i narucivanja u jednakim vremenskim interva-

2DS
H
je fiksni trosak narudzbe, a H jedinicni trosak drianja zaliha.

lima je QQ = gdje je Q optimalna kolic¢ina narudzbe, D je godisnja potraznja za proizvodom, S

1. Uz pretpostavku da je trosak jedne narudzbe 200, a jediniéni trosak drZanja zaliha 10, izvedite
model optimalne koli¢ine narucivanja u ovisnosti o godisnjoj potraznji za pametnim telefonima u
jednom ducanu.

2. Ukoliko je godisnja potrazngja 1000, koliko pametnih telefona treba naruciti u svakoj posiljci?
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3. Koliko ¢e puta u roku od godine dana ducan naruciti pametne telefone ako je godisnja potrainja

10007

4. Ukoliko se trosak drZanja zaliha poveéa za 15%, izvedite model optimalne kolicine narucivanja u
ovisnosti o godisnjoj potrainji za pametnim telefonima u jednom duéanu.

5. Na istoj slici graficki prikazZite modele optimalne koli¢ine narucivanja uz trosak drZanja zaliha 10
i izracunati trosak iz (4). Komentirajte.

Rjesenge.

1. U definiranim oznakama, slijedi da je S = 200, H = 10. Model je onda Q) = \/@ =4/ 2D1'§00 =
\/@ = /40D, tj., optimalna koli¢ina narucivanja u ovisnosti o godisnjoj potraznji je: Q(D) =
V40D.

2. Q(1000) = /40 - 1000 = /40000 = 200.

3. Narucit ée % = % =5 puta (svaki put po 200 pametnih telefona).

4. Graf funkcije

% Primjer.nb -

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{Sqgrt[40D], Sgrt[34.78D]1}, {D, 0, 100}, PlotLegends » "Expressions"]

Ukoliko je godisnja potraznja niska, optimalna koli¢ina narucivanja je otprilike ista za oba modela
(krivulje su ispocetka jako blizu). No, za velike godisnje potrainje, optimalna kolicina narucivanja
za drugi model (vedi troskovi drianja zaliha) je sve manja (krivulje su udaljenije).

4.9 Zadaci za vjezbu

Zadatak 4.1 Odredite ovisnost iznosa elektriéne sile o udaljenosti izmedu dva naboja g1 = 100 nC
i g = 150 nC (graficki prikaZite). FElektricna sila izmedu dva naboja je F' = kT2 k = 47350 =
9-10° Nm?/C2.
Rjesenje.

= 1.35;0*6

, za r uzeti vrijednosti (1 — 5) metara.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
|n[ie4= Plot[ (1.35%104 (-6)} /r*~2, {r, 0, 5}, AxesLabel + {r[m], F[N]}] il 2
FiN)
4.x10%
31078
out[164}=
1wo L
1. %1907
i 2 B . z 1l
theme...  labels... axes v  imagesize * | more... (2 = = Q
L
100% &
Zadatak 4.2 Tockasti naboj ¢ = 2 pC nalazi se u ishodistu koordinatnog sustava. Odredite:
. Lo .. . . . .. . o 1 q _ q o
1. ovisnost elektricnog potencijala o udaljenosti r od ishodista je V(r) = Tregr = k-1, k=
9-10° Nm?/C? za naboj q = 2 uC (prikazite graficki)
2. elektriéni potencijal u tockama s radijus vektorom poloZaja: ¥4 = 2i m, g = —2i m i T7c = —2k m.
Uputa.
Duljine svih vektora 74 = 2i m, g = —2i m i Tc = —2k m su jednake ra =rg =rc = 2 m.
Rjesenje.

1. V(r)=9-1092102"

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
2= Plot[ (9% (1049) #2%104 (-6)) /r, {r, O, 2000}, Axeslabel » {r[m], V[V]}] 1] ol
viv)
100
80
oufaE o
anl
20
L + rm)
500 1000 1500 2000 il
theme... labels... axes~ imagesize ™ more.. (2 = =] o
- v
100% -

2. Elektriéni potencijal je jednak u tockama A, B i C i iznosi 9 - 10> V za naboj ¢ = 6 uC.

Zadatak 4.3 Zadana je funkcija za odredivanje koncentracije odredene vrste lijeka u krvi u nekom
vremenu t:

6t
T 242

C(t)
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1. Izracunajte koncentraciju lijeka u krvi 5 sati nakon konzumiranja lijeka.
Izracunagte koncentraciju lijeka w krvi 10 sati nakon konzumiranja lijeka.
Odredite domenu i sliku funkcije, te komentirajte.

Nacrtajte graf funkcije uz pomoé racunala te komentirajte njezin rast/pad.

SARER OIS

Ako koncentracija lijeka u krvi pri manjem operacijskom zahvatu kod psa treba iznositi 2%, u
kojem vremenu ce biti ostvarena ta vrijednost?

Rjesenje.
1. 1.1111
2. 0.5882

3. Matematicki domena je cijeli skup realnih brojeva, ali buduéi da je vrijeme pozitivno ili nula, do-
mena koja ima smisla je [0,4+00). Sliku funkcije éemo lakse odrediti iz grafa:

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In{39]:=

Plot[(6 t) / (t*24+2), {t, O, 15}]

Out[3gl= 4 g

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

FindMaximmm[ (6 t) / (£42+2), t] J
Ouf4d [2.12132, [£->1.41421}}) i &
'| -

100% =

R =[0,2.12132]
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4. Funkcija raste na intervalu [0,1.41421), a pada na intervalu od (1.41421, +00)

5. Graficki, to izgleda ovako:

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{(6t) f (t~2+2), 1.8}, {t, O, 15}] J

05

ED

100% «~

Algebarski, rjesavamo jednadzbu kako slijedi:

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Solverratnz : Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The

-
Solve[(6t) f(t*24+2) ==1.8, t, Reals] ‘
answer was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. = :I

Outf44= {{t - 0.78475}, {t +2.54858}}

100% -

Zadatak 4.4 Twurtka koja proizvodi rac¢unala utvrdila je da u prosjeku novi zaposlenik moze sastaviti
N(t) komponenti rac¢unala dnevno nakont dana provedenog na probnom roku. Funkcija koja to prikazuje

je:
50t
N(t) = ——
®) t+8

1. Izracunagte koliko komponenti zaposlenik moZe sastaviti u 10 dana.
2. Ako je potrebno sastaviti 40 komponenti u Sto kraéem roku, koliko ée trebati zaposleniku vremena?
3. Nacrtajte graf funkcije te komentiragte. Odredite vertikalnu i horizontalnu asimptotu.
Rjesenje.
1. N(10) = 27.7778. Otprilike 28 komponenti.
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2. 32
3. Vertikalna asimptota je pravac x = —8 sto u ovom primjeru nije relevantno jer je t nenegativna

varigabla. Horizontalna asimptota je pravac y = 50.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

[58)=
In]56]:

Plot[{(50xt) / (t+ &), O}, {t, O, 200}]

50
40
LR

Out[58}=

20

n n n L
50 100 150 200

Zadatak 4.5 Zadana je funkcija troskova odstranjivanja x% Stetne tvari iz proizvodnje, C(x) u tisuéama

kuna:
120z

Cl) =559

1. Izracunagte troskove ukoliko se Zeli odstraniti 50% Stetne tvari.
2. Izracunajte troskove ukoliko se Zeli odstraniti 100% Stetne tvari.
3. Odredite domenu i sliku funkcije, te komentiragte.

4. Ukoliko poduzece ima u svom budzetu isplanirano 300 kuna koje moZe potrositi za odstranjivange
Stetne tvari, koliki je maksimalan postotak Stetne tvari moguce odstraniti?

5. Nacrtajte graf funkcije uw Wolframovoj Mathematici, te komentirajte njezin rast.
Rjesenge.

1. 52,17

2. 800

3. Matematicki domena je skup R\ {%} Domena koja ima smisla je interval [0,100] jer je x pos-
totak. Ako je domena [0,100], sliku funkcije éemo odrediti iz grafa:
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Plot[1204x/ (215-2x), {x, 0, 100}]

500 -

400

200 |-

CutlEzl=

200 |-

100

Slika funkcije je interval [0, 800].

/. 89.5833%

5. Funkcija raste na cijeloj svojoj domeni.

Zadatak 4.6 Zadana je funkcija ukupnih troskova proizvodnje C(Q) = 5Q + 20, gdje je Q kolic¢ina
proizvodnje.

1. Izvedite funkciju prosjecnih troskova proizvodnje i graficki je prikaZite. Uputa: vidite primgjer 4.35.

2. Ukoliko je prodajna cijena proizvoda jednaka 2, za koje je kolicine proizvodnje poduzece profita-
blino? Graficki prikaZite rjeSenje.

Rjesenje.

1. AC(Q)=5+%. Graf:
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2. Za kolicine za koje je AC(Q) < 9. Znaci za kolicine iz intervala (5, 400).

! zadaci_poglavj

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{5+20/0Q, 9}, {Q, O, 20}]

Outlegl=

m

100% =~

Zadatak 4.7 Zadana je ADBUG funkcija jednog poduzeéa kao m(x) = 0.3 + 0.4-22. Pritom su x

142
sredstva uloZena u promociju, a m(x) trzisni udjel promatrane marke. Dakle, m(x) je postotak trzista
na koje promatrano poduzele plasira svoj proizvod (ili marku,).
1. Izracunajte trzisni udjel promatrane marke ako su uloZena sredstva w promociju jednaka 12.

2. Izracunagte trzisni udjel promatrane marke ako su uloZena sredstva u promociju jednaka 120.

3. Nacrtajte graf funkcije v Wolframovoj Mathematici za razlic¢ite intervale varijable x.
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4. Koliko treba uloZiti u promociju da bi udjel na trzistu bio barem 50% ¢ PrikaZite rjesenje graficki.

5. Komentiragte rezultate pod (1) i (2). Sto biste predlozili odjelu marketinga promatranog poduzeca,
koliko uloZiti w promociju?

Rjesenge.
1. 0.697241
2. 0.699972

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In72= Plot[{0.2+0.4% (x~2) /(L+x+2), 0}, {x, 0, 5}]

Out[T2l=

3. Treba vrijediti m(xz) > 0.5. Slijedi da je x > 1.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

| -

Plot[{0.3+0.4% (x~2)/ (1+x~2), 0.5}, {x, 0, 5}]

07k

05

05

Out[Te}=

e
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4. Razlika u trzisnom udjelu za x = 12 i x = 120 nije velika. Sugestija je subjektivna, ali vjerojatno
bi se ulog x = 10 mogao smatrati razumnim.

Zadatak 4.8 Zadana je funkcija ukupnih troskova proizvodnje za jedno poduzeée, C(Q) = 200—20Q>+
2Q3, gdje je Q kolicina proizvodnje, a C(Q) su ukupni troskovi.

1. Izracunajte fiksne troskove.

. Izracunagte varijabilne troskove.

. Tzvedite funkciju prosjecnih troskova proizvodnje.

. Graficki prikazite funkciju prosjecnih troskova proizvodnje. Uputa: vidite primgjer 4.35.

. Uz koju se kolicinu proizvodnje ostvaruju minimalni prosjecni troskovi i koliko oni iznose?
. ITzvedite prosjecne varijabilne troskove.

. Graficki prikaZite prosjecne varijabilne troskove.

SIS TR~ NS S N O

Na istoj slici, za Q iz razli¢itih intervala, nacrtajte grafove prosjecnih troskova i prosjecnih vari-
jabilnih troskova, te komentirajte njihov odnos.

Rjesenge.
1. FC(Q) = 2000
2. VC(Q) = 40Q> — Q? + 50Q
3. AC(Q) = *F° +50 — Q + 40Q°
4. Graf:

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Plot[{2000/0Q+50-0+40+0Q*2, 0}, {0, O, 20}]
15000
1000

5000 H

100%

5. Za Q = 2.92819 minimalni prosjecni troskovi iznose 1073.06.
6. AVC(Q) = 40Q? — Q + 50
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{40 Q"2 -0+ 50, 0}, {Q, O, 10}]

4000 -
3000
Cut[107}= 2000

1000

File Edit Insett Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{40Q*2 -0+ 50, 2000/0+50-Q+40+0Q*2, 0}, {Q, 0, 10}]

8000 |
5000 F |
4000 |
Qutl112F apgg
2000 |

1000 |

-

100% ~ .

Zadatak 4.9 Martin Zeli $tedjeti kako bi za godinu dana imao dovoljno novaca za novi pametni telefon.

1. Ako pametni telefon kosta 1200 kuna, koliko Martin mora uloZiti danas uz godisngi kamatnjak 2%,
slozen i dekurzivan obracun kamata? Uputa: vidite primjer 4.40.

2. Uz pretpostavku promjenjivog kamatnjaka, na istoj slici, graficki prikaZite funkciju pocetne vrijed-
nosti u ovisnosti o dekurzivnom kamatnom faktoru r, a za konacne vrijednosti 1000 kuna, 1200
kuna i 1500 kuna. Komentirajte.
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3. Ako je poéetna vrijednost Yy = 1000 kuna, a konacéna vrijednost nakon godinu dana 1200 kuna,
uz koji je kamatnjak uloZen pocetni iznos?

Rjesenje.
1. 1176.47

2. Funkcija pocetne vrijednosti pada s porastom r — a, tj., kamatnjaka. Sto je konaéna vrijednost
veca, pocetna vrijednost je takoder veca.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{1000/r, 1200/, 1500/}, {r, 1, 2}, PlotLlegend= » "Expressions"]

outiis}= 1000
800 |

00

—l -
100% »

3. p=20

Zadatak 4.10 Maja Zeli Stedjeti kako bi za godinu dana imala dovoljno novaca za novi pametni telefon.
Baka joj je obeéala pomoéi uz uvjet da preko ljeta radi i zaradi 30% iznosa potrebnog za kupnju, a ona
¢e uloZiti u banku iznos tako da iduce godine zajedno raspolazu s 900 kuna koliko pametni telefon kosta.

1. Koliko baka mora uloZiti danas uz godisnji kamatnjak 2%, sloZen i dekurzivan obracun kamata?
Uputa: vidite primjer 4.40.

2. Uz pretpostavku promjenjivog kamatnjaka, na istoj slici, graficki prikaZite funkciju pocetne vrijed-
nosti u ovisnosti o dekurzivnom kamatnom faktoru r, ako Maja mora zaraditi 20%, 30% 1 50%
iznosa. Komentiragte.

Rjesenje.
1. Maja ce zaraditi 270 kn, a baka ée uloZiti 617.65 kn.

2. Funkcija pocetne vrijednosti pada s porastom od r, tj., kamatnjaka. Sto je postotak koji Maja
mora zaraditi veci veéi, pocetna vrijednost je manja.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf116}= Plot[{720/r, 630/r, 450/r}, {r, 1, 2}, PlotLegends - "Expres=sions"] 1
.
r
630
Out{118}= —_——
r
e 00
r

= |
100% +

Zadatak 4.11 Za tri godine Zelite otiéi na maturalac. Maturalac kosta 2800 kuna, a Stedjet Cete tri
godine tako sto cete pocetkom svake godine uplatiti odredeni periodicki iznos.

1. Koji se periodicki iznos mora uloZiti pocetkom prve, druge i trece godine da bi se na kraju trece
godine raspolagalo s iznosom od 2800 kuna? Godisnji kamatnjaok je 0.8, a obracun dekurzivan i
slozen. Uputa: vidite primgjer 4.40.

2. Uz pretpostavku promjenjivog kamatnjaka, na istoj slici, graficki prikaZite funkciju periodickog
1znosa R u ovisnosti o dekurzivnom kamatnom faktoru v ako je cijena maturalca 2500 kuna, 2800
kuna i 3000 kuna. Komentirajte.

Rjesenje.

1. 918.56 kn

2. Funkcija periodickog iznosa raste s porastom konacéne vrijednosti.
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File Edit Insett Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[115]= Plot [ {2500+ {r-1)} / (r+ {(r*3-1}}, 2800+ (r-1} / {r+x(r*3-1)),

3000x (r-1) / (ra (r*3-1))}, {r, 1, 1.5}, PlotLegends » "Expressions"]
1000
800 ™
800
00 -
800
500

400 [

Zadatak 4.12 Pretpostavimo da je zadovoljstvo grupe kupaca uslijed kupovine tableta modelirano funk-
cijom u(x) = logx + \/x, gdje je x koli¢ina tableta, a u oznaka za korisnost.

1. Izracunagte korisnost grupe kupaca ako je kolicina kupljenih tableta jednaka 1, 3, 5, 7 ¢ 9.

2. Za svako povecanje kolicine tableta, izracunajte povecanje korisnosti grupe kupaca. Sto pri-
mjecujete? Ekonomski komentirajte.

3. Nacrtajte graf funkcije korisnosti i komentirajte graf nastavno na zakljucak iz (2).

4. Koliko tableta grupa kupaca mora kupiti da bi korisnost bila veéa od 47

5. Ukoliko je kolicina kupljenih tableta funkcija cijene, tj., x(p) = 3000 — p, izrazite korisnost kao
funkciju cijene i graficki je prikaZite. Komentirajte.

Rjesenge.

1. Vrijednosti funkcije
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~zadaci_pogl
File

Edit Insett Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Table[Log[x] + Sgrt[x], {=x, 1, 10, 1}]

oupizo= {1, V2 +Logl2], V3 +Log[3], 2 +Log(4], V5 +Log[s],

26 +Logr61, V7 =Log[7], 22 +Log(8], 3+Log(9], V10 +Log[10]}

nizii= N[{1, V2 + Log21, V3 +Log[31, 2+ Log[4], V5 +Log[5], V6 +Loglsl,
A7 1 Log[71, 22 +Log[81, 3 +Log[9], V10 +Log[1[)]]]

outf1zi= {1., 2.10736, 2.83066, 3.38625, 3.84551, i
4.24125, 4.59166, 4.90787, 5.158722, S5.4648B6} |_|

2. Porasti funkcije se smanjuju

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Table[Log[x] + Sgrt[x] - Log[x-1] - Sgrt[x-1], {x, 2, 10, 1}]

2k [-1+42 +Logi2], -¥2 +V3 -Log[2] +Log[3], 2-3

-Logi3] +Logl4],

-2:4/5 -Log[4] +Log(5], -v5 + V6 - Log[5] +Logl6]l, -V6 ++7 -Log(6] +Log[7l,
2“@"? —“u"? -Log[7] + Log[8], 3—2“\1'? -Log[8] + Log[9], -3+%10 -Log[9] + Log[10] 1

In{123}= H[[—1+ 2 +Log2], -V2 +3 - Log[2] + Log[3], 2-V3 - Log[3] + Log[4],
-2:v5 - Log[4] + Log[5], -V5 +V'6 - Log[5] + Log[6], -V 6 +V7 - Log[6] + Log[7],
242 -7 —Log[7] + Log[8], 3-2V2 - Log[8] + Log[9],
—3:+4/10 —Log{B]-i-LogElU]}]

outf123= {1.10736, 0.723302, 0.555631, 0.459212,
0.395743, 0.350412, 0.316207, 0.289356, 0.267638} o

3. Funkcija pokazuje opadajuée prinose
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[Log[x] + Sgrt[x], {x, 0, 10}]

Qut[127}=

4. Rjesavamo jednadzbu logx + \/x = 4. Slijedi da je x = 5.37459, pa grupa mora kupiti barem 6
tableta.

5. u(z) = log(3000 — p) + /3000 — p. Korisnost pada s porastom cijene. Ispocetka sporo, pa sve
brze.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[#39]= Plot[Log[3000 - p] + Sgrt[3000-p], {p, 0, 3000}] il

L I ' I L
500 1000 1500 2000 2500 E-IIFD

Zadatak 4.13 Supermarket narucuje raznu robu, izmedu ostalog i sokove. Da bi minimizirao troskove
naruciwanga i drZanja zaliha, koristi model optimalne koli¢ine narucivanja.

1. Uz pretpostavku da je trosak jedne narudzbe 600, a jedinicni trosak drzanja zaliha 15, izvedite model
optimalne kolicine narucivanja u ovisnosti o godisnjoj potrazngi za sokovima u tom supermarketu.
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2. Ukoliko je godisnja potraznja 10000 kutija, koliko kutija sokova treba maruciti u svakoj posiljci?
3. Koliko ce puta u roku od godine dana supermarket naruciti sokove ako je godisnja potraznja 10000
kutija?
4. Ukoliko se trosak drZanja zaliha poveéa za 10%, izvedite model optimalne kolicine narucivanja u
ovisnosti o godisnjoj potraingi za sokovima.
5. Na istoj slici graficki prikaZite modele optimalne koli¢ine narucivanja uz trosek drzanja zaliha 15
i izracunati trosak iz (4). Komentiragte.
Rjesenje.
1. EOQ = /80D
2. 282.84, tj., 283 kutije
3. 35.36, tj., oko 35 puta
4. EOQ =/72.712D
5. Sto je trosak drianja zaliha vedi, optimalna koli¢ina naruéivanja je mangja.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{Sqrt[80 D], Sqrt[72.72D]}, {D, O, 1000}, PlotLegends » "Expressions"]

; — /80D
Out[133}=

— § 72720

100% «
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Poglavlje 5

Matematicko modeliranje
jednostavnim funkcijama vise
varijabli

f

it

5.1 Funkcije dviju i viSe varijabli

U prvom poglavlju kad smo uvodili pojam funkcije spominjali smo funkcije vise varijabli jer je prirodno
da mnogi procesi ovise o vise ulaznih varijabli. Cijena koju ¢ete placate na blagajni pri kupnji neke robe,
funkcija je u kojoj su ulazne vrijednosti cijene proizvoda, koli¢ina proizvoda i razli¢iti popusti na cijene
odredenih proizvoda i na ukupnu cijenu. Brzina titranja cestice vala je funkcija polozaja i trenutka.
Opstanak neke bioloske vrste ovisi o moguénosti reprodukcije, o izvorima hrane i kolicini grabezljivaca.
U matematickom modeliranju razli¢itih pojava, pokusavamo pojednostavniti racunanje i smanjiti broj
varijabli koje utjecu na neki proces. Cesto nije moguée imati samo jednu varijablu u modelu koji barem
donekle odgovara stvarnosti. Zbog toga je potrebno znati raditi s funkcijama vise varijabli. Mi ¢emo se
u ovom poglavlju kratko upoznati s nekim jednostavnim funkcijama dviju varijabli.

Funkcije mogu biti zadane na kona¢nim skupovima, tako da su definirane za svaku pojedina¢nu
vrijednost ili na skupu realnih brojeva R i njegovim podskupovima. Funkcija dviju varijabli definirana
za sve parove brojeva (z,y) € R x R obi¢no se zapisuje

f RxR—=R, z=f(z,y).

Skup svih parova realnih brojeva (x,y) oznacavamo s RxR — R ili R?. Funkcija triju varijabli definirana
za sve trojke brojeva (x,y,2) € R x R x R se obi¢no zapisuje

fRXxRxR—=R, u= f(z,y,2).

Skup svih trojki realnih brojeva (z,, z) oznacavamo s R x R x R ili R3.

331
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Funkcija n varijabli definirana za sve n-torke brojeva (z1,xs,...,2,) € R™ se obi¢no zapisuje
R =R, wu=f(z1,22,...,2Tpn).
Podsjetimo se funkcija vise varijabli koje smo imali u prvom poglavlju.

Primjer 5.1 Stroj za pravijenje kruha ubacivanjem jedne od 3 wvrste brasna, vode i kvasca u stroj,
proizvodi pSenicni, kukuruzni ili raZeni kruh. Funkcioniranje stroja za pravijenje kruha opisano je
jednakostima

f(psbrasno,voda, kvasac) = psenicnikruh
f(kukbrasno,voda, kvasac) = kukuruznikruh

f(razbrasno,voda, kvasac) = razenikruh.

Domena ove funkcije f je skup trojki

{(psbrasno,voda, kvasac), (kukbrasno,voda, kvasac), (razbrasno, voda,

kvasac)},

a kodomena je skup {psenicnikruh, kukuruznikruh,razenikruh}. U ovom primgjeru bi se modeliranje
proizvodnje kruha zaista moglo svesti na funkciju jedne varijable, jer ovako definirana funkcija f w biti
ovisi samo o jednoj varijabli, vrsti brasna. Sastojci kruha jesu i kvasac i voda, ali oni ne mijenjaju
vrstu kruha. To moZa napraviti samo vrsta brasna.

Primjer 5.2 Cijene raznih proizvoda su cq,co, c3. Ako je netko kupio 5 proizvoda cijene c1, 7 proizvoda
cijene co, 3 proizvoda cijene c3, onda je linearnom funkcijom triju varijabli

f(e1,ca,¢3) = 5er + Tea + 3es
odreden ukupan iznos koji treba platiti za sve sto je kupljeno. Funkcija f : R? — R.

Primjer 5.3 Sjetimo se primjera iz modeliranja trigonometrijskim funkcijama, u kojem se Maja igra
uzetom. Maja je na jednom kraju zatitrala uze u vertikalnom smgjeru. Taj poremecaj se Sirio uzZetom u
formi vala koji se mozZe napisati kao funkcija dviju varijabli koje predstavijaju poloZaj x i vrijeme t

y(z,t) = Asin(wt — kx),

gdje je A je amplituda vala, w kruzna frekvencija, k valni broj, k = 2w /X, X je valna duljina.
e TRy

Za neke funkcije vise varijabli smo u prvom poglavlju racunali podrucje definicije i kompoziciju
funkcije, jer se to prirodno nadovezivalo kad smo te pojmove uveli za funkcije jedne varijable.
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Graf funkcije jedne varijable ¢ine sve tocke (z, f(x)) za koje je © € D. Tocke (z, f(z)) imaju dvije
koordinate, pa iz toga zakljuéujemo da leze u ravnini. Ako imamo dvije ulazne varijable (z,y), onda se
graf funkcije sastoji od tocaka (z,y, f(x,y)). Tocke koje imaju 3 koordinate su tocke 3—dimenzionalnog
prostora. Graf funkcije dviju varijabli nalazi se u 3-dimenzionalnom prostoru, dok se graf funkcije triju
varijabli nalazi u 4-dimenzionalnom prostoru, i tako dalje. S obzirom da mi zivimo u
3-dimenzionalnom prostoru, lako nam ga je zamisliti, $to za prostore s visim dimenzijama nije slucaj.

Domena funkcije dviju varijabli lezi u R?, te za nju postujemo ista pravila kao za ra¢unanje domene
funkcije jedna varijable. Osnovna pravila kazu da moramo paziti da nazivnik ne bude nula, da izraz
pod parnim korijenom bude pozitivan ili nula, te da izraz pod logaritmom bude pozitivan. Osnovnim
pravilima treba dodati i podrucja definicije ciklometrijskih, hiperbolickih i area funkcija.

Primjer 5.4 Odredite domenu funkcije i nacrtajte domenu pomocéu Wolframove Mathematice

1. f(z,y) = y+ Varcsinz
2. f(z,y) =wy+ /5 — arccos
5. f(@,y) = In(y —sha)

4. f(x,y) =In(chz —y)

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inji11)= FonctionDomain[y + Sgrt[ArcSin[x]], {x, ¥}] j
Out[i1i} BArcSin[x] 2 0&&e-1<x <1 3_
in[112}= RegionPlot[ArcSin[x] 2 0&&-1<x<1, {x, -1, 2}, {y, -5, 5}] i
LI e e T T T T T T T T T
al
2 3
Out[112}=
-2
-3
L | 1 " | |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 20

100% = ..
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inj105]:= FonctionDomain[xy + Sgrt[Pi f 3 - ArcCos[x]], {x, ¥}]

i
Out[108k -1 2 x =1 &L AreCos[X] < 5

Fis
In[110]:= Regionplot[_1sxs1&&Arc:Cos[x] =, [x,-1, 23, ¥, -5, 5}]
3
— e R e e
4l
2
0
Out[110}=
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

int#3)= PunctionDomain[Log[y - Sinh[x]], {x, ¥}] 1
oufi13= ¥ - Sinh(x] >0 i]
in[114}= RegionPlot[y - Sinh[x] >0, {x, -5, 5}, {¥, -5, 5}] 1
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T |

al 4

2H 4

Out[114}= 1

—a2L 4

-4l 4

! i i i i

-4 -2 0 2 4 1

100% =~ .

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in1#7)= PunctionDomain[Log[Cosh[x] - ¥1, {x, ¥}] 1
Out[i17E ¥ - Cosh[x] <0 j_
n[118= RegionPlot[y - Cosh[x] <0, {x, -5, 5}, {¥v, -5, 5} 1
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T |

al 1

2H a

Out[1181= i

—a2L 4

-4l 4

N N N N N

-4 =2 o z 4 1
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i.i Primjer.nb - Wolfram Mathematica 10.4 - O
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj115):= FonctionDomain[Sqgrt[2x-y-2+1]1, {x, ¥, 2}] 1 o
Outfiisf 2 x-y-z=-1 j
infizzy= RegionPlot3D[2x-y-z = -1, {x, -5, 5}, {yv, -5, 5}, {=z, -5, 5}1 i
5 i 3
5
Qut[122
5
5 R
100%

Domena funkcije tri varijable lezi u R?, pa se pri crtanju koristi 3-dimenzionalna grafika. Nakon §to
pomoc¢u Wolframove Mathematice nacrtate podrucje koje je domena, okrecite kvadar u kojem se nalazi
domena da biste je vidjeli sa svih strana.

Primjer 5.5 Odredite domenu funkcije © nacrtajte domenu pomocu Wolframove Mathematice
1. f(z,y,2)=V2x —y—2+1
2. f(x,y,2) =ln(—xz+2y —2+1)
3. flz,y,2) = %
4. f(z,y,z) = arcsin (22 —y — 2)
5

. f(z,y,2) =arccos (x —y — z+ 1)

5.2 Jednadzba ravnine kao funkcija 2 varijable

Dobro nam je poznato da je graf linearne funkcije jedne varijable pravac koji lezi u ravnini. Graf linearne
funkecije dviju varijabli f(z,y) = ax + by + ¢ je ravnina u prostoru. Koordinatni sustav u prostoru ima
3 koordinatne osi, os x je apscisa, os y je ordinata, a os z je aplikata. Dio prostora za koji je z,y,z > 0
nazivamo prvim oktantom. Analogno kao $to u ravnini imamo 4 kvadranta, tako u prostoru imamo 8
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
4 A
In[123)= FonctionDomain[Log[-x+2 y-2z+1]1, {x, ¥, z}] j
Out[iz3 x-2y+z <1l 3_
in[i24}= RegionPlot3D[x-2y+z <1, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, {z, -5, 5}1 il
9
out[124}=
41 ™
100% =

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

- M
Inj1z5}= FunctionDomain[ (S x-y} /(x-¥y-2+2), {x, ¥, 2}] ]
Ou[izE R-y-zZ = -2 il
injize}= RegionPlot3D[x-y-z# -2, {x, -1, 1}, {¥v, -1, 1}, {=z, -1, 1}] 1]
10 3
o5
Out[128]=
W

100% «
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[125)= FonctionDomain[ArcSin[2x-y-2], {x, ¥, 2}]
Qutfi28F -1z2x-y-z=1

Inf121}= RegionPlot3D[-1=2x-y-=z=x<1, {x, -1, 1}, {v, -1, 1}, {=, -1, 1}]

1.0

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

A
inf122;:= FonctionDomain[ArcCos[x-vy-z+1], {x, ¥, 2}]
Dut[i32} -2 = r-y-z=0 3_
in[133;= RegionPlot3D[-2 <x-y-z =<0, {x, -1, 1}, {v, -1, 1}, {z, -1, 1}] 1]
Out]133}=

v

100% -
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oktanata. Slicno kao u ravnini i u prostoru mozemo imati i neki drugi koordinatni sustav, osim ovog
kartezijevog pravokutnog sustava. Osim pravokutnog, najcesce se uzima polarni ili cilindri¢ni sustav,
Sto ovisi o tome s kojim objektima zelimo raditi. Uvijek Zelimo imati koordinatni sustav takav da nam
je jednadzba naSeg objekta Sto jednostavnija. Mi ¢emo se u ovom prirucniku ipak zadrzati samo na
pravokutnom sustavu u prostoru.

X

Na slici je prikazano kako naredbom Manipulate moZzemo nacrtati graf linearne funkcije dviju vari-
jabli f(x,y) = ax + by + ¢ za razli¢ite a, b, ¢. Promatrajte kako se graf funkcije mijenja kad mijenjate
parametre a, b, c.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj574;= Manipunlate[Plot3D[as+=x+b+xy+c, {x, -6, 6}, {¥, -5, 5}, PlotStyle s Yellow],
{a, -%, 9}, {b, -%, 9}, {c, -9, 3}]

ﬁ !
= HNEES =

; I
e EbE ER

e —{l
e e EE =

o

Out[5T4}=

S obzirom da ¢esto funkciju oznacavamo z = ax + by + ¢, iz te jednakosti dobivamo jednadzbu
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ravnine koju obi¢no pisemo u obliku
Az +By+Cz+D =0

gdje su veze medu koeficijentima dane jednakostima

A b B D
a=-gb=—GF.c=—5
Koordinatna ravnina (x,y) ima jednadzbu z = 0, jer se u njoj nalaze tocke oblika (x,y,0). U koordi-
natnoj ravnini (z, z) se nalaze tocke oblika (x,0, z), pa ima ima jednadzbu y = 0. Koordinatna ravnina
(y, z) ima jednadzbu z = 0.
Ravnine z = const paralelene su s koordinatnom ravninom z = 0, ravnine y = const paralelene su s
ravninom y = 0, dok su ravnine x = const paralelene su s koordinatnom ravninom x = 0.

Primjer 5.6 Pomocu Wolframove Mathematice nacrtajte ravnine

1. z=5
2. 2= -2
3. x=3
4. x=—1
5 y=-3
6. y=1

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes ndow Help
inj3}= ContourPlot3D[{z==5, z==-2, ®==3, x==-1, y==-3, y==1}, {x, -5, 5§},

{v, -5, B8}, {z, -5, 5}, PlotlLegends -» "Expressions"]

5

Hz=5
Hz=-2
W x=3
B x=-1
By=-3
Wy=1

100% -
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Primjer 5.7 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte ravnine

lL.z+y+z=1
2. 2x+y+2z=1
3. x+4dy+z2z=1

4. x+y+52=1

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infe]= ContourPlot3D[{x+v+z =1, Z2x+vy+2z=1, x+4y+2=1, x+¥y+5z==1},

{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, {z, -5, 5}, Plotlegends - "Expressions"]

o
A
)
a;‘\\ Ll x+y+z=1
.!" E2x+y+2z=1
Cut[sl= Dot ‘ _
.» [ H x+dy+z=1
E B x+y+5z=1

P

100% ~ .

Primjer 5.8 Na temelju prethodnog primjera zakljucite u kojim tockama ravnina Pr + Qy + Rz =1
sijece koordinatne osi.

Rjesenje.
(%7 07 0)7 (07 %7 0)7(07 07 %)

Primjer 5.9 Izracunajte volumen tetraedra koji omeduju koordinatne ravnine i zadane ravnine iz pri-
mgera 5.7.

Rjesenje.

o101 1 1
Volumeni su g, 51, 515 35-
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Primjer 5.10 Napisite jednazbu neke ravnine koja s koordinatnim ravninama omeduje teteraedar vo-
lumena 30.
Rjesenje.

gt % + § = 1 ili bilo koja takva da je ﬁ = 30, u oznakama iz 5.8.

Primjer 5.11 Pomocu Wolframove Mathematice nacrtajte ravnine

I.z+y=1
2. 2z +y =2
S.y+z=3
4. y+5z2=1

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inz}= ContonrPlot3D[{x+v =1, 2x+y =2, y+z=3, ¥v+5z==1}, {x, -5, 5},
{¥, -5, 5}, {2, -5, 5}, Plotlegends » "Expressions"]
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Primjer 5.12 Sto je presjek ravnine iz primjera 5.11 i koordinatne ravnine?
Odredite jednadzbu presjeka ravnine s koordinatnom ravninom z = 0, za prve dvije ravnine iz primjera
5.11.
Odredite jednadzbu presjeka ravnine s koordinatnom ravninom x = 0 za druge dvije ravnine iz istog
primgjera.
Rjesenje.

Presjeci su pravci s istim jednadzbama, koji se nalaze w ravnini z = 0 za prve dvije, a u ravnin
x =0 za druge dvije ravnine.

5.3 Pojam plohe

Pojam plohe se javlja ¢esto u svakodnevnom govoru. Sigurno ste vec¢ ¢uli kako vam netko od ukucana
kaze-makni te stvari s radne plohe u kuhinji, ili ovako-ostale su mrvice na radnoj plohi! Radna ploha u
kuhinji je ravnina, ali plohe opéenito ne moraju biti ravnine. Ako Zelimo obojati zidove u nasoj kudi,
moramo modi izracunati povrsinu koju treba obojati, da bismo mogli kupiti dovoljno boje. Zidovi u
kuéama uglavnom su ravne plohe, ravnine, ali to ne mora biti uvijek tako. Zidovi u kué¢i mogu biti
zakrivljeni, automobil je omeden zakrivljenim plohama na limu, na prednjem i straznjem staklu, te na
svjetlima.

Potrebno je izracunati povrsinu zidova koji nisu ravne plohe i povrsinu automobilskog lima, ako
zelimo kupiti boju za bojanja. U prometnoj dozvoli za motorno vozilo postoji rubrika volumen vozila,
pa bi je bilo potrebno popuniti, iako u pravilu ostaje nepopunjena! Kad bi automobil bio oblika
valjka, stozca ili sfere, mogli bismo izra¢unati volumen jer znamo formule. Svi znamo da su automobili
slozenijeg oblika. Nije nimalo lagan zadatak izrac¢unati povrSinu zakrivljene plohe ili volumen koji
omeduje ta zakrivljena ploha.

Ipak, ako smo prisiljeni nekako procijeniti te veli¢ine, prirodno ¢emo dod¢i na ideju da plohu apriksi-
miramo nekom ravninom. Ako ploha nije jako zakrivljena, rezultat ¢e biti prilicno to¢an. Ako je ploha
jako zakrivljena, onda je mozemo isjeckati na manje dijelove, jer su oni onda ravniji, pa pozbrajati
povrsine tih manjih dijelova kao da su dijelovi ravnine. Nogometna lopta je sasivena od komadica koze
i svaki komadi¢ je lagano uvijen.
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Ideja da se volumen tijela omedenog zakrivljenim plohama ra¢una tako da se tijelo isijece na sitnije
dijelove, pa se smatra da su ta sitna tijela omedena ravnim plohama, stara je preko 2000 godina.
Greki matematicar, fizicar i astronom Arhimed (287.-212. pr. Kr.) dosao je na tu ideju, koja se
smatra pocetkom integralnog racuna. Povrsine likova omedenih krivuljama i volumeni tijela omedenih
plohama racunaju se dijeljenjem lika ili tijela na male dijelove, te nakon toga njihovim zbrajanjem koje
u tom slucaju nazivamo integriranjem. Grci su bili iznimno napredni u arhitekturi i kiparstvu, pa su
te aktivnosti isle paralelno sa snaznim razvojem matematike i fizike. Diferencijalni i integralni ra¢un
kakav danas poznajemo razvio se tek u 17. stolje¢u. Tehnike deriviranja i integriranja funkcija jedne
varijable u¢e u 4. razredu gimnazije. Pomocu inegrala funkcija jedne varijable rac¢unaju se povrsine
likova u ravnini i neki jednostavni volumeni. Volumeni i oplosja tijela omedenih plohama su gradivo
sveuciliSne matematike.

U danasnje vrijeme poznavanje osnovnih tipova ploha i algoritama za njihovo glatko spajanje po-
trebno je zbog trodimenzionalne kompjuterske grafike, kao i kod dizajniranja proizvoda. Oblik auto-
mobila se simulira na rac¢unalu, pa se odabere koji od predlozenih oblika ide u proizvodnju.

Geografija nam je nepresusan izvor ploha, a kartografija koristi matematicke pojmove vezane uz
plohe. Geografski pojmovi izohipse i izobate su u biti matematicki pojmovi.
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Graf funkcije z = f(z,y) je ploha. Iznad svake tocke (z,y) koja se nalazi u ravnini (z,y), nalazi se
samo jedna tocka (z,y, f(z,y)) koja se nalazi na grafu funkcije koji je ploha. Naravno, postoje i plohe
koje nisu grafovi funkcija.

Plohe mozemo proucavati s vise pozicija, kao $to je upravo spomenuto u uvodu. Na$ zadatak ce
biti upoznati se s nekoliko osnovnih ploha i nauciti kako modeliranje funkcijom vise varijabli u nekim
slucajevima svesti na modeliranje funkcijom jedne varijable.

Ploha koja je graf funkcije dviju varijabli moze izgledati kao brijeg, pa vrh brijega nazivamo mak-
simumom funkcije. To je najvec¢a vrijednost funkcije, Sto znaci da ako krenemo iz tocke maksimuma
u svim smjerovima idemo nizbrdo. Treba primijetiti da gorje moze imati vise brijegova, neki su visi,
a neki nizi, ali svi su lokalni maksimumi. Ako krenemo s bilo kojeg vrha brijega, mozemo i¢i samo
nizbrdo.
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Ploha koja je graf funkcije dviju varijabli moze izgledati kao vrtaca, pa dno vrtace nazivamo mini-
mumom funkcije. To je najmanja vrijednost funkcije, Sto znaci da ako krenemo iz tocke minimuma u
svim smjerovima idemo uzbrdo. Dno vrtace je lokalni minimum, jer vrtaca moze biti vise i nisu jednako
duboke. Iz svake mozemo iza¢i samo hodanjem uzbrdo.

Maksimume i minimume funkcije jednom rije¢i zovemo ekstremima funkcije. Ti nazivi se koriste za
funkcije jedne varijable i za funkcije vise varijabli.

Vrh brijega i dno vrtace su standardni primjeri ekstrema funkije, ali vrh piramide ili dno lijevka su
isto ekstremi. Razlika je u tome Sto su piramida i lijevak sljasti. Mi ne¢emo praviti razliku izmedu tih
ekstrema, ali kad se ekstremi rade pomocu derivacija, razlika postoji.

Plohe mogu jos jedan tip posebno istaknute tocke, a to je sedlasta tocka. Kad hodate po planinskom
sedlu, onda gotovo svuda oko sebe imate nizbrdicu. Ipak, postoji smjer kojim mozete hodati, a da ne
idete nizbrdo. Zbog toga sedlo nije maksimum niti minimum, ve¢ je to poseban tip tocke.



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

5.4. OSNOVNI GRAFOVI FUNKCIJA DVIJU VARIJABLI-PARABOLOID, STOZAC, SFERA,
SEDLASTA PLOHA 347

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[t4}= CenteurPlet3D[x42+y*2 ==z, {x, -1, 1}, {¥, -1, 1}, {=, -1, 1}]

0.5 1.0
0o

05

05

ouid=
utie] oo

0.5

0s

5.4 Osnovni grafovi funkcija dviju varijabli-paraboloid, stozac,
sfera, sedlasta ploha

Plohu z = 22 +%? nazivamo rotacijskim paraboloidom nastalim vrtnjom oko osi z. Sli¢no kao u polarnim
koordinatama u ravnini mozemo oznagiti r> = 22 + y? i nacrtati sustav u kojemu je os 7 i os z, pa u
tom sustavu imamo jednadzbu z = 72, §to je jednadzba parabole. Smatramo da je rotacijski paraboloid
z = x?+y? nastao rotacijom parabole z = 2 oko osi z. Paraboloid ima minimum u ishodistu i to je tocka
koja odgovara dnu vrtace. Plohu 2 = 32 + 2% nazivamo rotacijskim paraboloidom nastalim vrtnjom oko
osi z, a y = 2% + 22 je paraboloid nastao vrtnjom oko osi . Paraboloid z = f(x,y) = 2% + y? ima
standardne oznake kakve ima funkcija dviju varijabli. Ova druga dva paraboloida su grafovi funkcija
r=f(y,2) =y*+22iy= f(r,2) = 2% + 22, Paraboloid z = —2? — y? je okrenut prema dolje i ima
vrh brijega u ishodistu.

Primjer 5.13 Pomocu Wolframove Mathematice nacrtajte plohe 1. z = —2x%—2y?, 2. z = 4o +4y%+1,
3oz=—a?—y + 1,4 0=-2y2-222 5. y=a2>+22+ 1

Na racunalu okrenite kvadar u kojem se nalaze polohe i dobro ih pogledajte!

Plohu 22 = 22 4 y? nazivamo stoicem nastalim vrtnjom pravca oko osi z. Stozac nije graf funkcije,

ali se mozZe rastaviti na grafove dviju funkcija z = /22 + 9212 = —\/22 + y2. Funkcija z = /22 + y2
ima minimum u ishodistu i to je tocka koja odgovara dnu lijevka, a funkcija z = —+\/22 + 92 ima
maksimum u ishodistu.

Plohu 2% = 42 + 22 nazivamo stoscem oko osi z, a y? = x? + 22 stoscem oko osi y.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infiz}= CentenrPlet3D[y*2+ =272 =x, {x, -1, 1}, {¥, -1, 1}, {=z, -1, 1}]

Out[12}=

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
S
in[13}= ContourPlet3D[x*2+2*2 =y, {x, -1, 1}, {¥, -1, 1}, {=, -1, 1}] ]
100800 05 10 3
T == 1.0
Out[13=
05
1.0
1.0
-
100% =
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Infz1]= ContourPlot3D[{-2x*2-2y*2=2z, 4x*24+4y*2+1=2, -x*2-y*2+1=2z2,
—AghE. iy g, AL ENI e =], JfE.-5; 5Y,. ¥, =5, 5} {2,585 5,
PlotLegends —» "Expressions"]

B -2x2-2y'=7
I]4xz+4-y2+1=z

Cut[21}= [ 9] —xz—y2+1=z
W -2y -22=x
[ 9] x2+22+1=y

File Edit Insert Format (Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inzsi= ContourPlot3D[x*2+y*2 =242, {x, -5, 5}, {v, -5, 5}, {z, -5, 5}] 11

out[25}=

100% ~
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

infz8;= ContourPlot3D[Sqrt[x*2+y*2] ==z, {x, -5, 5}, {v, -5, 5}, {=, -5, 5}]1 ]_

Out[28}=

100% ~ ..

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

|nz3}= ContourPlot3D[-Sqrt[x*2+y*2) =z, {x, -5, 5}, {v, -5, 5}, {2, -5, 5}] 711

Out[z5}

100% = .
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Y
0} ContourPlot3D[y~2+z*2 =x*2, {x, -3, 5}, {y, -3, 5}, {z, -5, 5}] ]
Out[30}=

v
100% ~
x
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
4o~
In[21];= ContourPlot3D[x*2+2z%2=y*2, {x, -5, 5}, {v, -5, 5}, {=, -5, 5}] ]
outfa 1l
1l »
100% «

Primjer 5.14 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtagjte plohe
1. 22 =222 4292, 2. 22 =422 4+49%, 3. 22 =222+ 292 +1, 4. 2 = /a2 + 92 + 1, 5. 2 = — /22 + 2 + 1.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[35}= ContenrPleot3D[2 x*24+2yA2 =242, {(x, -5, §}, {¥, -5, 5}, {=z, -5, §}] T

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
e
In[40= ContourPlot3D[4 x*2+4 y~2=2%2, (x, -5, 5}, {y, -5, 5}, {=z, -5, 5}] j
Cut[40}=
- W
100% ~
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[41= CoentourPlot3D[2x*2+2 y*2+1=2*2, {x, -5, 5}, {¥, -5, 5}, {2, -5, 5}] j_

Out[41}=

100% =
File Edit Inset Feormat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
inj25]= ContourPlot3D[{ Sqrt[x*2+y*24+1] ==z, -Sqrt[x*2:+y*2+1] ==z}, i
{x, -5, 5}, {¥, -5, 5}, {z, -5, 5}, Plotlegends » "Expressions"]
H \JI x2+y2+1 =z
Out[3E}=
B —'J 12+y2+1 =z
w
100% -~
Sfera ima radijusa R sa sredistem u ishodistu ima jednadzbu 22 + y? + 22 = R?. Sfera nije

graf funkcije, ali moze se podijeliti na grafove dviju funkcija. Gornja polusfera ima jednadzbu z =
v/ R? — 22 — 32 adonja z = —\/R2 — 22 — 92
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
<=
in[3= Manipulate [ContourPlot3D[x*2+yv*2+z*2=R"*2, {(x, -5, 5}, {¥, -5, 5},
{z, -3, 541, {R, 0.1, 35} |
|
L+
R U =
[s | R Rl
&
Out[i}=
oW
100% ~
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File Edit Insert Fermat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inzl= ContourPlot3D[{x"2+ y*24+=242=142, =z=0}, {x, -1,1}, {y, -1, 1},
{z, -1, 1}]

Outf2}=

100% ~

Primjer 5.15 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte plohe
122+ 2 +22=1

2. 22+ y?+22=4

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inzp= ContourPlot3D[x*2+y*2+z%2=1, {x, -1, 1}, {v, -1, 1}, {z, -1, 1}] 1]

1.0

o2l

100% ~
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

7= ContonrPlet3D[xA2+yA2sz42 =4, {x, -2, 2}, {v, -2, 2}, {=z, -2, 2}] 11

Out[Ti=

100% = .

Ploha z = 22 — y? ima sedlastu plohu u ishodistu. Sliéno imaju plohe x = y? — 22 i y = 22 — 22.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in[i= ContourPlot3D[z == x*2_-y*2, {x, -1, 1}, {v, -1, 1}, {=z, -1, 1}] 1]

Out[1}=

100% ~ .
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

9
Injz}= ContourPlot3D([x=y*2-=242, {x, -1, 1}, {¥, -1, 1}, {=, -1, 1}] ]

outf2

100% =

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
=
Inj4}= ContourPlot3D[y =x*2_-=z*2, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {=, -1, 1}] j
outf4l=
1l
100% «

Primjer 5.16 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtagjte plohe
1.z =222 —2y2%, 2. v =22 — 42, 3. y = 4a® — 42°.
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* Primjer.nb - Wolfram Mathematica 104 - oEEN
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in21}:= ContourPlot3D[z =2x42-2y*2, {x, -5, 5}, {v, -5, 5}, {z, -5, 5}1 1 >
5 A
Cut{2
11w
100% =
L Primjer.nb - Wolfram Mathematica 104 - - IEd
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Iinjz3;= ContourPlot3D[x==z*2_-y*2,6 {x, -5, 5}, {¥v, -5, 5}, {=z, -5, 5}] 2
Q{23
11w
100% =
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj24]:= ContourPlot3D[y =4 x*2-4=2*2, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, {=z, -5, 5}1 ]_

Dut[24}=

100% =

5.5 Presjek plohe ravninom i krivulje drugog reda

Za modeliranje ¢emo koristiti funkcije vise varijabli koje se mogu svesti na funkcije jedne varijable, tako
da se jedna ili vige varijabli fiksira. Ako imamo plohu, z = f(z,y) i fiksiramo z = ¢, onda proucavamo
funkciju jedne varijable z = f(c,y). Graf funkcije z = f(c,y) je krivulja u ravnini 2 = ¢, pa je mozemo
proucavati kao §to smo to naucili za funkcije jedne varijable.

U ovom poglavlju ¢emo objasniti kako se poznate krivulje drugog reda pojavljuju kao presjeci nekih
osnovnih plohama s ravninama.

Primjer 5.17 Plohu z = 22 + y? presjecimo ravninom z = ¢, pa onda s x = a i na kraju y = b.
Rjesenje.

Ako plohu presjecemo sa z = ¢ dobivamo kruznice 2% +y?> = ¢ za ¢ > 0, za ¢ = 0 je presjek tocka
(0,0), a za negativne ¢ presjeka nema.
Presjeci s x = a su parabole z = a®> +y?, a s y = b su presjeci parabole z = x% + b>.
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File Edit Inszert Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help

—
Inz7]:= Manipulate [ContourPlot3D[{z =x*2+¥y*2, 2=, x=2a, y=Dhb}, {x, -5, 5}, 7
iy, -5, 5%, {=z, -5, 5}1, {e, -5, 5}, {a, -5, 5}, {b, -5, 5}]

Out[ZT}=

100% =~

Primjer 5.18 Plohu z = 22 + 4y? presjecimo ravninom z = ¢, pa onda s x = a i na kraju y = b.
Rjesenge.

Ako plohu presjecemo sa z = ¢ dobivamo elipse 2% 4+ 4y?> = ¢ za ¢ > 0, za ¢ = 0 je presjek tocka
(0,0), a za negativne ¢ presjeka nema.

Presjeci s x = a su parabole z = a®> + 4y?, a s y = b su presjeci parabole z = x% + 4b%.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infz8l= Manipulate[ContourPlot3D[{z =x*2+4y*2, 2=¢c, x=2a, ¥=D5bb}, {x, -5, 5},
{y, -5, 5}, {=, -5, 5}1, {eo, -5, 5}, {a, -5, 5}, {b, -5, 5}]

Out[28)=

100% =

Primjer 5.19 Plohu 2% = x2 + y? presjecimo ravninom z = ¢, pa onda s © = a i na kraju y = b.
Rjesenje.

Ako plohu presjecemo sa z = ¢ dobivamo kruznice x> +1y*> = ¢ za ¢ # 0, a za ¢ = 0 je presjek tocka
(0,0).
Presjeci s x = a su hiperbole 2% = a® + 32, odnosno 2> — y? = a>.
Presjeci s y = b su presjeci hiperbole 2> — 22 = b>.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[z5}= Manipmlate[ContourPlot3D[{z"2 =x423+y*2, =z=¢, Xx=a, y=h},
iz, -5, 5}, {v, -5, 5}, {=z, -5, 5}1, {e, -5, 5}, {a, -3, 5},
{b, -5, 5}1

Out[28}=

Primjer 5.20 Plohu 22 = x2 + 4y? presjecimo ravninom z = ¢, pa onda s © = a i na kraju y = b.
Rjesenje.

Ako plohu presjecemo sa z = ¢ dobivamo elipse x> + 4y*> = ¢ za ¢ # 0, a za ¢ = 0 je presjek tocka
(0,0).
Presjeci s x = a su hiperbole 2> = a® + 4y?, odnosno 2> — 4y> = a°.
Presjeci s y = b su presjeci hiperbole 2> — x? = 4b>.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
~
In20}= Manipulate[ContourPlot3D[{z*2 =x*2+4y*2, z=¢c, Xx=a, ¥y =Dhb},
{x, -5, 5}, {¥, -5, 5}, {=, -5, 5}1, {o, -5, 5}, {a, -3, 3},
{b, -5, 5}]
oo ] D 2l B
. — = e
1 EhHE ER =
b M
L
[172 | EE ElE =
Out{30}=
v
100% -

Primjer 5.21 Plohu 22 + y? + 22 = 1 presjecimo ravninom z = ¢, pa onda s x = a i na kraju y = b.

Rjesenje.

Presjek je kruznica za |c| < 1, toéka za ¢ + 1, a prazan skup za |c| > 1.
Isto vrijedi za a i b.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inzz}= Manipulate[ContourPlot3D[{x*2+y*2+2z"*2=1,z=¢c, Xx=a, y=Dhb},
ix, -1, 1}, {¥, -1, 1}, {=z, -1, 1}, {e, -1, 1}, {a, -1, 1},

fhy =1-1F] J
fos | =D Bl

a1 .
[-1 | ERH Bl

b} =

1 EHbEH EM

Out[32}=

0o

(<]

100% =

Primjer 5.22 Plohu 22 + 4y? + 922 = 1 presjecimo ravninom z = ¢, pa onda s © = a i na kraju y = b.
Rjesenje.

Presjek je elipsa za |a|] < 1, tocka za a =1, a prazan skup za |a| > 1.
Presjek je elipsa za |b| < 1/2, tocka za b+ 1/2, a prazan skup za |a| > 1/2.
Presjek je elipsa za |c| < 1/3, tocka za ¢ £1/3, a prazan skup za |c| > 1/3.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

in23p= Manipulate[ContourPlot3D[{x*2+4y~"2+9z*2=1,z=¢, x=a, y=Db}, 11
{=, -1, 1}, {¥, -1, 1}, {=, -1, 1}], {e, -1, 1}, {a, -1, 1},
{b, -1, 1}]

C D =
[coa ] [+ [All=
+—] :
e[S+ (2l

0

oz HbiH &=

=

Out[23}=

100% =

Primjer 5.23 Plohu z = 22 — y? presjecimo ravninom z = ¢, pa onda s x = a 1 na kraju y = b.

Rjesenje.

Ako plohu presjecemo sa z = ¢ dobivamo hiperbole 2 — y?> = ¢ za ¢ > 0, za ¢ = 0 je presjek tocka
(0,0).
Presjeci s x = a su parabole z = a®> — y?, a s y = b su presjeci parabole z = x% — b>.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[i}= Manipulate[ContonrPlot3D[{z == x*2_-y*2, z=¢g, x=a, ¥=D>b}, {x, -1, 1},
{v, -1, 1}, {=z, -1, 1}], {e, -1, 1}, {a, -1,1}, {b, -1, 1}]

Cut[1}=

100% «~

Primjer 5.24 Pomocéu Wolframove Mathematice nacrtajte presjek plohe i ravninu, te odredite jed-
nadzbu njthovog presjeka

1. =222+ 2% 2=4
z=—2?—y% 2=0
z=—22 -y =1
22=a22+y? 2=4

22 =222+ 2% =2
22442 +922=1, z=1
z=a22—y% z2=1

z=a2—9y% =1

© 2 N> St e

p=a—y? y=1
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Rjesenge.

1. 4 =222 + 292, krusnica

File Edit Inset Fermat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
A
inf5}= ContourPlot3D[{z =2x*2:+2y*2, =z =4}, {x, -5, 5}, {¥, -5, 5},
{z, -5, 511
Out{5l=
1]
100% =~

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[7= ContourPlot3D[{z = -x*2 - yA2, =z =0}, {x, -1, 1}, {v, -1, 1}, {z, -1, 1}] 11

outlT}=

100% ~ .

3. z=—1—1vy?, parabola
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
oA
Ins}= ContourPlot3D[{z = -x*2-vy*2, x=1}, {x, -2, 2}, {¥v, -2, 2}, {=, -2, 2}] ]
out{S=
— b
100% -

4. 16 = 22 + 42, krusnica

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf1z= ContourPlot3D[{z*2 =x*2+y*2, =z = 4}, {x, -5, 5}, {¥, -5, 5},
{z, -5, 5}]

S
ST

5. 2% = 8+ 242, hiperbola
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File Edit Inset Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help
inj2j= ContourPlot3D[{z"2 =2 x*24+2 y*2, x=2}, {x, -5, 5}, {¥., -5, 5}, T
{z, -5, 5}] .
outf3E
v
00% ~
6. Jednadzbu x? + 4y*> = —8 ne zadovoljava ni jedna tocka. Nema presjeka.

File Edit Inset Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help
"
Inff]:= ContourPlot3D[{x*2+4y~24+9242=1, z=-1}, {x, -1, 1}, {v¥v, -1, 1}, 7
{z, -1, 1}1 1
a
Outf5}=
4w
100% -

7. 1 =22 — 42, hiperbola
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

N
7= ContourPlot3D[{z==x"2 -y4*2, z =1}, {x, -2, 2}, {v, -2, 2}, {=, -2, 2}] ]
Out[7}=
11w
100% <
8. z=1—1y?, parabola
X
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Ing}= ContourPlot3D[{z == x~2-y*2, x=1}, {x, -2, 2}, {¥, -2, 2}, {z, -2, 2}] il
Out[B}=
100% « .

9. z =22 —1, parabola
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File Edit Inset Format Cell Graphics Ewvaluation Palettes Window Help

ing):= ContonrPlot3D[{z == xA2_-y*2, K y=1}, {x, -2, 2}, {v, -2, 2}, {z, -2, 2}] il

Sut[sl=

100% &

5.6 Modeliranje funkcijama vise varijabli

Primjer 5.25 Zadane su funkcija potraznje Q4 = 150 — 2p + 2Y i funkcija ponude za jedan proizvod,
Qs = —14 4+ 2p, gdje je p cijena, a 'Y prostor na polici u duc¢anima dodijeljen tom proizvodu.

1. Uvyjet c¢iscenja trzista zahtjeva da je potrainja jednaka ponudi. Iz uvjeta ¢iséenja trzista, izrazite
cijenu kao funkciju prostora na polici.

2. Komentirajte monotonost funkcije iz (1).
Rjesenge.
1. Iz uwvjeta ¢iséenja trzista imamo Qg = Q. Slijedi da je
150 = 2p+2Y = —14+2p
—dp = —2Y — 164
p=3Y +41

2. Clijena je rastuca funkcija prostora na polici jer je koeficijent smjera pravca pozitivan. To znaci
da za jediniéno povecangje prostora na polici cijena raste za % novéanih jedinica.
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Primjer 5.26 Da bi poduzecle proizvodilo, treba koristiti repromaterijal (sirovine), rad (zaposlenike) i
kapital (strojeve). Koli¢ina proizvodnje onda ovisi o ta tri faktora na sljedeéi nacin:

Q(M,L,K) =100M°°L 4 K05

gdje je Q kolicina proizvodnje, M je koli¢ina repromaterijala, L je kolicina uloZenog rada i K je kolicina
kapitala.

1. Izracunajte kolicinu proizvodnje na razini repromaterijala 16, rada 1 i kapitala 4.

2. Kratkorocéno, kolicina rada je fiksirana na 1, a kolicina kapitala na 4. Izrazite kolicinu proizvodnje
kao funkciju samo jedne varijable, kolicine repromaterijala. Nazovimo tu funkciju kratkoroénom
proizvodnjom.

3. Izracunagte kolicinu kratkorocne proizvodnje za M = 9.

4. Izracunajte kolicinu kratkorocne proizvodnje za M = 16.

5. Izracunagte kolicinu kratkoroéne proizvodnje za M = 23.

6. Komentirajte porast nezavisne i zavisne varijable u (3) - (5).

7. Nacrtagte graf kratkorocne proizvodngje.

8. Prikazite koli¢inu repromaterijala kao funkciju kratkorocéne proizvodnje i komentirajte.
Rjesenge.

1. Q(16,1,4) = 100-16°% - 194 . 495 =100 - /16 - 1 - v/4 =100 - 4 - 1 - 2 = 800.

2. Q(M,1,4) = 100M°-510449> = 100M°5 - 1 - /4 = 100M°® -1 -2 = 200M°> = 200/ M. Dakle,
kratkorocna proizvodnja je funkcija jedne varijable, tj., Q(M) = 200v/ M.

3. Q(9) = 200v/9 = 200 - 3 = 600
4. Q(16) = 200/16 = 200 - 4 = 800
5. Q(25) = 200v/23 = 200 - 4.7958 = 959.17

6. Nezavisna varijabla M je oba puta porasla za 7 jedinica. Zavisna varijabla @Q je prvi put porasla
za 200, a drugi put za 159.17 jedinica. Znaci, porastom nezavisne varijable za wvijek isti broj
jedinica, zavisna varijabla raste, ali sve sporije. Ta se pojava zove opadajuci prinosi.

<

. Graf funkcije
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Plot[200+Sqrt[M], {M, 0, 50}] 1]
1400
1200
1000
200
200
400

200

gill 2
100% =

8. Matematicki, treba izracunati inverznu funkciju. Dakle, Q(M) = 200V M, ili Q = 200v M.

Kvadriranjem jednadzbe dobivamo Q% = 40000M. Slijedi da je, tj., M(Q) = %. Dakle,

ukoliko poduzece Zeli odgovor na pitanje Koliko je potrebno repromaterijala da bi proizvodnja bila

1000?jednostavno ée izracunati vrijednost funkcije M(100) = 411888; = 4118888 =25

Primjer 5.27 [vana se priprema za ljeto i odlucila je svoj dZeparac potrositi za odjecu i obucu. U
planu joj je kupiti par suknji, majica i nekoliko pari japanki. Oznacimo li s x koli¢inu suknji, s y
koli¢inu magica i sa z koli¢inu japanki, Ivanino je zadovoljstvo kupnjom predstavljeno funkcijom koris-
nosti u(x,y,z) = 0.4lnx 4+ 0.2lny + 0.4In z. Takoder, Ivana ima na raspolaganju 500 kuna, a cijena
suknje je 110 kuna, magice 90 kuna i jednog para japanki 50 kuna (Napomena. U praksi se radi o sliénim

proizvodima slicne cijene, pa na primjer cijena za suknju od 110 kuna moZe predstavljati neku prosjecnu
cijenu).

1. Ispitajte ima li Ivana dovoljno novaca za kupnju dvije suknje, dvije majice i tri pari japanki.
Ukoliko je kupnja moguca, koja je Ivanina korist od te kupnje?

2. Ispitajte ima Ui Tvana dovoljno movaca za kupnju tri suknje, jedne majice i jednog para japanki.
Ukoliko je kupnja moguca, koja je Ivanina korist od te kupnje?

3. Ispitajte ima li Tvana dovoljno novaca za kupnju jedne suknje, tri magice i dva para japanki.
Ukoliko je kupnja moguca, koja je Ivanina korist od te kupnje?
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4. Ukoliko Ivana odluci kupiti dvije suknje, koliko magjica i koliko pari japanki ée kupiti da joj koris-
nost bude maksimalna moguca s obzirom na budzet?

Rjesenje.

1. Ukoliko Ivana kupi dvije suknje, dvije magice i tri para japanki, potrosit ¢e 2-110+2-90+3-50 = 550,
pa ova kupnja nije moguca.

2. Ukoliko Ivana kupi tri suknje, jednu majicu i jedan par japanki, potrosit ée 3-1104 90+ 50 = 470,
pa je ova kupnja moguca. Korisnost je u(3,1,1) =0.4In3+0.2In1+ 0.41n1 = 0.4394.

3. Ukoliko Ivana kupi jednu suknju, tri magice i dva para japanki, potrosit ée 110+3-90+2-50 = 480.
Korisnost je u(1,3,2) =04In1+0.2In3 4+ 0.41n2 = 0.4970.

4. Ukoliko Ivana kupi dvije suknje, potrosit ée 220 kuna, te ce joj budZet za majice i japanke biti
500 — 220 = 280 kuna. Moguce kombinacije kupovine magjica i japanki u okviru tog budzeta su:

(a) 3 magice i 0 pari japanki — trosak je 3-90 + 0-50 = 270. Korisnost nije definirana jer je
z =0, pa logaritam tezi u —oo. MozZemo zakljuciti da je Ivanina korisnost jako niska ukoliko
ne kupi nijedan komad jednog od tri proizvoda. Dakle, da bi korisnost bila definirana, Ivana
mora kupiti barem jedan komad od svakog proizvoda.

(b) 2 majice i 0 pari japanki — trosak je 2 -90 + 0 - 50 = 180. Korisnost nije definirana jer je
z =0, pa logaritam tezi u —oo.

(¢) 2 magice i 1 par japanki — troSak je 2-90 4+ 1-50 = 230. Korisnost je jednaka u(2,2,1) =
04In2+0.2In2+0.4In1 = 0.415888

(d) 2 majice i 2 para japanki — trosak je 2 - 90 4+ 2 - 50 = 280. Korisnost je jednaka u(2,2,2) =
04In2+0.2In2+0.4In2 = 0.693147

(e) 1 majica © 0 pari japanki — trosak je 1-90 + 0 - 50 = 90. Korisnost nije definirana jer je
z =0, pa logaritam tezi u —oo.

(f) 1 majica i 1 par japanki — trosak je 1-90 + 150 = 140. Korisnost je jednaka u(2,1,1) =
04In2+0.2In1+4+0.4In1 = 0.277259

(9) 1 majica i 2 para japanki — trosak je 1-90+ 2 -50 = 190. Korisnost je jednaka u(2,1,2) =
04In2+0.2In1+40.4In2 = 0.554518

(h) 1 magica i 3 para japanki — trosak je 1-90 4+ 3 - 50 = 240. Korisnost je jednaka u(2,1,3) =
04In2+0.2In1+40.4In3 = 0.716704

(i) 0 magica i 0 pari japanki — trosak je 0-9040-50 = 0. Korisnost nije definirana jer je x =0,
pa logaritam tezi u —oo.

(j) 0 magica i 1 par japanki — trosak je 0-9041-50 = 50. Korisnost nije definirana jer je x = 0,
pa logaritam tezi u —oo.

(k) 0 magica i 2 para japanki — trosak je 0 -90 + 2 - 50 = 100. Korisnost nije definirana jer je
x =0, pa logaritam tezi u —oo.

(1) 0 magjica i 3 para japanki — trosak je 0-90 4+ 3 - 50 = 150. Korisnost nije definirana jer je
x =0, pa logaritam teZi u —oo.

(m) 0 majica i 4 para japanki — trosak je 0 - 90 + 4 - 50 = 200. Korisnost nije definirana jer je
x =0, pa logaritam teZi u —oo.

(n) 0 magica i 5 pari japanki — trosak je 0 -90 + 5 - 50 = 250. Korisnost nije definirana jer je
x =0, pa logaritam tezi u —oo.
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Maksimalna se korisnost ostvaruje ako Ivana, pored dvije suknje, kupi 1 majicu i 3 para japanks.

& " — " == X
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

mE=nalx , ¥ , £ 1=0.4xLog[x] +0.2xLog[¥] +0.4xLog[z]

outf- 0.4 Log[x] + 0.2 Log[y] +0.4 Log[z]

5= a2, 2, 1]

ouig= 0.415888

inf10}= @[2, 2, 2]

ouf10E 0.633147

1= w2, 1, 1]

oufti= 0.277259

Inf12p= a2, 1, 2]

ouf12= 0.554518

Inf133= w2, 1, 3]

L TR T e o TR I )

ouf1z= 0.716704

Primjer 5.28 Luka priprema zabavu i kupuje dvije vrste pi¢a, P1 i P2. Oznacimo li s x kolicinu
pica P1l, a sy koli¢inu pica P2, Lukino je zadovoljstvo kupnjom predstavljeno funkcijom korisnosti
u(z,y) =z -y.

1. Izvedite krivulju indiferencije za Luku na razini zadovoljstva uw = 100, te je graficki prikaZite i
ekonomski interpretirajte.

2. Na istoj slici graficki prikaZite krivulje indiferencije za razine korisnosti u = 20, u = 40, u = 60
u = 80. Ekonomski interpretirajte.

3. Ukoliko pi¢e P1 kosta 8 kuna po litri, pice P2 10 kuna po litri, a Luka tma na raspolaganju 120
kuna, konstruirajte budzetski pravac i graficki ga prikaZite zajedno s korisnostima iz prethodnog
podzadatka. Ekonomski interpretiragte.

Rjesenje.

1. Krivulja indiferencije je skup svih uredenih parova koli¢ina pica Pl i P2 za koje je korisnost
konstantna, u ovom sluc¢aju 100. Matematicki, iz uvjeta u(x,y) = x -y = 100 izvodimo y kao
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funkciju od x. Dobivamo: -y = 100

__ 100
Y=

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj1e;= Plot[{100/x, 0}, {x, O, 10}] ]
TOE
80 F
B0 f

anlL

K
L=}
T

R
=
T

-

100% ~ |
- ______________ |

2]
o

e

=]

Dakle, Luka kupuje dvije vrste pica, P1 i P2. Iz slike vidimo da $to je koli¢ina pi¢a P1(x) veca,
da bi Lukino zadovoljstvo bilo na istoj razini, koli¢ina pic¢a P2(y) je sve manja. I obrnuto. Jedan
se proizvod supstituira drugim, a na istoj razini zadovoljstva. Na primjer, Luka moZe kupiti 10
litara pic¢a P1 i 10 litara pica P2, korisnost ée biti 100. Ukoliko kupi 5 litara pica P1, da bi mu
zadovoljstvo bilo opet 100, mora kupiti 20 litara pica P2.

2. Sto je razina zadovoljstva veca, krivulja indiferencije je udaljenija od ishodista. Povecéanjem razine
zadovoljstva krivulja indiferencije se pomice prema gore desno.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[15}= Plot[{20/x, 40/x, 60/x, 80/x, O}, {x, 0, 10}, PlotLegends -+ "Expressions"] ]
B0
S 20
— x
40 F 40
= X
outtsr 3T . OO
x
20+ £
x
10| — i3
2 4 8 8‘ 10 |_I
B 100% =

3. BudZetski pravac: 8x 4+ 10y = 120 it y = —0.8x + 12.
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e e e ]
File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

[
Inz0p= Plot[{20/x, 40/x, 60/x, 80/x, -0.8x+12, 0}, {x, 0, 10}, 1
PlotLegends - "Expressions"] i
3
—
x
2
X
i
outl20f= 5
—
x
— =08x+12
— 0
2 B 6 8 a 1
[
&
100% « .|
Luka ne moZe potrositi vise od 120 kuna. Graficki, uredeni parovi iznad pravca y = —0.8x + 12

nisu moguce kombinacije kupngji za Luku. Istovremeno, Luka Zeli maksimizirati zadovoljstvo, pa ée
nastojati kupiti one kombinacije pica za koje je krivulja indiferencije Sto je vise moguce udaljenija
od ishodista. Dakle, maksimiziramo korisnost uz ogranicenje na budzet. RjeSenje nam je uredeni
par u kojima je budzZetski pravac tangenta na krivulju indiferencije.

Primjer 5.29 Koli¢ina proizvodnje odredenog poduzeca ovisi o dva faktora na sljedeci nacin:
Q(L,K)=100VLK

gdje je Q koli¢ina proizvodnje, L je kolicina uloZenog rada i K je kolicina kapitala.

=

1. Izvedite izokvantu na razini proizvodnje Q@ = 1000. Graficki je prikazite i ekonomski interpretirajte.

2. Na istoj slici graficki prikaZite izokvante za razine proizvodnje 100, 200, 300 ¢ 400, te ekonomski
interpretirajte.

3. Ukoliko je jedinicni trosak rada 16, kapitala 20, a poduzeée ima budzet od 1000, graficki prikaZite
troskovni pravac na istoj slici s izokvantama 1z prethodnog podzadatka. Ekonomski interpretirajte.
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Rjesenje.

1. Izokvanta je krivulja na kojoj se nalaze uredeni parovi (kombinacije) rada i kapitala za koje
je kolicina proizvodnje konstantna. U nasem primjeru, jednaka 1000. Matematicki, iz uvjeta
Q(L, K) = 100v/LK = 1000 izvodimo K kao funkciju od L-a ili obrnuto. Dobivamo:
100v/LK = 1000
VLK =10

L-K=10

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

inziy= Plot[{10/L, 0}, {L, O, 20}] 1]

Out[21}=

1003 =

Kako se kolicina rada povecava, da bi koli¢ina proizvodnje ostala na istoj razini, kolicina kapitala
se smanjuje. Dakle, kapital se supstituira radom. I obrnuto. Sto je koli¢ina rada manja, kolicina
kapitala raste.

2. Sto je kolicina proizvodnje veca, izokvanta je udaljenija od ishodista. Dakle, proizvodnja se
povecava kako se izokvanta pomice prema gore desno.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

injzzp= Plot[{100/L, 200/L, 300/L, 400/L, 0}, {L, O, 20}, PlotLegends -+ "Expressions"] 1]

Out[22}=

R R R

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inz71= Plot[{100/L, 200/L, 300/L, 400/L, -0.8 L+ 50, 0}, {L, O, 20},
PlotLegends + "Expressions"]

120

300
& .
oufziE  © L
B
L
— -0.8L+50
— 0
5 1
I 5 10 15 20 |
100% ~

Poduzeée koristi dva resursa, rad i kapital. Poduzece ne moZe koristiti vise od onog sto moze platiti.
Dakle, uredeni parovi iznad troskovnog pravca nisu mogucée kombinacije resursa. Istovremeno,
poduzece zeli maksimizirati proizvodnju. Graficki, Zeli uzeli onaj uredeni par resursa za koji je
1zokvanta najudaljenija od ishodista uzimajuci u obzir troskovni pravac. Poduzece rjesava problem
maksimizacije proizvodnje uz ogranicenje na budZet. Rjesenje je uredeni par resursa za koji je
troskovni pravac tangenta na izokvantu.

Primjer 5.30 Opcenito, udaljenost 1 za dvije tocke Ty(x1,y1) @ To(x2,y2) iz ravnine definira se kao
di(T1,T2) = |z1 — z2| + |y1 — y2|. To je zapravo funkcija 4 varijable, di(Th,T2) = f(x1,y1,22,Y2).
Takoder, udaljenost 2 je funkcija 4 varijable, do(Ty,To) = g(x1,y1, T2, y2) i definira se kao do(Ty,To) =
Vi(Er —22)2 + (11 — y2)2
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1 7

Poduzeée treba izabrati lokaciju za gradnju nove tvornice. Kriteriji po kojima bira lokaciju su cijena
(u stotinama tisuca kuna) i velidina trzista (izraZena u broju potencijalnih potrosaca, u tisuéama).
Ponude za izgradnju se zapisuju u obliku vektora gdje je prva koordinata vrijednost prvog kriterija
cijene, a druga koordinata vrijednost drugog kriterija velicine trzista. Pristigle ponude su (2,10), (4, 14)
1 (1,8). Izaberite najbolju ponudu na temelju minimalnog odstupanja od idealne ponude.

1. Koristite udaljenost 1.
2. Koristite udaljenost 2.

Rjesenje.

Idealno rjesenje je I(1,14), i ono ima najniZu cijenu @ najveéi udjel na trzistu. No, ta idealna
lokacija ne postoji. Izabrat éemo lokaciju koja je najbliza nepostojecos, idealnoj. Oznake su A(2,10),
B(4,14), C(1,8).

1. Udaljenost 1:
di(AT)=12—-1]+[10-14]=1+4=5
di(B,I)=4—1]+|14—14]/=340=3
di(C,I)=]1-1]+18—14=0+6=6

2. Udaljenost 2:
do(A, 1) = \/(2 —1)® + (10 — 14)* = V17 = 4.12
d2(B,1) = /(4 — 1) + (14— 14)° = VG =3
do(C, 1) = /(1= 1> + (8- 14)* = /36 = 6

Ponuda B je nagbolja po oba kriterija jer je njezina udaljenost od idealne ponude minimalna.

5.7 Zadaci za vjezbu

Zadatak 5.1 Zadane su funkcija potraznje Qq = 200 — 4p + V'Y i funkcija ponude za jedan proizvod,
Qs = —40 + 2p, gdje je p cijena, a 'Y prostor na polici u dué¢anima dodijeljen tom proizvodu.

1. Iz wyjeta ciséenja trzista, izrazite cijenu kao funkciju prostora na polici. Uputa: vidite primgjer
5.25.

2. Graficki prikazite i komentirajte prinose funkcije iz (1).

Rjesenje.
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1. p(Y) = VY +40

2. Cijena raste s porastom prstora na polici, te pokazuje opadajuée prinose.

o
4% zadaci_poglavlje_5.nb - Wolfram Math
IFiIe Edit Insert Format Cell Graphics

Evaluation Palettes Window Help

1= Plot[1/ 6 Sqrt[¥] + 40, {¥, 0, 10}] 11—

4051

m

ap 4l
403
Outlil=

apz2|

401

100% <« . ff

Zadatak 5.2 Lucija kupuje dvije vrste grickalica za tulum. Korisnost koja se ostvaruje u trgovini D1
modelirana je funkcijom u(x,y) = logx + logy gdje je x koli¢ina prve vrste grickalica, a y druge.

1. Ivedite krivulju indiferencije na razini korisnosti u = 2.3026. Uputa: vidite primjer 5.28.
2. Graficki prikazite krivulju indiferencije i komentirajte odnos grickalica.

3. Na istoj slici, graficki prikazite krivulje indiferencije na razinama korisnosti u = 2.0794, u =
2.3026 i u = 2.4849. Komentirajte.

4. Ukoliko je jedinicna cijena grickalica prve vrste 5 kuna, druge 7 kuna, a Lucija ima na raspolaganju
100 kuna, nacrtaje na istoj slici budzetski pravac i krivulje indiferencije. Komentirajte u skladu s
maksimizacijom korisnosti i ogranicenjem na budZet.

5. Korisnost koja se ostvaruje u drugoj trgovini D2, za Luciju je u(z,y) = logz + y. Na razini
u = 2.3026, graficki prikazite obje krivulje indiferencije i komentirajte odnos korisnosti za te dvije
promatrane trgovine.

Rjesenge.
1. y(z) — 20(;.72

2. Sto je kolicina grickalica prve vrste veca, kolicina grickalica druge vrste je manja. Proizvodi su
supstituti.

3. Sto je korisnost veca, krivulja indiferencije je udaljenija od ishodista.

4.y = %(100 — 5z). Maksimalna korisnost se ostvaruje tamo gdje je budzZetski pravac tangenta na
krivulju indiferencije.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Plot[{200.72/x, 0}, {x, 0, 10}] J i
140 [
120 |-

100

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{120.06/x, 200.72/x, 305.42/x, 0}, {x, 0, 10}, PlotLegends » "Expres=sions"]

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{120.06/x, 200.72/x, 305.42/x, 1/4+ (100 -5x), 0}, {=, O, 10},
Plotlegends » "Expresszionzs"]

150 |

100 |

QutlTl=

N
e
=
L=}
1
i3
e
=
m
——

ra
s
&
=
=

100% =~
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf23}= Plot[{200.72/x, 204 (2.3026 - Logl0O([x])}}, {x, 4, 200}, PlotLegends + "Expressions", il
PlotRange —» All]
50
40
20 200.72
Out[23)= x
20 —— 20(2.3026 —log,y(x))
10
150 200
Solve[200.72/x == 204 (2.3026 - LoglD[x]}, x] 3
Solvesifun : Inverse functions are being used by Solve, so 2
some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. =
out[13= [{x = 6.83806}, [x—+176.03}} E|_

100% ~

5.y = 20(2.3026 — log x). Za kolicine grickalica prve vrste iz intervala (0,6.83806) i (176.03, +00),
korisnost je veéa u D1, a za ostale kolicine uw D2. Ovdje moramo napomenuti da gornja granica
na kolicine ovisi 1 o budzZetu kojim Lucija raspolaZe.

Zadatak 5.3 Kolicina proizvodnje ovisi o dva resursa i modelirana je funkcijom Q(x,y) = logx + \/y
gdje je Q kolicina proizvodnje, x kolicina prve vrste resursa, a y druge. Na primjer, stolovi se mogu
proizvesti kombinirajuéi dvije vrste drva.

1. Izvedite izokvantu na razini proizvodnje QQ = 6 i grafick: je prikazite. Komentirajte odnos dvaju
resursa. Uputa: vidite primjer 5.29.

2. Na istoj slici, graficki prikaZite izokvante na razinama proizvodnje @Q = 4, Q@ = 6 i Q = 8.
Komentirajte.

3. Ukoliko je jediniéni trosak prvog resursa 12, kapitala 8, a poduzeAte ima budLlet od 150, graficki
prikaZite troskovni pravac na istoj slici s izokvantama iz prethodnog podzadatka. Ekonomski in-
terpretiragte.

Rjesenje.

1. y(x) = (6 — logx)?
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Plot[{(6 - LoglD[x])~2, 0}, {x, O, 100}]

B0

40

Out[28}=

Resursi su supstituti. Sto je koli¢ina prvog resursa veca, kolicina drugog je manja.

2. Sto je razina proizvodnje veca, izokvanta je visa.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Plot[{(4- LoglO[x]} 2, (6- LoglO[x])*2, (8- LloglO[x]}*2}, {x, 0, 100}]

=0

N

Out[2T}= \\______
sk

E

=
100% «~

3.y = %(150 — 12x). Maksimum proizvodnje ostvaruje se u tocki gdje je budZetski pravac tangenta
na izokvantu.
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inzs)= Plot[{ (4 - LoglD[x])} *2, (6 - LoglD[x])*2, (8- LoglO[x]}*2, 1/8% (150-12x)},
{x, 0, 50}]

s0f

Zadatak 5.4 Poduzele treba izabrati dobavljaca. Kriteriji po kojima bira dobavljaca su cijena (u sto-
tinama tisuca kn) i rok isporuke robe (izraZen u broju dana). Ponude se zapisuju u obliku vektora gdje
je prva koordinata vrijednost prvog kriterija cijene, a druga koordinata vrijednost drugog kriterija roka
isporuke. Pristigle ponude su (3,9), (5,6) i (8,1). Izaberite najbolju ponudu na temelju minimalnog od-
stupanja od idealne ponude. (a) Koristite udaljenost 1, (b) Koristite udaljenost 2. Napomena: ponuda
je povolinija ako je cijena manja, a rok isporuke kraci.

Rjesenje.

Idealno rjesenge je 1(3,1), i ono ima najnizu cijenu i najkraci rok isporuke. No, taj idealan dovaljac
ne postoji. Izabrat éemo dobavljaca koji je najblizi nepostojedéem, idealnom. Oznake su A(3,9), B(5,6),

C(8,1).

1. Udaljenost 1:
di(A,I)=13-3]+19-1]=0+8=38
di(B,I)=15-3|+16—-1=2+5=7
di(C,I)=18=3|+[1-1=5+0=5

2. Udaljenost 2:
dy(A, 1) = \/(3—3)2—1—(9—1)2:\/6»:8
dy(B, 1) = \/(5 —3)%+(6—1)> = /29 =5.39
dy(C, 1) = \/(8—3)2—1—(1—1)2 =V25=5

Dobavljac C je najpovoljniji po obje udaljenosti.

Zadatak 5.5 Kupac u odredenom razdoblju kupuje tri proizvoda za dorucak, sir, salamu i jaja. Funkcija

korisnosti za tog kupca je

u(m,y, Z) — 4x0.4y0.5z0.2
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gdje je u korisnost, x kolicina sira, y koli¢ina salame i z koli¢ina jaja.
1. Izracunajte korisnost na razini x =5, y =8 i z = 5.

2. Kratkorocéno, kolicina sira je fiksirana na 4, a kolicina jaja na 2. Izrazite korisnost kao funkciju
samo jedne varijable, kolicine salame. Nazovimo tu funkciju kratkorocnom korisnosti.

3. Nacrtajte graf kratkorocéne korisnosti.
4. Prikazite kolicinu salame kao funkciju kratkorocne korisnosti i komentirajte.
5. Koliko salame treba kupiti da bi kratkorocéna korisnost bila 4007
Rjesenje.
1. 29.7158
2. u(y) = 10.5061,/y

3. Funkcija pokazuje opadajuée prinose.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Fs
Plot[10.5061 Sqgrt[¥], {¥, 0O, 10}] J

4

100% =~

4. y = 0.00906u>
5. 1449.56
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Matematicko modeliranje
jednostavnim vektorskim funkcijama

> 0

it

6.1 Zbrajanje i oduzimanje vektora

Velicine koje se pojavljuju u zivotu mogu biti skalarne i vektorske. Skalarne veli¢ine mjerimo skalarima,
to su brojevi koji mogu biti prirodni, cijeli, racionalni, iracionalni ili kompleksni. Vektorske veli¢ine
mjerimo vektorima, pri ¢emu je vektor matematicki objekt koji je definiran svojim smjerom, orijentaci-
jom i iznosom, odnosno duljinom. Brzina nekog tijela je vektor, jer da bismo znali kako se tijelo krece
trebamo znati po kojem pravcu ide, to je smjer vektora. Koliko brzo se tijelo krée govori nam iznos
vektora brzine. Trebamo znati koju od mogucée dvije orijentacije na pravcu ima vektor brzine. Iznos

vektora je broj koji govori koliko brzo se tijelo kre¢e po tom pravcu.
—
B

/B
A

Vektor brzine je tangencijalan na putanju kojom se tijelo krece.
brzina

akceleracija
.

387
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Vektorom mozemo odrediti i polozaj nekog tijela u ravnini ili prostoru, pa takve vektore polozaja u
matematici nazivamo radij vektorima.

L T
| & . =3 -
Vo Ar R
L) 0y 1
I|| \\ 1
1‘|T1 B 1:
r+ + \\ II

1 LR

Iz
X

Srednja brzina nekog tijela je promjena polozaja u nekom vremenu, pa dolazimo na to da trebamo
oduzeti vektore polozaja i podijeliti s vremenom, da bismo dobili vektor brzine. Srednja akceleracija
tijela je promjena brzine u nekom vremenu, pa razlika vektora brzina podijeljena s nekim vremenom
daje vektor akceleracije. Akceleracija je takoder vektor jer za kompletnu informaciju o akceleraciji
potrebno znati njezin smjer, iznos i podatak imamo li ubrzanje ili usporenje.

b

Na tijelo moze djelovati i vise sila. Kad u odbojci udarimo loptu, na nju djeluje sila u smjeru u
kojem smo je udarili, ali i gravitacijska sila. Obje sile su vektori, pa da bismo izra¢unali rezultantnu silu
trebamo nauciti osnovne operacije s vektorima. Osnovne operacije su zbrajanje i mnozenje skalarom.

Oduzimanje vektora mozemo shvatiti kao zbrajanje sa suprotnim vektorom, odnosno vektorom koji je
pomnozen s —1.

Vektore ozna¢avamo malim slovima sa strelicom iznad slova kao d, a ako zelimo naglasiti pocetnu i
krajnju tocku onda pisemo AB, pri cemu je A pocetna, a B krajnja tocka.

Vektore zbrajamo i oduzimamo po pravilu prikazanom na slikama. Ako shvatimo da su dva vektora

@ ib stranice paralelograma, tada je dulja dijagonala a + g, a krada @ — b pri ¢emu pazimo da strelica
ide prema vektoru od kojeg se oduzima.
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b 4

@y

4 3 3

Ako imamo vektore slozene tako da je krajnja tocka jednog ujedno pocetna tocka drugog, onda sumu
vektora dobivamo tako da spojimo pocetak prvog vektora i kraj zadnjeg vektora kojeg zbrajamo.
+

d

->
c

-
a

R=3+b+c+d

Vektor \d@, A € R lezi na istom pravcu kao i vektor @. Oba vektora imaju istu orijentaciju ako je
A > 0, a suprotnu ako je A < 0. Iznos vektora Ad je iznos vektora @ pomnozZen s |A|.

U koordinatnom sustavu u ravnini uvodimo jedini¢ne vektore i i j, pa sve vektore prikazujemo

u obliku @ = aii + agj, gdje su aq,as realni brojevi. Kazemo da je vektor d prikazan kao linearna
kombinacija vektora i i j.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

0A=(2,3)

)
T

Out[73}=

100% «
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U koordinatnom sustavu u prostoru uvodimo jedini¢ne vektore ¢, j i k pa sve vektore prikazujemo
u obliku @ = ayi + asj + ask, gdje su ay,as,az realni brojevi. Kazemo da je vektor @ prikazan kao
linearna kombinacija vektora i, j, k.

= e
a1i + azj + azk

Duljina vektora @ = a,i + asj iznosi a = |@| = \/a2 + a2, §to se lako dobije kao duljina hipotenuze
trokuta kojemu su katete vektori aii i agf. Analogno vrijedi da je duljina vektora @ = aii+ agj—i— ask

jednaka
a=|d =1/a? + a3 + d3.

M@ = Aaii + Aasj + Aask.

Koordinatni zapis vektora Aa je

Primjer 6.1 Izracunajte duljinu vektora g, ako je @ = ari + agf+ CL3E, a broj a je njegova duljina.
Rjesenge.
Dulpina je 1.
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Vektor

-

ao

ISHRST]

nazivamo jedini¢nim vektorom u smjeru vektora a.
Koordinatni zapisi vektora ¢ +b1id — b su

ST

=+ = (a1 + bl)z
i

k
= (al—bl) +(a2—b2)'+(a3—b3)l_5

SRR

ST

;4 ((12 + b2);+ (a3 + b3)
J

ako je d’ = alf—k agj-F G3E 1 g: blz-f- bgj-l— ng
Vektor kojemu je pocetak u tocki T7(x1,y1,21), a kraj u toc¢ki To(xa, y2, 22) ima zapis

- —

N .
T = (2 —x1)i+ (y2 — 1)) + (22 — 21) k.

Primjer 6.2 Nacrtajte vektore
1.d=20+3j,2.d=20—-3j,3. d=—-21+3j,4. d=—-20—3j,5. d=2i, 6. a=—3j.

Primjer 6.3 Koristeéi Wolframovu Mathematicu nacrtajte vektore iz primjera 6.2.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infg3):= a := Arrow[{{ {0, 0}, {2, 3}}}1
b:=Arrow[{{{D, 2}, {2, D}}}]
c:= Arrow[{{{2, 0}, {0, 3}}}]1
d:=Arrow[{{{2, 2}, {0, D}}}]
e:=Arrow[{{{0, D}, {2, D}}}]
£:=Arrow[{{{0, 3}, {0, 0}}}1
Graphics[{{Red, a}, {Green, b}, {Yellow, c}, {Orange, d}, {Blue, &},
{Purple, f}}, Frame - True]

20 A T T T ]

E'D‘I'_

15
Out{sa}=
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Primjer 6.4 Nacrtajte vektore .
l.d=2i+3j+k,2.d=2i—j+k, 3. a=—-2i+j—k.

Primjer 6.5 Koriste¢i Wolframovu Mathematicu nacrtajte vektore iz primgjera 6.4.
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ingz}= a i= Arrow[{{{0, O, D}, {2, 3, 1}}}]
b:=z Arrow[{{{D, 1, O}, {2, O, 1}}}]
c:= Arrow[{{{2, O, 1}, {0, 1, 1}}}]
Graphics3D[{{Red, a}, {Green, b}, {Orange, c}}, Axes - True]

Cutfssl= |,

0o

100% «

Primjer 6.6 Izracunajte a + 5, Aa, duljinu od a + bi Ad, te jedinicni vektor dy ako su zadani vektori
i skalari

1.@=3—4j,b=i—j, A=2

2. G=i-2j,b=—i—2j, A\=-3
. d=—4]+k b=i—j—2k A=—1
J.@i=2+k b=i—k ,A=05

Primjer 6.7 Napisite vektor
1. koji je dvostruko dulji od vektora a = 3i — 43, a ima isti smjer i suprotnu orijentaciju.

2. ¢ija duljina je pola duljine vektora d = 2 — j—|— 21_5, a ima isti smjer i istu orijentaciju kao vektor
a.

Rjesenje.
1. —2(3i — 4))
2. L(27— 7 +2k)
Primjer 6.8 Koriste¢i Wolframovu Mathematicu napravi racune iz primjera 6.6.

Radij vektor tocke T'(x,y,z) je vektor 07 =7 =i+ yf—i— ZE, gdje je O ishodiste koordinatnog
sustava.
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File Edit

In[1TE]:=

Out[178k= {{

Out[180F { {

Out]181}=

Out[182}=

Insert  Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

- TGl s S
b:=(1 -1)

ors

a+b

{e}.{a}
Norm[a + b]
Horm[{c}.{a}]
Normalize[{3, -4}]

{4, =5}1

6, -8}}

3
Out[183}=
Ls

File Edit

Inf184]:=

Owt188}=

Oul[183}=

Out[150}=

Out[181}=

File Edit

Inf152]:=

w157}

Out198}

Out]155]=

Out[187)= {

Out[185F [ {

Outf1%8l= {{

Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
a:=(1 -2)
b= (=1 =2)

c:i=-3
a+b
{e}.{a}

Horm[a + b]
Horm[{c}.{a}]
Normalize[{1, -2}]

{0, -4}}
{{-3, &}}

4

Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

a:=(0 -4 1)
b:=(1 -1 -2)

c:=-1
a+b
{c}.{a}

Norm[a + b]
Horm[{c}.{a}]
Hormalize[{D, -4, 1}]

]
3
]
3
]

Ll Lad Lad Lad ad L
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inzop= a = (2 0 1)
b:=(1 0 -1}
e:=1/2
a+hb
{c}.{a}
Horm[a + b]
Horm[{ec}.{al}]
NHormalize[{2, 0, 1}]

Out[203= {{3, O, 0}}

e In
ouf204}= {11, O, SH

Out[205)= 3
Dut[208}=

out[207}= { —, 0,

=
h
r |U‘-1
| BT | I [} i —d L

100% =~

Primjer 6.9 Nacrtajte radij vektore ¥ zadanih tocaka. Koliko su zadane tocke udaljene od ishodista
ako su koordinate zadane u metrima?
1.7(1,3), 2. T(-1,3), 3. T(-1,-3), 4. T(1,-3), 5. T(0,—3).

Rjesenje.

1. P=1i+ 3}, udaljenost je r = /10 m

2. 7= —i+3j, udaljenost je r = v/10 m
3. 7= —i—3j, udaljenost je r = v/10 m
4. T=1i— 3}, udaljenost je r = /10 m
5. 7= —3j, udaljenost je r = 3 m

6.2 Skalarni i vektorski umnozak

Vektore mozemo mnoziti na dva nacina, tako da rezultat mnozenja dva vektora bude broj ili da bude

vektor. Oba tipa mnozenja imaju svoju primjenu u geometriji, fizici i bilo kojem drugom podruc¢ju u

kojem imamo veli¢ine koje su vektori. Skalarni umnozak vektora sile i vektora pomaka tijela je rad sile

na putu. Moment sile koja djeluje na neko tijelo je vektorski umnozak radij vektora tijela i vektora sila.
Skalarni umnozak vektora @ i b definiramo kao

@-b=|a-|b|cos £(a,b).

S obzirom da je kosinus kuta jednak nula za okomite vektore, vrijedi

G-b=0 < alb
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a cos@

Na slici vidimo da je

|@| cos £(a, b)

duljina projekcije vektora @ na vektor 5, Sto je od goleme vaznosti u primjenama kad trebamo silu
zadanu vektorom rastaviti na komponente. Ako je £(d,b) veéi od 90°, onda je duljina projekcije

jednaka |d@| cos(m — £(@, b)) = —|@| cos £(a@,b). U oba slucaja vrijedi
ap = ||| cos £(@,b)|.
Kut izmedu vektora racunamo iz jednakosti

- a-b

cos £(d,b) = ——=.
|l - |b]

Za skalarni umnozak vrijedi @ - b=b-a
Koordinatni vektori 4, j, k su medusobno okomiti i duljine jedan, pa vrijedi

i-j = 0,ik=07k=0
iio=1,7-7=1 k- k=1

Pomnozmo dva vektora zadana u koordinatama! Mnozimo Vektore a= alz—i—agj +a3k ib= bll—‘rbgj —|—b3k
kao sto inace mnozimo dvije sume. Zbog okomltostl vektora 1. j, k poniste se svi umnosci u kojima se
javljaju i j, k osim clanova gdje dobivamo i2 j , k2. Ti élanovi su jednaki 1, pa imamo

a b= (CL1;+ aﬁ—i— agl;) . (b1;+ bgj-‘r bgg) = a1by + asby + azbs.

Primjer 6.10 Izracunajte skalarni umnoZak vektora a i g, kut ¢ izmedu vektora i duljinu projekcije ay
vektora @ na vektor b.

1. @=2i+3j,b=17—3j.

2.4=i-7,b=-3].
3. G=i+4j—2k b=i—-3]—k
Rjesenje.
1. a- 5277 cosp = — 1V30 0 ¢ =~ 2.23 radijana, a, = 7‘1/0170.

2. G- b= 3, cosp = ?, » = 7 radijana, a, = 1.
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_ 3231
7

9Vv11
11 -

3.d-b= -9, cosp = p =~ 2.21 radijana, ap =

Primjer 6.11 Koriste¢i Wolframovu Mathematicu napravi rac¢une iz primgjera 6.10.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

nfze= {2, 3}-{1, -3}
VectorAngle[{2, 3}, {1, -3}]
Norm [Projection[{2, 3}, {1, -3}11

Outfzsf= -7

Out{¥f ArcCos| -

7
s oA130 -

T

ET)

Qut[31}=

inf3z= {1, -1}.{0, -3}
VectorAngle[{1, -1}, {0, -3}]
Norm [Projection[{1, -1}, {0, -3}]]

ouwazE 3
oufizE —
out{3E 1
inf35= {1, 4, -2}.{1, -3, -1}
VectorAngle[{1, 4, -2}, {1, -3, -1}]
Norm [Projection[{1, 4, -2}, {1, -3, -1}11
utj25= -9
: [
Out[3sl= ArcCos| -3 —
L \I 774
9
ou{ITE
Y11

Vektorski umnozak vektora @i b je vektor a@ x b ¢ija duljina je

-,

@ x b = |l - 8] - | sin £(@, ),

a smjer vektora @ X b je okomit na a i b. Orijentacija vektora @ x b odredena je kao na slici, a dobiva se
pravilom desne ruke. Ako prstima desne ruke idemo od d prema b kradim putem, onda palac pokazuje
smjer i orijentaciju od a X b. Mozemo i malo drugacije interpretirati pravilo desne ruke, ako vektor @
odgovara srednjem prstu, a b palcu, tada a x b odgovara kaziprstu.
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b

L 4

>
d

Geometrijski je |@ x b| povrsina paralelograma sa stranicama @ i b. To dobivamo iz formule za

povrsinu paralelograma

-,

P=a-v=a-b-|sinL(d,b)],

gdje je a duljina osnovice, a v duljina visine na osnovicu. Jasno je da vektori koji leze na istom pravcu
imaju vektorski umnozak nula, jer zatvaraju paralelogram povrsine nula. Specijalno vrijedi

axa=0.

Zbog pravila desne ruke vrijedi . .
axb=-bxd.

Gledajuéi na prste, mozemo provjeriti da vrijedi za koordinatne vektore Z, 5', k

fxf:E, ix E:—f, jx k=1
U koordinatama ra¢unamo i dobivamo
ax g: (alf—i— a2;+ (13];) X (b1Z+ bgj-i— bglg) = (61)

(a2b3 — a3b2);—‘r (a3b1 — a1b3>5+ (albg — agbl)E.

Vektorski umnozak dvaju vektora obi¢no ra¢unamo pomocu sheme koje se naziva determinanta

ik
ay a2 as
by by by

Primjer 6.12 Izracunajte vektorski umnoZak vektora i povrsinu paralelograma kojemu su zadani vektori
stranice, ako su koordinate zadane u metrima.

1. @=2i+3j,b=1i—3j.

Rjesenje
1. @xb=(20+3)) x (1—3])=—6i x j+3] xi=—9k
P =9 m?
2. j i
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3. Prema (6.1) i zapisu pomocu determinante imamo

ik
4 -2
-3 -1

— = ey

Primjer 6.13 Koriste¢i Wolframovu Mathematicu napravi racune iz primgjera 6.12.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Injs5= Cross[{2, 3, 0}, {1, -3, 0}]
w59 {0, 0, -9}
Infg0):= Cross[{1, -1, 0}, {0, -3, 0O}]

oufsdl= {0, 0, -3}

Injg1}:= Cros=[{1, 4, -2}, {1, -3, -1}1

ousiE {-10, -1, -7}

U poglavlju o funkcijama vise varijabli spomenuli smo jednadzbu ravnine, a sad ¢emo je obrazloziti
sa stanovista vektorskog rac¢una. Zamislimo vektor 7 koji je okomit na neku ravninu koju ¢emo nazvati
m. Vektor 7 obi¢no zovemo vektor normale ravnine.

=y

&

0 Es

7

F

Zamislimo tocku Ty (o, Yo, z0) koja lezi u ravnini. Neka je vektor normale ravnine 7 = Ai+ B;—i— C E,
a radij vektor tocke Tj pisemo kao 7y = mof—l—yof—i—zol_f’. Zamislimo neku tocku T'(x, y, z) s radij vektorom
F=xzi+ yf—l— 2k i pitamo se lezi li tocka T' u ravnini 7.

1z slike vidimo da tocka T lezi u ravnini 7 ako je vektor ¥ — iy okomit na vektor normale 7. Vektori
su okomiti ako im je skalarni umnozak jednak nuli.

Primjer 6.14 Provjerite lezi li tocka T u ravnini m koja je odredena vektorom normale 7 i tockom Ty

ako je
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17t =2i+7 3k To(1,1,2), T(0,1,1)

3. it =50 — j + 2k, To(1,1,1), T(3,0,2)

4- n= *2;7 2;+ 3];;7 TO(]-a 13 %)) T(Oa ]-a 1)

Rjesenje.
1. Vektori (F — 7y) - 7t = (—i + %;)(2?4—;— 3k) = —2 nisu okomiti, pa tocka Ty ne lezi u ravnini 7.
2. Vektori (7 — 7o) - it = (i + k)(i + j — 3k) = —2 nisu okomiti, pa tocka Ty ne lei u ravnini .

3. Vektori (F— 7o) -7 = (20 + —jk)(5i — J + 2k) = 13 nisu okomiti, pa tocka Ty ne leZi u ravnini .

4. Vektori (F— ) -7 = (—i+ %E)(—Zf— 27 + 3k) = 3 nisu okomiti, pa tocka Ty ne lei u ravnini .

—

U prethodnom primjeru smo provjeravali jesu li vektori 77— 7y = (z — xo)z+ (y — yo)f+ (z—20)k i
it = Ai + Bj + Ck okomiti, odnosno je li njihov skalarni umnozak jednak nuli.
Uvjet da tocka T'(z,y, z) lezi u ravnini je okomitost vektora, odnosno jednakost

A(z —x0) + By — yo) + C(z — 20) = 0. (6.2)
Ovaj izraz je jednadzba ravnine, koju mozemo zapisati i u obliku koji smo veé¢ spomenuli kod funkcija
vise varijabli
Ax+ By+Cz+ D =0,

gdje je D = —(Axo + Byo + Czp).
U prvom poglavlju smo spomenuli funkeiju dviju varijabli z = f(x,y) = ax + by + ¢, onda smo
shvatili da je graf te funkcije ravnina, a sad smo ravninu povezali s vektorima.

Primjer 6.15 Odredite vektor normale ravnine i napisite bilo koju tocku koja lezi u ravning
1.x+y+z=1
2. 2z +y+22=1
3. rx+dy—z=1
4. x—y+dz=1
Rjesenje. L
Vektori normale sui+j+k,2i+ 7+ 2k,i+4j—k,i— j+ 5k, a koordinate tocke moraju zadovoljavati

zadane jednadzbe.

Primjer 6.16 Odredite jednadzbu ravnine kojoj je zadan vektor normale i jedna tocka

1. =2 +7j+3k P42, 1)
2. f=—i+2j+Fk P(0,1,—1)
3. 7 =47+ 3] + 2k, P(1,2,5)
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Uputa. U jednadzbu (6.2) uvrstite vektor normale i jednu od toéaka A, B,C.
Rjesenje.

1. 2(x —4)+y—2+3(z+1)=0,20+y+32—7=0

2. —x4+2(y—1)+2+1=0, -z +2y+2—-1=0

3 4x—1)4+3(y—2)+2(2—5)=0,42+3y+22—20=0

Rijesite sada primjer 6.14 na drugi nacin. Napisite jednadzbu ravnine, pa onda provjerite zadovoljava
li zadana tocka jednadzbu ravnine. Jednadzbe ravnina iz primjera 6.14 su 2z +y — 3z — 1 = 0,
r+y—32—5=0,52—y+22—6=0, 20 —2y+32+2=0.

Primjer 6.17 Odredite jednadzbu ravnine koja prolazi tockama
1. A(-1,0,1),B(—1,2,-1),C(4,2,-1)
2. A(1,1,3),B(0,0,-1),C(0,2,—1)
3. A(2,2,1),B(-0,2,-1),C(0,0,—1).

Uputa. Izracunagte vektor normale kao vektorski umnoZak bilo kojih dvaju vektora iz ravnine, na primgjer
n=AB x AC, a onda u jednadzbu 6.2 uvrstite vektor normale i jednu od tocaka A, B,C.
Rjesenje.

1. E X m 2 (25 — 2k (5?—1— 2;— 212) Vektorski umnoZak moZemo racunati direktnim mnoZenjem
vektora kao u formulz (6.1) ili pomoéu determinante

ik
0 2 -2
5 2 -2

ﬁzﬁx@zi-ﬁ-lz.

Jednadzba ravnine s vektorom normale 11 = f+ k koja prolazi tockom A(—1,0,1) jey+2z—1=0.

9 AB x AC = (—i — ] — 4K) x (=i + ] — 4K)

Racunamo .
ik

-1 -1 -4

-1 1 -4

AD x AC = 87— 2k

Za vektor normale ¢emo uzeti vektor s istim smjerom 1 = 4;—]_6', jer nam za vektor normale ravnine
nije vazna njegova duljina i orijentacija. VaZan je samo smjer, pa biramo najjednostavniji vektor
s tim smgjerom.

Jednadzba ravnine s vektorom normale it = 4i — k koja prolazi tockom A(1,1,3) jedx —z—1=0.

3. AB x AC = (—27 — 2k) x (—2i — 2] — 2K)

Racunamo

== S
=N
— = 3

fi:@xﬁ:—f—&-ﬁ.

Jednadzba ravnine s vektorom normale i = —i + k koja prolazi tockom A(2,2,1) jex —z—1=0.
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6.3 Vektor ovisan o jednoj varijabli

Radij vektor tocke koji odreduje polozaj tocke, moze biti ovisan o nekom parametru. Vrh vektora

—

7(t) = x(t)i + y(t)] + 2()k, zat € R

se pomice po krivulji kad se mijenja parametar t.

z

T(x(1), y(1), 2(1))

TO)=(x(9), ¥(9), 2(8)

Primjer 6.18 Sitno tijelo se pomaknulo iz tocke T1(1,2,1) u tocku T5(2,3,4) za 2 sekunde. Izracunaj
iznos srednje brzine tijela ako su koordinate tocaka u metrima.
Rjesenge.
Vektor je
T, 1 = = .7
( 2—T1):§'(Z+]+3k),

N =

a iznos brzine je Y2t m/s.

Primjer 6.19 Sila u Newtonima je zadana vektorom ovisnim o vremenu t koje je izraZeno u sekundama
F(t) = Fy(t)i + Fy(t)] + Fs(t)k, za t € [0,100]
Izracunagte vektor sile u trenutku to ako je zadano
1. Fy(t) =2t, Fa(t) =32, F3(t) =2t, to =5
2. Fi(t) =sint, Fy(t) = 3cost, F3(t) =2t2, to =7
3. Fy(t) = cos3t, Fy(t) = 3t, F3(t) = 2sin2t, tg = %.
Rjesenje.
1. F(5) =10 +75] + 10k N

(7) = —3j + 272k N

S
ol

3. F(Z)= Y2+ 3r27 4+ 2k N
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6.4 Graficki prikaz vektora ovisnog o jednoj varijabli

Rekli smo da radij vektor tocke koji odreduje polozaj tocke, moze biti ovisan o nekom parametru. Radij
vektor tocke ili vektor polozaja tocke

F(t) = z(t)i + y(t)] + z(k, zat € R

mozemo zapisati po koordinatama

x = z(t)
= y()
z z(t)

Usporedimo to sada s tekstom iz prvog poglavlja koji je govorio o parametarski zadanim funkcijama.
Nakon §to smo se bavili funkcijama jedne varijable y = f(z), spomenuli smo da funkcije mogu biti
zadane pomoc¢u nekog parametra ¢ u obliku

= y(t),

¢ime je odreden radij vektor u ravnini
(t) = x(t)i + y(t)j.

Kod modeliranja smo veé¢ susreli ovakve primjere, gdje je parametar t vrijeme, a x, y su koordinate
polozaja tijela koje se krece. U nasim primjerima se mogao eliminirati parametar ¢ i funkciju smo
napisali na standardni nac¢in kao y = f(x). Opcenito to nije moguée i tada se graf funkcije moze
nacrtati koristenjem naredbe ParametricPlot.

Sada imamo sli¢nu situaciju, samo u prostoru sto je tezi sluc¢aj. Ne mozemo uzeti jednadzbe 6.3 i
eliminacijom parametra dobiti jednu jednadzbu koja odreduje krivulju u prostoru. Krivulja u prostoru
ostaje zapisana u obliku (6.3), jer se to smatra najzgodnijim oblikom za dalja ra¢unanja. Krivulja moqv
ze biti zadana i kao presjek dviju ploha. U poglavlju o funkcijama vise varijabli promatrali smo koje
krivulje dobivamo kad presjecemo paraboloid, stozac, sferu ili sedlastu plohu ravninom.

Primjer 6.20 Napisite radij vektor tocke za t € R ako je zadano

x(t) = Tt
y(t) = 2t* +3t+5.
Pogledajte primjer 1.101 iz prvog poglavlja i provjerite koja krivulja je zadana ovim jednadzZbama.
Rjesenge.
7(t) = Tti + (2t% + 3t + 5)j.

Primjer 6.21 Napisite radij vektor tocke za t € R ako je zadano
x(t) = Tt
y(t) = 3t+5.

Rjesenge.
7(t) = Tt + (3t + 5)j.
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Primjer 6.22 Napisite radij vektor tocke i pomocu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe Pa-
rametricPlot nacrtajte graf ako je

xr = cost

= sint

za t €0,2m). Koju krivulju ste dobili?
Rjesenge.

7(t) = costi + sintj. Dobili smo kruznicu.

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

|nE2)= ParametricPlot[{Cos[t], Sin[t]}, {t, O, 2Pi}] il

Cut[ez}=

100% =~ .

Ove jednadzbe nazivamo parametarskim jednadzbama kruznice i vrlo se Cesto koriste u primjenama, jer
izbjegavamo jednadzbu kruznice z2 + v = 1 u kojoj se javlja pozitivan i negativan korijen kad zelimo
izraziti y.

Primjer 6.23 Napisite radij vektor tocke i pomocu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe Pa-
rametricPlot nacrtajte graf ako je

r = 2cost

= 3sint

za t € [0,2m). Koju krivulju ste dobili?
Rjesenge.
7(t) = 2costi + 3sintj. Dobili smo elipsu.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ing3;= ParametricPlot[{2 Cos[t], 3 S5in[t]l}, {t, O, 2Pi}] ]_

utlsaj=

100%

Ove jednadzbe nazivamo parametarskim jednadzbama elipse i vrlo se Cesto koriste u primjenama, jer
sli¢cno kao kod kruznice izbjegavamo jednadzbu elipse u kojoj se javlja pozitivan i negativan korijen kad
zelimo izraziti y. Parametarske jednadzbama elipse s poluosima a i b su

r = acost

= bsint.

Primjer 6.24 Napisite radij vektor tocke i pomocéu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe Pa-
rametricPlot3D nacrtajte graf ako je

r = cost
= sint
z =t teR

Rjesenje.
7(t) = costi + sint] + tk.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
_—
|ns7;= ParametricPlot3D[{Cos[t], Sin[t], t}, {t, -2 Pi, 2 Pi}] ]
2 ‘.
OutfsT=
4w
100% ~

Primjer 6.25 Napisite radij vektor tocke i pomocu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe Pa-

rametricPlot3D nacrtajte graf ako je

r = tlcost
= tsint
z = t, telR.

Rjesenge. =
7(t) = tcosti + tsintj + tk.

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

w70} ParametricPlot3D[{t Cos[t], tSin[t], t}, {t, -2 Pi, 2 Pi}] 1

Out[70}=

100% ~ .

Uocite da se u primjeru 6.25 krivulja zadana s 7(t) = ¢ cos ti +tsint) + tk namata na stozac.
U tre¢em poglavlju smo krivulje u polarnim koordinatama zapisali parametarski.
Podsjetimo se da smo krivulje zapisane u polarnim koordinatama

1. r=14cosp
2. r=1+singp
3. r=sin2p
4. r =sin3p

zapisali parametarski
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1. 2(p) = (1 + cosg) cos @, y(p) = (1 + cosp) sin ¢
2. z(p) = (1 +siny) cosp, y(¢) = (1 +sinp)sinp
3. z(p) = (sin2¢) cos ¢, y(¢) = (sin2yp)sin ¢
4. z(p) = (sin3y) cos v, y(p) = (sin3p) sin p.

- -

Mogli bismo za svaku od ovih krivulja zapisati radij vektor 7(¢) = x(¢)i + y(¢)7-

6.5 Jednadzba pravca kao funkcija jednog parametra
U primjeru 6.21 imali smo jednadzbe

x(t) = Tt
y(t) = 3t+5,
iz kojih eliminacijom parametra ¢ dobivamo jednadzbu y = %x—i—S. Kad su obje parametarske jednadzbe

linearne dobivamo pravac. To vrijedi i u prostoru, pa ako su sve tri parametarske jednadzbe linearne
dobivamo pravac.

Primjer 6.26 Napisite radij vektor tocke i pomocéu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe Pa-
rametricPlot nacrtajte graf ako je

r = t+1
y = 2t+3
z = 4—-1, teR
x
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
e
in[i.= ParametricPlot3D[{t +1, 2t+3, 4t-1}, {t, -2 Pi, 2 Pi}] )
5
u}
outli}
ut]{1} 5
A0 20
o ul
20
0 A4 w
100% =~

Primjer 6.27 Napisite radij vektor tocke i pomocu Wolframove Mathematice koristenjem naredbe Pa-
rametricPlot nacrtajte graf ako je

r = Tt+1
Y —t4+3
z = 2t—1, teR.
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
-~
Injz}= ParametricPlot3D[{7t +1, -t+3, 2t-1}, {t, -2Pi, 2Pi}] j
0
ul
0
a
Sutl2= 5
40
20
a
20
40 41w
100% -~ .

Primjer 6.28 Istrazite koje koordinate imaju vektori koji leZe na pravcu

= Tt+1
= —t+3
z = 2—1, teR.

Rjesenge. B
const - (Ti — j + 2k).

Primjer 6.29 Istrazite koje koordinate imaju vektori koji leZe na pravcu

r = Ilt+xg
= mt+yo
z = nt+zy, telR.

Rjesenge. B
const - (li + mj + nk).

Parametarske jednadzbe pravca kojemu je vektor smjera § = lz—l—mf—i—nl_s: i prolazi tockom Tt (20, Yo, 20)
su

r = Ilt+xg
= mt+yo
z = nt+ zp.

Primjer 6.30 Napisite parametarske jednadzbe pravca kroz tocke
1. A(0,2,3) i B(2,-1,1)
2. A(1,0,3) i B(6,—1,1)
3. A(1,-2,-6) i B(2,5,3).

Rjesenge.

Izracunamo vektor smjera praveca § = Ag, uzmemo tocku A ili B, pa uvrstimo u jednadzZbu pravca

(6.3).
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1. x=2t, y=—-3t+2, z=-2t+ 3,
2. x=5t+1, y=—t, 2= —-2t+3,
3. rx=t+1, y=7t—2, =9t —6.

Primjer 6.31 Odredite presjek ravnina x — 2y —z =2 i x —y = 0. Sto ste dobili kao presjek ravnina?
Rjesenge.

Iz zadanih jednadzbi svaku varijablu izrazimo preko jedne, pa dobivamo parametarske jednadzbe
pravea koji je presjek ravnina.

r =y
=Y
z = —y+2

Primjer 6.32 Zapisite presjek ravnina x —y — 4z = 2 i 22 — z = 1 u parametarskom obliku. Sto ste
dobili kao presjek ravnina?
Rjesenje.

Iz zadanih jednadzbi svaku varijablu izrazimo preko jedne, pa dobivamo parametarske jednadzbe
pravea koji je presjek ravnina.

r =
—Txr+2
z = 2x-—1

6.6 Pojam vektorske funkcije jedne varijable

Radij vektor tocke
7(t) =x)i+yt)j+ z(t)k, zat € R

mozemo smatrati funkcijom jedne varijable, jer zaista ovisi o jednoj varijabli ¢ € R. Domena ove
funkcije je skup realnih brojeva ili neki njegov podskup. Mi varijabli ¢ pridruzujemo vektor 7(t) =
x(t)Z—F y(t)j+ z(t)E To je razlika u odnosu na realne funkcije jedne varijable kojima smo se bavili do
sada i koje su imale domenu i kodomenu u skupu realnih brojeva. Vektor 7(t) = z(t)i + y(t)j + z(t)k
je vektor iz 3-dimenzionalnog prostora, pa zapisujemo

7: R — R3.

Funkciju 7 nazivamo vektorskom funkcijom skalarnog argumenta.

Vektorskim funkcijama skalarnog argumenta su zadane krivulje, odnosno put po kojemu se krece
neko tijelo. Promjena polozaja u vremenu je brzina, a promjena brzine je akceleracija. Rad sile na
putu mozemo racunati za neke jednostavnije slucajeve. Ako je sila funkcija polozaja, a tijelo se giba
po krivulji koja je vektorska funkcija skalarnog argumenta, za izracun rada sile trebat ¢e nam jaci
matematicki aparat od onoga koji se u¢i u srednjoj skoli. Poznavanje najosnovnijih stvari o vektorskim
funkcijama pomodéi ¢e pri svladavanju slozenijih koncepata vezanih uz vektorske funkcije.

Primjer 6.33 Neka je 7(t) = costi + sintj + t2k. Izracéunajte kut izmedu vektora 7(x) i 7(
Rjesenje.

).

(HE]
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cos £(F(r), F(Z)) = (m) - 7(5)
£((m),7(3)) [7(m)| - [7(3)]
cosK(F(W)aF(g)) ~OT

Kut £(7(m),7(5)) = 0.79 radijana.

Primjer 6.34 Odredite sve parametare t za koje je vektor 7(t) = cos ti + sin t}—l— t2k okomit na vektor
a=2j+t2k, tel0,2n).
Rjesenje.

t=+T.

6.7 Vektor ovisan o dvije varijable

Moderna elektrotehnika i komunikacijske tehnologije koje su se iz nje razvile, temelje se na 4 Maxwellove
jednadzbe.

V-B=0
. . 10B
VxE+-"=0
” +08t
§'E:4Wp
Oy p_10F _drs
c Ot c

Mi u ovoj fazi poznavanja matematike i fizike ne mozemo objasniti Maxwellove jednadzbe, ali
mozemo prepoznati da se u tim jednadzbama javlja skalarni i vektorski umnozak vektora, medu kojima
se javlja vektor E koji predstavlja elektricno polje, vektor B koji predstavlja magnetsko polje i vektor
J koji predstavlja gustocéu struje. Ovo su Maxwellove jednadzbe u vakuumu, pa se javljaju konstante
koje opisuju vakuum. Oznaka v predstavlja vektor koji je ujedno i derivacija funkcije!

Neophodno je dobro upoznati vektore koji se mijenjaju s vremenom i polozajem da bi se moglo razumjeti
Maxwellove jednadzbe, zato nastavimo s matematikom koja lezi iza svega toga. Vektor f(z,y) =
fi(x, )i+ fo(z,v)j, za (x,y) € R? éemo zvati vektorskom funkcijom ili vektorskim poljem u ravnini, a

funkcije fi(z,y) 1 fo(x,y) nazivamo koordinatnim funkcijama.
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U mehanici fluida koja se bavi protokom tekuéina takoder je vazno poznavati vektore koji se krecu
u vremenu u prostoru.

6.8 Graficki prikaz vektora ovisnog o dvije varijabli

Primjer 6.35 Pomocu naredbe VectorPlot uw Wolframovoj Mathematici nacrtajte vektore ovisne o (x,y)
1. f=ai+yj), 2 §=—ai—vyj, 3. h=2wi+2yj, 4. F = =221 —2yj, 5. G = yi — xJ, 6. H= dyi—xj.

s Primjer.nb - Wolfram Mathematica 10.4 w =

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help |
|
e
In3]= VectorPlot[{x, v}, {x, -5, 5}, {y, -3, 5}] |
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Wit~ VectorPlot[{-x, -y}, {x, -5, 5}, {¥, -5, 511 7]
GF T T T T T A 9
J SMANNNN VNV VA K

MAMKNN NN L ot w
AMAMNN NN N YA
sl TATATAN W NN} A o w

Out{43=D__---*-'_" T

S o o S i BT T B
A AL AN N Y R R
P v, s 08 2R 88 &0 6
s h S E R AR BN 08 5
AAAAL L AN NNNK
o e e DR B R

100% ~

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
Inf5}= VectorPlot[{2x, 2 ¥}, {x, -5, 5}, {¥, -5, 5}] 1 &
ap
o BAXRNAYtL L AN
TR RN AL
b S0 W L U U T U B R B O O
2 WUE IR W W N ) o
E e il e R e
I 0 o S A A B T TR N
o o o S AN S T T T T W N
L EFAA A OO
FEFXFFF 118U
FFEAFVF T v vy
_5_15 _|4 -2 6 ;:I'_ ‘It -] 41w
100% -
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=
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
ingk= VectorPlot[{-2x, -2 ¥}, {x, -5, 5}, {¥, -5, 5}] 11 &
B T T T T T q q
OV VA
O T A A A
MAMNNNNN VS N X
2L SRR NN N S S S s
om[&::a_ e . 20 B G e
EL w4 NN N R R
o S A B O B O N
AL ANNXXY
AL EL LR R
AALLLL A RN
_5_15 -4 -2 i; 2 :1 L] dd w
100% ~

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

ing:= VectorPlot[{y, -x}, {x, -5, 5}, {¥, -3, 3}]1

e T T T T T 7 3

e e

N\

o =

(8]

Al e e
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L Y 4
L e A A a4

FoF e = N

—- = e

AT R N e o 4
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[t0}= VectorPlot[{4y, -x}, {x, -5, 5}, {¥, -5, 5}1 1]

8

P e e
e T T

P e

2L A A e e e e e e N

P A A e T T RN

r ’ = n

Suio= ok [ I B [ )
b T - LT Y )

L T T e o

=2 WL WL W Wl m m w we o e a a -

LWL W W W W A A i AT AT AT A
W W W W W ittt ol
T el

N

1 L L L L o
-6 -4 -2 ] 2 4 L]

100% ~

Primjer 6.36 U primjeru 6.35 su zadana vektorska polja koja moZemo opisati rijecima-izvor, ponor i
centar. Za koja vektorska polja biste upotrijebili koju od ovih rijeci? RjeSenje.

oo . R
Tzvori su f, h, ponori g, F, a centri G, H.

Silnice magnetskog i elektricnog polja mogu se prikazati pomoéu matematickog pojma vektorskog
polja.

Vazno je znati imamo li u ravnini ili prostoru tocku u koju ulaze strelice naseg polja, to su ponori
ili imamo tocku izvora iz koje izlaze vektori. Kod centra imamo rotaciju, to su vrtlozna polja.

Primjer 6.37 Pomocu naredbe VectorPlot u Wolframovoj Mathematici nacrtajete vektore ovisne o
@y
1. f=bwi+5yj, 2. §g=—wi+yj, 3. G=4yi —4zj, 4. H = Yyi — 4xj.
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[1;= VectorPlot[{5x, 5 ¥}, {x, -5, 5}, {¥, -5, 5}]
-3
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Y EREXRXN VLS LA AT
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) R e e it SRS
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FKFEFFXAF 11U
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e

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In[iz]= VectorPlot[{-x, ¥}, {x, -5, 5}, {v, -5, 5}1 j- -~
e z
il HAELEL T RN RNNX
AL ALY R
HAALLF NN
2L AL L NN R
L T et Selie i T
i " N SO N S T G 3
MANNN NN Y A S
O o S SR B R
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluatien Palettes Window Help
In[s}= VectorPlot[{4 v, -4 x}, {x, -5, 5}, {v, -5, 5}1 i 2
BF T T T T T 7 El
AAAA 7 ==~ =N
AAAA 7 7 v = = NN
sl AWty as =y XN
ffff:‘,-a-m\\\\!\
o LR
our ° EEREE o i X
U SRV Ll
EEIERAEEERE N E ¥
BEORNR N R e g
\\\\\xﬁ—rri/,{’/
-4
e M e s
100% =
File Edit Insert Fermat Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

= VectorPlot[{9y, -4x}, {x, -5, 5}, {v, -5, 51 il
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Primjer 6.38 U primjeru 6.37 su zadana vektorska polja tangencijalna na krivulje. Te krivulje su
kruznica, elipsa, hiperbola, a u jednom primjeru vektori leze na praveu. Gledajuéi slike dobivene u u
Wolframovoj Mathematici pokusajte odrediti koja polja su tangencijalna na koje krivulje.

Rjesenje.
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Kruznica é, elipsa ﬁ, hiperbola g, a na pravcu f

6.9 Pojam vektorske funkcije dviju varijabli

Vektor -
f(xay) = fl(xay)z + fZ(xay)jv zat € R
je funkcija dviju varijabli, jer ovisi o dvijema varijablama (x,y) € R?. Domena ove funkcije je podskup

skupa R? uredenih parova realnih brojeva. Mi paru (z,y) € R? pridruzujemo vektor f (z,y) = fi(x, y)zq—
fo(x,y)7. Za vektorske funkcije imamo

(%,y) = f(xvy) = fl(xvy);+ f2($7y)j€ R?

Funkcije vise varijabli iz poglavlja 5 nazivamo i skalarnim funkcijama da naglasimo da paru ili trojci
brojeva pridruzujemo jedan broj. Realni ili kompleksni broj nazivamo i skalarom. Za skalarne funkcije
imamo

(z,y) — 2= f(z,y) € R.

Vektor f(z,y) = fi1(z, y);+ fa(z, y)j je vektor iz 2-dimenzionalnog prostora, pa zapisujemo
f:R? - R2

Funkciju f nazivamo vektorskom funkcijom dviju varijabli ili vektorskim poljem. Analogno mozemo
imati vektorske funkcije triju i viSe varijabli.
Primjer 6.39 Odredite podrucje definicije funkcije
Fflay) = 2=+ VI—a? — 2.
Rjesenje.
Domena funkcije je jedinicni krug x2 +vy? < 1 bez pravca y = .

—

Primjer 6.40 Odredite podrucje definicije funkcije f(x,y) = yi + V/sinz J.
Rjesenje.
Domena funkcije su tocke (z,y) € R? takve da je x € [2kn, (2k + 1)7] 2a k € Z.

Primjer 6.41 Odredite podrucje definicije funkcije
f(w,y) =yi+ /§ —arcsinz j.
Rjesenje.

Domena funkcije su tocke (z,y) € R? takve da je x € [-1, 3].

6.10 Modeliranje vektorskim funkcijama

Primjer 6.42 Kapetan c¢amca prevozi ljude preko rijeke Siroke 150 metara. Kapetan moZe veslati
brzinom 1 m/s kroz vodu, a rijeka tece brzinom 0.5 m/s.

1. Nacrtajte vektorski prikaz brzine rijeke, brzine ¢camca u odnosu na rijeku i brzinu ¢amca u odnosu
na obalu.

2. Izracunajte vrijeme potrebno da camac stigne na mjesto preko puta pocetne tocke.

Rjesenje.
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1. Vektorski prikaz

Brzina éamca u
odnosu na rijeku

Brzina
riieke

Brzina amca u
odnosu na obalu

2. Vrijeme potrebno da camac stigne na odrediste

Vg—o + Ur = Vs—r
vg—o + vz = Ué—r
Vi, +(05)" = (1)°
Ve—o = 0.866 m/s
t= " = gheg = 17321 s
Primjer 6.43 Veslac kanua Zeli do¢i do otoka udaljenog zapadno 2 kilometra. U uvjetima kada je voda
mirna, vesla¢ moze iéi brzinom 3 km/h, ali kada vjetar puse sa sjeverozapada dolazi od odstupanja

Zeljenog puta veslaca pri cemu da bi dospio do otoka mora na trenutnu brzinu dodati 2 km/h.

V)

1. Nacrtajte vektorski prikaz dodatne brzine zbog vjetra, brzine kanua u odnosu na vjetar i brzinu

kanua u odnosu na otok.
2. Izracunajte vrijeme potrebno da kanu stigne na otok.
Rjesenje.

1. Vektorski prikaz

Brzina kanua u
odnosuna vodu

Dodatna brzina
zbogvijetra

Brzina kanua u
odnosu na otok

2. Vrigeme potrebno da kanu stigne na otok

Tg—vp = Tp—o + Vg
v%_v = v,%_o + vﬁ — 20k _,VgCoSY
32 =wvl | +22 —2u,_, 2c08135°

5= v,%_o + 2\/§vk_0
Vk—o = 1.23 km/h
t=-—=—=-2.=163h

Vk—o 1.23
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Slika 6.1: Polozaj svjetionika i jedrilice u koordinatnom sustavu

Primjer 6.44 Svjetionik se nalazi u ishodistu koordinatnog sustava, a polozaj jedrilice je odreden vek-
torom 7= —4i+ 75 . Udaljenosti su izraZene u kilometrima, a jediniéni vektori i i j su u smjeru istoka
1 sjevera analogno.

1. Nacrtajte koordinatni sustav i poloZaje svjetionika i jedrilice.
2. Izracunajte udaljenost jedrilice od svjetionika.

3. U podne jedrilica je zaplovila vektorom brzine v = 2 + 35 km/h. Izracunajte vrijeme potrebno da
jedrilica dode na os ordinata te udaljenost izmedu novog poloZaja jedrilice i ishodista.

4. Nacrtagte na racunalu stari i novi poloZaj jedrilice.
Rjesenje.
1. Polozaj svjetionika i jedrilice u koordinatnom sustavu vidi se na slici 6.1.

2. Udaljenost se racuna pomocu Pitagorinog teorema

7 = 1/(—=4)> + 72 = /65 = 8.06 km
6 = 180° — arctgrs = 180° — arctg(f) =119.74°

i

3. Nowvi vektor poloZaja jedrilice uw vremenu t moZe se prikazati

Fo=(—4+2t)i+ (T4 3t)].

Jedrilica ée biti toéno na sjeveru kada je jedinicni vektorfjednak nuli, stoga slijedi —4+2t = 0; t =
2 tj. u 2 sata popodne.

12 = (=4 +26)° + (T4 3t)% = 16 — 16t + 462 + 49 + 42t + 9t = 13t + 26t + 65 = 13 (2 + 2t + 5)

t=2pajer.=+/13(44+4+5) =13 km

4. Polozaj jedrilice
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injg}= a := Arrow [{{{0, O}, {-4, T}}}]
b:= Arrow[{{{-4, 7}, {0, 13}}}]
Graphics[{{Red, a}, {Blue, b}}, Frame » True, AspectRatio 1]

oufiol gl

100% <

Primjer 6.45 Zmaj leti brzinom 20 m/s, s tocke A odredena vektorom 7y = 470 + 1115 do tocke B
odredena vektorom rg = 1017 + 5055. Udaljenosti su izraZene uw metrima, a jediniéni vektorii i j su u
smjeru istoka i sjevera analogno.

1. Nacrtajte koordinatni sustav © pocetni i krajngi poloZaj zmaja.

2. Izracunajte udaljenost koju je zmaj preSao od tocke A do tocke B, kut 6, vrijeme trajanja leta i
vektor brzine.

3. Nacrtajte na racunalu pocetni i krajnji poloZaj zmaja.
Rjesenje.
1. Polozaj zmaja vidi se na slici 6.2.

2. Dobivamo vektor puta

= (1017 4 5057) — (477 + 111j) = 547 + 3945
.| = V/54% + 394% = /158152 = 397.68 m

1ot

=

0 = arctg |:,°’_'| = arctg3y! =82.2°
t=2 =375 — 19884
7= U39 — 2,727 +19.815 m/s

3. Polozaj zmaja
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T
S rg= 1011 + 505j

R
ry= 471+ 111

= > Istok

Slika 6.2: Polozaj zmaja

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In441= a 1= Arrow[{{{0, O}, {47, 111}}}]
b := Arrow[{{{0, D}, {101, 505}}}]
c:= Arrow[{{{47, 111}, {101, 505}}}]
Graphic=[{{Red, a}, {Green, b}, {Blue, c}}, Frame » True, AspectRatio -» 1]

500 |-

a00 1

Out{47}=

200 -

100 |-

1
Qa 20 40 60 20 100

100% ~ .

Primjer 6.46 Lopta se kotrlja horizontalno brzinom 5 m/s dok ne dode do ruba igralista.
1. U odnosu na ishodiste na rubu igralista, gdje ée se nalaziti lopta tri sekunde poslije?

2. Odredite vektor brzine.
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Rjesenge.
1. Jednoliko ubrzano gibanje na pravcu

-,

§=tpt+ 1at> =5i-3+ 1 (-9.87)-3%> =15 — 44.1j m

S
<y
|

i~

o+ @t = 57 — 29.45 m/s

Primjer 6.47 Lopta A mase 0.4 kilograma i vektora brzine v, = 0.5 m/s sudara se s mirnom loptom
B jednake mase. Nakon sudara, lopta B ima vektor brzine ip = 0.2i — 0.15 m/s.

1. Koristeéi zakon ocuvanja kolicine gibanja odredite vektor brzine lopte A.
2. Izracunagte brzine svake lopte nakon sudara.

3. Izracunajte kut izmedu vektora poloZaja lopti A i B.

B

. Nacrtajte vektore brzine obiju lopti prije i poslije sudara.

[\

. Kolika je Q vrijednost sudara?

Napomena. Vrijedi zakon ocuvanja kolicine gibanja mua+mip = mia+mipg i zakon ocuvanja energije
E, = E, + Q.
Rjesenje.

1. Vektor brzine lopte A

miva +mip = miig +mip

(0.51 + 05) + (07 + 0) = (2 + yj) + (0.2 — 0.15)
05=24+02; =03

0=y—-01;, y=0.1

i = 0.30 +0.15 m/s

2. Brzine lopte A i B

lia] = /0.32 + 0.1 = 0.32 m/s
lip| = v/0.2% +0.3% = 0.13 m/s

3. Kut izmeddu vektora lopti A i B
04 = arctgl%l = arctg(J9) =71.56°
Op = arctgr; = arctg(32) = 33.69°

Kut izmedu vektora A i B je 71.56° + 33.69° = 105.25°

4. Vektori brzina lopti
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inf11;= a := Arrow[{{{0, D}, {D.5, D}}}]
b:=Arrow[{{{0, 0}, {0.3, D.1}}}]
c:= Arrow[{{{0, 0.1}, {0.2, 0}}}]
Graphics[{{Red, a}, {Green, b}, {Blus, c}}, Frame » True, AspectRatioc-»1/2]

040 [T T T dl T T T ] q

0.08 -
0.08 -

Out[14}= nosf

0.0z -

-
0.00 -
0.0 0.1 0.2 03 0.4

in [

100% =

5. Gubitak kineticke energije
Eap=3mvy =3-04-05>=0.051J

Ep,=01J
E,=0.05J
E4 = -0.4-0.32%2 = 0.02048 J

Imu? =

Ep. = %mug =5-0.4-0.13* =0.026 J
E, =0.02048 + 0.026 = 0.04648 J
Q=FE,—E,=0.05—-0.04648 = 0.00352 J
Q wvrijednost iznosi 7.04% od E,.

=N

Primjer 6.48 Rukometna loptu mase 0.2 kilograma giba se brzinom v = 237 + 23} m/s, gdje je i
jedinicni vektor usmjeren duZ igralista, a jediniéni vektor j okomit na povrsinu igralista. Rukometas

udara loptu i u kratkom vremenu brzina lopte postane vy, = —17i m/s. Odredite impuls sile. Uputa:
impuls sile I = muvj, — muy,.
Rjesenje.

-,

Impuls sile T = muj, — muj, = 0.2(237 4 23] + 171) = 0.2(407 + 237)

I =0.21/40% + 232 = 9.23 Ns

Primjer 6.49 Polozaj sitnog tijela (materijalne tocke) opisuje se vektorom poloZaja. Pocetni poloZaj
tocke opisan je vektorom poloZaja, 7;(3i 4 4j m, a polozaj nakon 2 sekunde vektorom 7y = (5i + 2j) m.

1. Odredite kolika je srednja brzina gibanja.

2. Nacrtajte pocetni i krajnji poloZaj tocke.
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Rjesenge.
1. Srednja brzina je promjena vektora polgiaja %vTenzenu:_'U = ﬁ—f = A—f;—l— %%f = Vi + vy]_"
Promgena polozaja A7 =7 — 7 = Axvi+ Ayj =2i —2j m
Vektor brzine je: 7= 4% = i —j m/s, iznos brzine v =, [v2 + v2=2=141m/s.

2. Polozaj tocke

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Injgz]= a := Arrow [{{{0, 0}, {3, 4}}}]
b := Arrow[{{{0, 0}, {5, 2}}}]
a = Arrow[{{{3, 4}, {5, 2}}}]
Graphics[{{Red, a}, {Orange, b}, {Blue, c}}, Frame » True]

P L L s Y N A S B s e oy

OutEg}=

100% = :
Primjer 6.50 Lopta je bacena pocetnom brzinom vy = 3+ 2} m/s. Odredite:
1. iznos pocetne brzine i kut pod kojim je lopta bacena u odnosu na horizontalnu os (v 0s)
2. iznos brzine u najvisoj tocki putanje (g = 10 m/s?).

3. Nacrtajte vektor brzine na racunalu.
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vZ 402 = V13 =3.6 m/s.

Rjesenje.
1. pocetna brzina lopte U = v,1 + vyj = 3i + 2j, iznos brzine je v =
Komponente brzine se mogu napisati: vo, = vo cos by, voy = vo sinby,
2

(¥
tgeo = ﬂ = 3>
Vox 3

0o = 33.7°.
2. brzina lopte ¥ = Uy — gt, u najvisoj tocki putanje voy = 0 m/s, v = vo, = 3 m/s.

Vektor brzine

3.
File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
In74p= a = Arrow [{{{0, O}, {3, 2}}}]
Graphics[{{Red, al}l}, Frame » Trune, AspectRatioco»1/2]
S0 —T T ]
1.5F
OF
Out75k
2
0.0 L1 1 1 A
0.5 10 1.6 24 25 20
- i .
= —414+65 N1

Primjer 6.51 Na tijelo mase m = 2 kilograma istovremeno djeluju dvije sile ﬁl

Fy = 8 — 105 N. Odredite:
1. rezultantnu silu
2. iznos i smjer ubrzanja
3. Nacrtajte zbroj sila na racunalu.

£ _ 9{ 2], a =283 m/s?

Rjesenge.
1. Ukupna sila je F = ﬁl + ﬁg ,ﬁ = 4] — 437 N, iznos sile je F' = 5.66 N.
a, a=

2. Ukupna sila daje tijelu mase m ubrzanje a. F=F+F,=m-

tgh = 3* =1, kut 0 = —45°.

3. Zbroj sila
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File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

In[iT8l= @ = Arrow[{{{4, 0}, {0, 6}}}]
b := Arrow[{{{D, 6}, {8, 16}}}]
o= Arrow[{{{8, 16}, {4, 0}}}]
Graphics[{{Red, a}, {Blus, b}, {Orange, c}}, Frame » True]

Out[175}=

Duvige poznate sile

PI‘lIIlJeI‘ 6. 52 Na tijelo koye se gzba stalnom brzinom istovremeno djeluju tri sile.
—3k'N zFQ——8z—1OJ+9k N.

suF) = —6i+ 7]
1. Odredite silu F3.

2. Nacrtagte te tri sile
Rjesenje.
1. Ako se tijelo giba konstantnom brzinom uk:upna sila je nula
F=F +F,+Fs, F5= (F1+F2) Fy =147 — 3j+6k N.
2. Prikaz sila je na slici 6.3.
Primjer 6.53 Nabijeno tijelo u ishodistu koordinatnog sustava djeluje silom F' = 3i+1.55 + 2k uN na

cesticu naboja ¢ = 80 nC
1. Odredite elektricno polje u tocki u kojoj je naboj q

2. Nacrtajte vektor E

Rjesenge.
— 37.5i + 18.755 + 25.8k N/C

1. F

—

:q~E,E

Q[
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File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Infz00f= a := Arrow[{{{6, O, 3}, {0, 7, 0}}}]
b:= Arrow[{{{0O, 7, O}, {-6, -3, S}}}]
c:= Arrow[{{{-8, -3, 9}, {6, D, 15}}}1
Graphics3D[{{Red, a}, {Blue, b}, {0Orange, c}}, Axes » True]

0 5

Out[203}=

100% «

Slika 6.3: Prikaz sila

2. Prikaz vektora E

File Edit Inset Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

Inj11)= a := Arrow[{{{0O, O, 0}, {37.5, 18.75, 25.8}1}]
Graphics3D[{Red, a}, Axes » True]

Primjer 6.54 Pomak kolica pod utjecajem sile F =8.0i— 8.0; N dan je vektorom s = 3.0i — 4.0; m.
Odredite iznos sile, pomak, rad sile te kut izmedu vektora sile i pomaka.



PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

6.10. MODELIRANJE VEKTORSKIM FUNKCIJAMA 427

Rjesenge.

Inos sile F' = | FZ + F2 = 11.3 N, iznos pomaka s = /52 + s2 = 5.0 m
Rad sile je W = F -§=F, -5, + Fy -5, W=8-3—-8-4=-801J
Rad sile mozZemo odrediti iz skalarnog produkta vektora sile i pomaka: W = F.§= Fscos 9, 9 je kut

izmedu vektora sile i pomaka.

cosf = % = ﬁ = —0.14, kut 6 = 98°.

Primjer 6.55 U tocki opisanoj vektorom poloZaja 74 = i— 2; m djeluje sila Fy =10i + 203'7 15k N.
Odredite zakretni moment sile s obzirom na ishodiste.
Rjesenge.

Moment sile: M =7 x F, M = (i — 25) x (10i + 205 — 15k) = 307 + 155 + 40k Nm.

Primjer 6.56 Odredzj;e zakretni moment cestice mase m = 1 kilogram u trenutku kada joj je poloZaj
opisan ¥ = —3i + j—5k m, a brzina je ¥ = —2i — 6j m/s.

L

Rjesenge.

Zakretni moment je: L = 1% Ez X mu, L=-30i + 10f+ 20k kgm?s.
Primjer 6.57 U tocki A(2 m,1 m,0 m) djeluju 2 sile Fy = 5i N i Fy = —2i + 6 N. Odredite:
1. wvektor poloZaja tocke A,
2. rezultantnu silu.
3. Nacrtajte na racunalu te tri sile.
4. Odredite rezultantni moment sile s obzirom na ishodiste.
Rjesenge.
1. Vektor polozaja tocke A: 74 = zi + yj—&— 2k = 20 + ; m.
2. Rezultantna sila: F = 131 + 132 =3i+ 65' N.

3. Prikaz sila



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

POGLAVLJE 6. MATEMATICKO MODELIRANJE JEDNOSTAVNIM
428 VEKTORSKIM FUNKCIJAMA

File Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help
o A
In[z18)= a := Arrow[{{ {0, 0}, {5, 0}}}]1
b := Arrow[{{{5, D}, {3, 6}}}]
o= Arrow[{{{3, 6}, {0, 0}}}]
Graphics[{{Red, a}, {Blue, b}, {Orange, c}}, Frame » True] ]
o R T e L S S B T S N R e B T e B 7
sk
41
outzz2l T [
a3l
1L
D'u’ 1 et
i} 1 2 3 4 5 | |2
100% =

4. Moment sile: M =7 x F, M = (2i + j) x (3i + 65) = 9k Nm.

Primjer 6.58 Elektron (naboj ¢ = 1.6 - 107° C) wulazi u magnetsko polje B = 0.4 T brzinom v =
6-107 m/s. Smjer brzine i magnetskog polja (gleda u papir) prikazan je na slici: © = (6 - 107j) m/s,
B = (—0.24k) T. Odredite magnetsku silu na elektron.

Rjesenje.

- =

Magnetska sila je E, = qU X é, E, = gi x B, F,, =2.3-10"'2 N.
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6.11 Zadaci za vjezbu

Zadatak 6.1 Ako je pocetni poloZaj lloéke opisan vektorom poloZaja 7= —3i + 234— 4k m, a polozaj
nakon 3 sekunde vektorom 7y = 9i 4 2j + 10k m kolika je srednja brzina gibanja?
Rjesenje.

T =47 + 6k m/s, iznos brzine v = \/VE vl =V52="72m/s.

Zadatak 6.2 Proton se giba brzinom v; = —3i + 4;—1— 3k m/s, a b5 sekundi kasnije brzina je o =
67 + 4f+ 5k m/s. Odredite prosjeéno ubrzanje.
Rjesenje.

a= %f = 97 + 2k, iznos brzine v = vZ+v=152="72m/s.

Zadatak 6.3 Na tijelo smjesteno u ishodistu istovremeno djeluju 3 sile (slika): Fy = 44 N, Fp =36 N
1 F3 =32 N.

£
F,
55"
m X
25 65°
F, ¥,

Odredite:

1. rezultantnu silu pomoéu jedinicénih vektora

2. iznos i smjer rezultante sile u odnosu na x 0s.
Rjesenge.
1. komponente sile su: F, = Fjcosb5° — F5co825° 4+ F3cos65°, F, = 5.76 N, F,, = F;sin55° —

F,sin25° — Fysin65°, F, = —8.16 N
F =5.76i —8.16j N

2. F= /F2+F2=\9977=10 N, tg = 1%, 0 = —54.78°.

Zadatak 6.4 Posuda s vodom mase m = 10 kilograma objeSena je na uie (zanemarive mase) kao na
slici. U ravnotezi je ukupna sila na posudu nula. Odredite u tom slucaju sile napetosti uzeta F, i Fy
(g =10 m/s?).



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM @ _

POGLAVLJE 6. MATEMATICKO MODELIRANJE JEDNOSTAVNIM
430 VEKTORSKIM FUNKCIJAMA

F, sin @
i B

F, cos 8|F, cos ¢

Rjesenje.

U ravnotezi je ukupna sila nula pa vrijedi: F, = mg
—F,cos0 4+ Fycos¢p =0 i F,sinf + Fpsing —mg =10
F, =583 N, F;, =89.9 N.

Zadatak 6.5 Pomak tijela pod utjecajem sile F=8i— 8]’—8]3 N opisan je vektorom § = 2 + 3]’—51—5 m.
Odredite:

1. rad sile
2. kut izmedu vektora sile i pomaka.
Rjesenje.
1. W=F §=F, s,+F, s,+F.-s,, W=32N

2. cosf = P = =224 =0.37, 0 = 68.28°.
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PROJEKT STEM GENIJALCI

Korisnik projekta: Gimnazija Matija Mesi¢

Vrijednost projekta: 2.474.286,40 kuna.

Trajanje projekta: 12 mjeseci (listopad 2015. — listopad 2016.)

Partneri u projektu: Strojarski fakultet Slavonski Brod i Gimnazija Nova Gradiska

Ciljevi projekta:

Opéi cilj projekta je doprinijeti povecanju broja ucenika koji upisuju STEM (Science, Technology,
Engineering, and Mathematics) studijske programe i poveéanju njihovog uspjeha na studiju te
konkurentnosti na trzistu rada omoguéavanjem stjecanja dodatnih kompetencija iz STEM i ICT podrucja.

Specifiéni ciljevi projekta:

e  Razvijeni inovativni kurikulumi usmjereni na stjecanje kompetencija iz STEM i ICT podrudja.

e  Osigurani uvjeti za uvodenje novorazvijenih kurikuluma u sustav obrazovanja u Gimnaziji Matija
Mesi¢ i Gimnaziji Nova Gradiska i promoviran znac¢aj STEM kompetencija.

Aktivnosti na projektu:

Unaprjedenje nastavnickih kompetencija za izradu i implementaciju kurikuluma

Formiranje 5 radnih skupina za izradu 5 fakultativnih kurikuluma

Edukacija nastavnika o izradi kurikuluma i formuliranju ishoda ucenja

Studijski posjet Italiji radi upoznavanja primjera dobre prakse

Studijski posjet Institutu Ruder Boskovié

Edukacija o obnovljivim izvorima energije

Edukacija nastavnika o inovativnim nastavnim metodama rada “Citanje i pisanje za kriticko
misljenje

e o 06 0 0 0 —

II. Razvoj fakultativnih kurikuluma iz podruéja STEM-a i ICT-a

Analiza postoje¢ih kurikuluma

Razvoj fakultativnog kurikuluma iz podrucja biologije

Razvoj fakultativnog kurikuluma iz podrucja kemije

Razvoj fakultativnog kurikuluma iz podrucja fizike

Razvoj fakultativnog interdisciplinarnog kurikuluma iz podrucja matematike i informatike

Razvoj fakultativnog interdisciplinarnog kurikuluma iz podru¢ja obnovljivih izvora energije

Izrada 5 prirucnika za nastavu s ispitima za provjeru usvojenosti ishoda ucenja

Izrada digitalnih sadrzaja za provedbu kurikuluma

Edukacija za primjenu digitalnih sadrzaja

Studijsko putovanje u Amsterdam radi upoznavanja primjera dobre prakse i iskustva u razvoju
tehnologija obnovljivih izvora energije i njihovog povezivanja s gimnazijskim kurikulumima iz STEM
podrucja

ITI. Unaprjedenje materijalnih uvjeta za implementaciju novorazvijenih kurikuluma
Opremanje praktikuma za kemiju

Opremanje praktikuma za biologiju

Opremanje praktikuma za matematiku i informatiku

Opremanje praktikuma za fiziku

Nabavka opreme za provedbu interdisciplinarnog kurikuluma Obnovljivi izvori energije.
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IV. Diseminacija novorazvijenih kurikuluma i promocija STEM kompetencija
Izrada portala za E-ucenje

Okrugli stol — STEM — buduénost Europske unije

Izrada brosure za promociju STEM kompetencija

Sajam ideja na Fakultetu Kemijskog inZenjerstva u Zagrebu

Osnivanje STEM kluba

Dan otvorenih vrata STEM kluba

Promidzba i vidljivost
Uvodna konferencija
Promocija u medijima
Promotivni materijali
Zavrsna konferencija

Upravljanje projektom i administracija
e  Sastanci projektnog tima

e  Sastanci s partnerima

e Izvjestavanje prema Ugovornom tijelu




PRIMILJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

BILJESKE



PRIMIJENJENA MATEMATIKA PODRZANA RACUNALOM

BILJESKE



