Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematicko drustvo

DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja skola — A varijanta

1. travnja 2011.

1. Odredi 1996 ako je

T T2 Z3 L1006

$1+1:$2+3:ZC3—|—5: .:I1006+2011

?

171+ZL'2+...+$1006 == 5032

2. Izvan pravilnog mnogokuta A;A,... A, nalazi se tocka B takva da je trokut
A1 A9 B jednakostranican. Odredi sve n za koje su tocke B, A, i Az uzastopni
vrhovi nekog pravilnog mnogokuta.

3. Cetiri prirodna broja a, b, ¢, d zadovoljavaju jednakosti
a+b=c, a+d=2c.

Pokazi da postoji pravokutni trokut povrsine abed kojem su duljine svih stranica
prirodni brojevi.

4. Dan je tetivni ¢etverokut ABCD. Simetrala duzine BC sije¢e duzinu @ tocki
E. Kruznica koja prolazi tockom FE, vrhom C' i polovistem F' stranice BC sijece
duzinu C'D u tocki G. Dokazi da su pravci AD i FG medusobno okomiti.

5. Supruznici Ana i Tomislav dosli su na zabavu na kojoj su sudjelovala jos Cetiri
para. Prilikom dolaska dogodio se izvjestan broj rukovanja. Pritom se nitko nije
rukovao sa svojim bra¢nim drugom niti sa samim sobom. Kada je kasnije Tomislav
upitao sve prisutne s koliko su se osoba rukovali, dobio je devet razli¢itih odgovora.
S koliko se osoba rukovala Ana?
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1. Odredi sve parove (m,n) prirodnih brojeva takve da n dijeli 2m — 1 1 m dijeli
2n — 1.

2. Neka su a i b realni brojevi takvi da su sve nultoc¢ke polinoma
P(x) = 2* 4+ az® + bx — 8

realne. Dokazi da vrijedi a® > 2b+ 12.

3. Odredi sve vrijednosti parametra a za koje sustav
27 Lzl =2 +y+a
1,2 + y2 =1

ima to¢no jedno rjeSenje (r,y) € R

4. U trokutu ABC vrijedi |AB| = |AC|, a simetrala kuta <ABC sijece stranicu AC
u tocki D tako da je |BC| = |BD| + |AD|. Odredi kutove tog trokuta.

5. U vreéi se nalazilo 255 kuglica oznacenih brojevima 1, 2,..., 255, a onda je
svaki od N ucenika uzeo je iz vrecée po jednu kuglicu. Pokazalo se da nijedan
od izvucenih brojeva nije tocno dvostruko vec¢i od nekog drugog izvucéenog broja.
Odredi najveéi moguéi N.
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1. Dan je pravokutan trokut ABC's pravim kutom pri vrhu C', u kojem je M poloviste
— 1
katete BC'. Dokazi da je sin(<MAB) < 3 Kada se postize jednakost?

2. Odredi sve parove (x,y) cijelih brojeva koji zadovoljavaju jednadzbu

Ply-D+y*(e—1)=1

3. U trokutu ABC vrijedi |AB| = |AC|. Na stranici AC nalazi se tocka D takva da

je |AD| < |CD|, a na duzini BD tocka P takva da je <APC pravi kut. Ako je
<GABP = <BCP, odredi |AD| : |CD|.

4. Neka su a, b, c razlic¢iti prirodni brojevi i k prirodan broj takav da vrijedi

ab+ be + ca > 3k* — 1.

Dokazi da je (a3 +0+ 03) > abc + 3k.

W =

5. Svako polje ploce 1000 x 1000 obojano je crnom ili bijelom bojom. Ukupan broj
crnih polja na ploci je za 2012 veéi od ukupnog broja bijelih polja. Dokazi da
postoji kvadrat 2 x 2 koji sadrzi tri polja jedne boje i jedno polje druge boje.
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1. Dokazi da je za svaki k € Ny moguce odabrati 4-2* razli¢itih prirodnih brojeva koji
nisu veéi od 5-3", tako da medu njima ne postoje tri uzastopna ¢lana aritmetickog
niza.

2. Odredi sve funkcije f : R — R takve da za sve x,y € R vrijedi:

@+ fy) =y — 2.

2011
) 2010
, gdje je n prirodan broj? Poredak faktora nije bitan.

3. Na koliko nacina se broj moze prikazati kao umnozak dvaju razlomaka

oblika

4. Upisana kruznica Siljastokutnog trokuta ABC' dodiruje stranice BC', CA i AB
redom u tockama D, E i F. SrediSte te kruznice je tocka S, a pravac DS sijeCe
duzinu EF u to¢ki P. Ako je M poloviste stranice BC, dokazi da su tocke A, P
i M kolinearne.

5. Neka je Py, Ps, ..., P, permutacija vrhova pravilnog 2n-terokuta.
Dokazi da zatvorena poligonalna linija koja se sastoji od duzina

P1P27 P2P37 EIR) P2n—1P21’L7 P2nP1

sadrzi barem jedan par paralelnih duZzina.



