DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — B varijanta
Opatija, 1. travnja 2011.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENS-
TVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1. Rijesite jednadzbu:

|z — |z = o+ 1| = 2.

Rjesenje.
Kako je x jednak lijevoj strani jednakosti koja je nenegativna, mora biti x > 0.

Stoga je i x + 1 > 0. Slijedi da je

v=lr—lr—(r+1)|[=lr—[-1=|r—1].
Sada imamo dva slucaja:

(a) x—12>0,tj. z > 1. Tada je x = x — 1 odakle slijedi da je 0 = —1 §to znaci da u
ovom slucaju nema rjesenja.

(b) z =1 <0, tj. 0 <z <1 (zbog pocetnog uvjeta da je x nenegativan). Tada je
xr = —x + 1 odakle dobivamo rjesenje x = % koje zadovoljava uvjet.

Zadatak B-1.2. Koriste¢i znamenke 1, 3, 4, 5, a, gdje je a takoder neka od znamenki
(ne nuzno razlicita), napisite najveéi moguéi peteroznamenkasti broj koji je djeljiv s 12.
Svaku od znamenki 1, 3, 4, 5, a treba upotrijebiti.

Rjesenje.

Neka je trazeni broj n. Ako je n djeljiv s 12, djeljiv je s 3 i 4.

Da bi n bio djeljiv s 3, zbroj njegovih znamenaka mora biti djeljiv s 3.

Tada je 14+3+4+4+5+a =13+ a djeljivo s 3.

Kako je a € {0,1,...,9}, zaklju¢ujemo da a moze biti jedan od brojeva 2, 5 ili 8.
Dakle, znamenke su 1, 3, 4, 5, 21ili 1, 3,4, 5, 51ili 1, 3, 4, 5, 8.

Broj n je paran pa na kraju moze imati 2, 4 ili 8. Da bi broj bio djeljiv s 4, njegov
dvoznamenkasti zavrsetak treba biti djeljiv s 4.

U prvom slucaju zavrsetci su 12, 24, 32, 52 pa je najveci takav broj 54312.
U drugom slucaju niti jedan nije djeljiv s 4.
U tre¢em slucaju zavrSetci su 48, 84, a najveci takav je broj 53184.

Prema tome, najveéi trazeni broj je 54312.



Zadatak B-1.3. Dokazite da je u tablici

1
2,3,4
3,4,5,6,7
4,5,6,7,8,9,10

zbroj svih ¢lanova u svakom retku jednak kvadratu srednjeg broja.

Rjesenge.

U svakom retku imamo redom 1,3,5,7,...,2k — 1 brojeva.

To znaci da je u k—tom retku prvi broj k, a posljednji broj je k 4+ 2k — 2 = 3k — 2.
Srednji broj u retku je aritmeticka sredina prvog i posljednjeg broja u retku, a to je

k+3k—2 4k —2

= =2k — 1.
2 2

Dakle, u k—tom retku su redom brojevi
kk+1,k+2k+3,...,2k—1,...,3k— 1,3k — 2.

Oznacimo njihov zbroj sa S i zapisSimo ga jednom u rastucem, a jednom u padajuc¢em
poretku:

S = k+ (k+1)+ (k+2)+ ...+ @Bk—-4H)+ @Bk-3)+ (Bk—-2)
S= Bk-2)+ Bk-3)+ Bk—-4H+ ..+ (k+2+ (k+1)+ k.

Zbrojimo li ove dvije jednakosti, dobivamo:

2S5 =4k —2)+ (4k —2)+ (4dk = 2) + ... + (4k — 2) + (4k — 2) + (4k — 2),
odnosno 2k — 1 puta isti pribrojnik.
Tada je 25 = (2k — 1)(4k — 2) ili

1

573

2k —1)-2-(2k—1) = (2k — 1)?

Sto je i trebalo dokazati.

Napomena. Ako ucenik primjeni formulu za zbroj n uzastopnih brojeva, priznati
predvidene bodove za izracunavanje trazenog zbroja.



Zadatak B-1.4. Kralj Hijeron iz Siracuse dao je 16 funti zlata i 4 funte srebra, da mu
iz tog materijala izliju krunu. Kad je kruna bila gotova, tezila je 20 funti, ali je kralj
ipak dao velikom matematicaru Arhimedu da ispita, nije li mozda odredena koli¢ina zlata
zamijenjena srebrom iste tezine.

1
Arhimed je vagnuo krunu u vodi i ustanovio da je izgubila na tezini 1— funte. Znajuéi pri

tom da 20 funti zlata izgubi u vodi 1 funtu svoje tezine, a 21 funta srebra izgubi 2 funte
svoje tezine, Arhimed je utvrdio racunski da je doista jedna koli¢ina zlata zamijenjena
srebrom. Kolika je ta koli¢ina zlata?

Rjesenge.
Neka je z koli¢ina zlata (u funtama) u izlivenoj kruni, a y koli¢ina srebra u izlivenoj kruni.
Tada je z +y = 20.

x funti zlata izgubi u vodi % -1 funti, a y funti srebra izgubi 2y_1 - 2 funte.

1
To mora ukupno dati 11 funti izgubljene tezine krune.

Pisemo
r 2y 1
20 21 1
Treba rijesiti sustav jednadzbi
T+y =20
T 2y )
20 21 1
odnosno
T+y =20
{21x + 40y = 525.
Rjesenje je 1 = — = g,y:ﬁ: E
19 19 19 19

29 . o .
Prema tome, To funti zlata zamijenjeno je srebrom.



Zadatak B-1.5. U siljastokutnom trokutu ABC' duljina tezisnice BM jednaka je duljini
visine C'N. Neka je P sjeciste pravaca CN i BM. Dokazite da je |[BP|=2-|PN]|.

Prvo rjesenje.

1
Spustimo visinu M N’ iz tocke M na stranicu AB. Vrijedi da je [MN'| = §|C’N|.
Trokuti BNP i BN'M su sli¢éni. Slijedi da je

BP| _ |BM| _ [CN|
R

sto je i trebalo dokazati.

Drugo rjesenje.

Produljimo 1li duzinu BM preko tocke M za duljinu tezisnice do tocke D, dobit ¢emo
paralelogram ABC'D. Tada je kut ZCDP = Z/NBP, a kut ZBPN = ZDPC pa su
trokuti BPN i DPC slic¢ni.

Njihove stranice su proporcionalne pa vrijedi
|BP|  |PN|
|DP| — |PC|’

Nadalje,
|BP)| B |PN|

2|BM| — |BP| |CN|— |PN|
Kako je |BM| = |CN|, vrijedi

IBP| |PN]
2|CN|— |BP| ~ |CN|—|PN|’
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a odatle
|BP|-|CN|—|BP|-|PN|=2|PN|-|CN|—|BP|-|PN|.

Odatle slijedi tvrdnja zadatka |BP| =2 |PN]|.
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Zadatak B-2.1. Nacrtajte u kompleksnoj ravnini skup tocaka (z,y), pridruzenih kom-
pleksnim brojevima z = x + yi, za koje vrijedi

Rez-Imz<0 i [z]><Im(2%)+1.

[zracunajte povrsinu tog skupa tocaka.

Rjesenje.
Iz prve nejednakosti slijedi z -y < 0, Sto znaci da trazene tocke leze u drugom ili ¢etvrtom
kvadrantu.

Iz druge nejednakosti slijedi
2 +y? < 2xy+1,

odnosno (x —y)? < 1ili |z —y| < 1.
Odatleje — 1<z —y <1,odnosnoy<z+1iy>x—1.

Trazeni skup tocaka je dio ravnine izmedu pravacay = x+11iy = x — 1, a unutar drugog
i cetvrtog kvadranta kao sto je prikazano na slici.

A

Y

Sa slike se vidi da je



Zadatak B-2.2. Veslajuéi ujednaceno ribar je uzvodno presao onoliko kilometara koliko
4

———— = /3x + 1, a vratio se, bez zadrzavanja, u

V3r+1 )

pristaniste za 1 sat i 20 minuta. Kojom je brzinom veslao ako je brzina rijeke 2 km/h?

iznosi rjesenje jednadzbe /bx —

Rjesenge.

Rijesimo prvo danu jednadzbu

4
VHL — ———— =3z + 1.
V3r+1

Pomnozimo je s nazivnikom.

Vir(Bx+1)—4=3zx+1

bx(3x + 1) = 3z + 5.
Kvadriramo li obje strane, slijedi

1522 + 52 = 922 + 30x + 25
622 — 250 — 25 = 0.

Jedino pozitivno rjesenje ove jednadzbe koje zadovoljava i pocetnu jednadzbu je z = 5
km.

Ribar je put od 5 km presao uzvodno i isto toliko nizvodno za ukupno 1 h i 20 min, Sto

je — h.
Je3

Ako je brzina kojom ribar vesla v, tada je

v32+vi2=§/-3(v—2)(v+2)
15(v +2) + 15(v — 2) = 4(v* — 4)

20?2 — 150 — 8 = 0.

Pozitivno rjesenje ove jednadzbe je v = 8. Ribar je veslao brzinom od 8 km/h.



Zadatak B-2.3. Cetiri brata Zive na imanju u obliku jednakokra¢nog trapeza kojemu
je duljina veée osnovice a, kut uz osnovicu 50° i kut medu dijagonalama 76°. Kuce su
im pri vrhovima trapeza. Odlucili su napraviti bunar jednako udaljen od sve ¢etiri kuce,
tocnije, od vrhova trapeza. Koliko bi bunar trebao biti udaljen od vrhova trapeza? Moze
li se bunar napraviti na njihovom imanju?

Rjesenje.

D/_\C

p QO

Da bi bunar bio jednako udaljen od svake kuce, mora biti u sredistu trapezu opisane
kruznice.

Zadano je da je ZCEB = 76° ili ZAEB = 76°. No, ZAEB ne moze biti jednak 76° jer
bi u protivnom kutovi ZEAB i ZEBA iznosili 52° (trokut ABE je jednakokracan). To
je nemoguce jer su to kutovi unutar trapeza, unutar kutova ZDAB ili ZC'BA pa moraju
biti manji od 50°. Dakle,

LCEB=176° = ZAEB =180°—176° = 104°

JABE — 180 _;AEB _ age

LADB = 180° — (4/DAB + ZABFE) = 92° (obodni kut nad tetivom AB)

Tada je pripadni sredisni kut ZASB =2/ADB = 184° > 180°
Slijedi da je srediste opisane kruznice S izvan trapeza.

To znaci da se bunar ne moze napraviti na njihovom imanju, a da bude jednako udaljen
od svih kuca.

odakle slijedi d = 5 @ Bunar bi trebao biti

cos 2°

Q ole

Vrijedi da je ZBAS = 2° pa je cos2° =

udaljen od kuca za
a

T 2cos2




Zadatak B-2.4. Neka je ABC'D paralelogram i neka su P i () redom polovista stranica
BC i CD. Dokazite da je povrsina trokuta AP jednaka % povrsine paralelograma.

Prvo rjesenje.
Sa P oznac¢imo povrsinu paralelograma ABCD.
Kako je 2|CP| = |BC|12|CQ| = |CD| i £PCQ = £BCD, onda je

1 1

Prpcg = ZPABCD = gp-

Kako je 2|BP| = |BC| i ZABC = ZABP, onda je

1 1

Paapp = §PAABC = ZP'

Kako je 2|DQ| =|CD|i ZCDA = ZQDA, onda je

1 1

Propa = EPAACD = é_lP'

Sada je

1 1 1 3
PAAPQ:P_PAABP_PAAQD_PAPCQ:P_ZP—ZP—§P2§P_

Drugo rjesenjge. Analiticka geometrija.
Smjestimo paralelogram u pravokutni koordinatni sustav tako da vrhovi paralelograma
imaju sljedeée koordinate: A = (0,0), B = (a,0), C' = (a + z,v), D = (z,v).

Tada polovista imaju koordinate P = (a + z, g), Q= (

a i )
- T,v|.
9 )

2
Tada povrsina trokuta AP() iznosi

1 v T a v 3 3
Paarg = 5[0+ (5 =0) + (a5 3) vt (50) (-5)| =50 =57



Zadatak B-2.5. U kutiji se nalaze kuglice oznacene brojevima od 1 do 10. Petar izvlaci
po jednu kuglicu te na ploci zapisuje zbroj broja na kuglici i rednog broja izvlacenja.
Dokazite da nakon izvlacenja svih kuglica, medu brojevima zapisanim na ploci postoje
barem dva broja kojima su zadnje znamenke jednake.

Rjesenge.
Na ploci je zapisano 10 brojeva. Dobiveni su zbrajanjem dva broja od kojih je svaki iz
skupa {1,2,3,...,10}. Njihov zbroj je jednak: S =2(1+2+...+10) =10-11 = 110.

Kada bi svaki od zapisanih brojeva zavrsavao razli¢itim znamenkama, te znamenke bi bile
0,1,2, 3,4,5,6,7, 8, 9. Utom slucaju pri zbrajanju svih takvih brojeva dobili bismo
O+1+2+4+...4+9=45,

tj. kao zadnju znamenku zbroja svih brojeva na plo¢i dobili bismo broj 5, a to je kontra-
dikcija s ¢injenicom da je zbroj brojeva na ploci 110.

Zakljucujemo da ne mogu svi zapisani brojevi imati razli¢ite znamenke, tj. kod barem
dva od njih se zadnje znamenke podudaraju.
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Zadatak B-3.1. Ako su a, b, ¢ duljine stranica proizvoljnog trokuta te a kut kojeg
zatvaraju stranice s duljinama b i ¢, dokazite da vrijedi:

a’ = (b+c)2-sin2%—|— (b—C)Q'COSQ%.

Rjesenje.

Primjenimo na desnoj strani dane jednakosti formulu za polovi¢ni kut

(b+c)2-sin2%+(b—c)2-cos2% = (b—l—c)2-1_$+(b—c)2-1+$ =
= % [(b+¢)* = (b+c)*cosa+ (b—c)*+ (b—c)*cosal =
= % [262 +2¢% — cosa (b2 4 2bc 4 ¢ — b + 2bc — 02)} =
= % [262 + 2¢® — 4bc cos a] =b*+¢* — 2bc - cosa.

Kako je u danom trokutu prema kosinusovom poucku b? + ¢ — 2bccos a = a?, tvrdnja je
dokazana.

11



Zadatak B-3.2. Rijesite nejednadzbu:

| | 2¢ — 1
08 z+4 108y 1+x

< 0.

Rjesenge.

Odredimo uvjete za koje je izraz na lijevoj strani nejednadzbe definiran:

20 — 1

>0 1
1+ (1)
20 — 1 20 — 1
1 >0, tj. > 1 2
08— >0t T (2)
4 4
x; >Qx; L1t x> A, x A =2 (3)
: oo 2 —1 T2
Iz (1) 1 (2) slijedi da je . > 1. Slijedi T > 0, odnosno x € (—oo0, —1) U (2, 00),
x x
sto zajedno s (3) daje konacan uvjet x € ((—4, —1) U (2,00)) \ {—2}.
4
Nadalje, rjesavanje nejednadzbe dijelimo na dva slucaja, kada je baza 0 < ree <1li
4
kada je Tt > 1.

4
U prvom slucaju 0 < % <1, tj. za —4 < x < —2 vrijedi

| 2:L‘—1> r+4 0

o)

2912 2
2z — 1

1+z
-3
1+ 2

> 0.

Tada je x + 1 < 0, tj. x < —1 pa je rjesenje ovog slucaja x € (—4, —2).

x
U drugom slucaju za > 1, odnosno za z > —2 vrijedi

| 2x—1< x4+ 4\"

O

82771, 2
2¢ — 1

<
1+
-3
1+2x

< 0.

Rjesenje ovog slucaja su brojevi x > —1.

Konaé¢no je rjesenje unija rjesenja prethodna dva slucaja, a presjek s pocetnim uvjetima.

To je x € (—4,—2) U (2,00).
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Zadatak B-3.3. Dan je pravokutni trokut s katetama duljina 6 i 8 metara. Kotac
polumjera 1 metar nalazi se unutar trokuta i dirajuci jednu njegovu stranicu pocne se
kotrljati po stranicama trokuta (unutar trokuta i uvijek u istom smjeru), tako da uvijek
dira barem jednu stranicu trokuta. Koliki put opise srediste kotaca dok se ne vrati u
pocetni polozaj?

Rjesenge.

Neka je pocetni polozaj sredista kotaca u tocki P. Trokut OPR koji odreduje trag tocke
P slican je s trokutom BC' A te se njihovi opsezi odnose kao odgovarajuce stranice.

A

A5
o 1
B AN )

Duljina jedne katete trokuta OPR jednaka je duljini duzine O'P’, a |O'P'| = |BC| -1 —
|BO'|. Izra¢unajmo prvo |BO'|.

B/2

Tocka O je na simetrali kuta § jer je za 1 udaljena od oba njegova kraka. Tada je kut

/0BO' = g
BO'
Iz trokuta OBO’ slijedi ctgg = ’—1‘ = |BO'|.

13



Dakle, |[BO'| =3 paje |O'P|=8—-1-3=4.

OP| 4 1

BC| 8 2

Zakljucujemo da je duljina puta koji prijede srediste kotaca dok se ne vrati u pocetni
polozaj jednaka polovini opsega trokuta ABC.

_ 10+6+38
- 2

Koeficijent slicnosti promatranih trokuta je

d =12 m.

14



Zadatak B-3.4. Uspravnom kruznom stoscu opisana je kugla. Ravnina koja sadrzi
srediste te kugle, a paralelna je s bazom stosSca dijeli stozac na dva dijela jednakih obuj-
mova. Odredite kosinus kuta pri vrhu osnog presjeka stosca.

Rjesenje.

r?m(R + x)

r?mR
3 3
r*r(R+z) =2 ritR.

—9.

Iz sliénosti trokuta slijedi: r; : r = R: (R + x), tj.

R
rM =717- .
! R+u
R2
Uvrstimo li to u gornje jednakosti imamo: (R + x) = 2r? - Rto)? R

(R+2)*=2-R* = R+z=RV2 = z=R(WV2-1).

Prema poucku o obodnom i sredisnjem kutu je oo = f3.

R(v2 -1
Tadajecosazcos@z%:%zw—l.
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Zadatak B-3.5. Na svakoj strani kocke napisan je prirodni broj. Svaki vrh kocke
oznacen je brojem koji je jednak umnosku brojeva napisanih na stranama kocke koje se
sastaju u tom vrhu. Zbroj brojeva kojima su na taj nacin oznaceni vrhovi kocke je 3333.
Odredite zbroj brojeva kojima su oznacene strane kocke.

Rjesenje.
Neka su a, b, ¢, d, e i f brojevi napisani na stranama kocke, tako da su a i f na suprotnim
stranama, b i d na suprotnim stranama te ¢ i e na suprotnim stranama.

Tada je:

3333 = abc + abe + acd + ade + bef + bef + cdf + def =
= a(bc + be + dc + de) + f(bc + be + dc + de) =
=(a+ f)blc+e)+dc+e))=
= (a+ )b+ d)(c+e).

Kako je 3333 = 3 - 11 - 101 rastav broja 3333 na proste faktore i svaki od brojeva a + f,
b+d, c+ e je vedi od 1, slijedi {a+ f,b+d,c+e} = {3,11,101}. Tada je

a+btct+d+e+ f=3+11+101 = 115.
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Zadatak B-4.1. Odredite polinom treceg stupnja s realnim koeficijentima tako da

zadovoljava uvjete
P(l+i)=3i—4 i P(—i)=4i—1.

Rjesenge.

P(z) = ar® 4+ ba* + cx + d

P(1+id)=a(l+i)?>+b(1+0)*+c(1+1i)+d
3i—4=a(l+3i+3i*+i*) +b(1+2i+3*) +c+ci+d
3i —4=—2a+2ai+2bi+c+ci+d

3 =2a+2b+c
—4 =-2a+c+d

P(—i) = a(—i)®> + b(—i)* + c(—i) + d
4i—1=ai—b—c+d

4 =a—-c = c=a—4
-1 =-b+d = b=1+d

3=b5a—2 = a=1

d=a=1
c= -3
b=2

Dakle, P(z) = 23 + 22® — 3z + 1.
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Zadatak B-4.2. Dokazite da za svaki prirodni broj n veci od 1 vrijedi:
tgnx B

tgx - tg2xr +tg2x - tg3x + ... +tg(nr —x) - tgnr = n,

tgx

za sve T za koje su svi pribrojnici definirani i tgx # 0.

Rjesenje.

Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Provjerimo tvrdnju za n = 2.

2tg? x
tgxr - tg2x = ———.
sLte Lt 1—tg?x
S druge strane je
2tgx 2 2
tg2x_2_1_tgzx_2_ 2 o 2-2+42tg7x  2tg7
tgx  tgx 1 —tg’x o 1—tg?r 1—tg’x

pa tvrdnja vrijedi za n = 2.
Pretpostavimo da za neki n € N, n > 2 tvrdnja vrijedi, odnosno da je

tgnx

tgx - tg2xr +tg2x - tg3x + ... +tg(nr —x) - tgnr = n.

tgx
Dokazimo da tada vrijedi i za n + 1. Treba dokazati:

tg((n + 1)x)

— 1).
e (n+1)

tgx-tg2r+tg2x-tg3r+. .. +tg(ner—x)-tgnr+tgne-tg(ne+x) =

Krenimo od lijeve strane jednakosti koju zelimo dokazati i primjenimo pretpostavku in-
dukcije

tgx - tg2x +tg 2z - tg3x + ... + tg(ne — x) - tgnx + tgnx - tg(nx + ) =

tgnx 1
= —n+tgnx-tg(ne + ) = — (tgne + tgz - tgne - tg(ne +z)) —n =
tgx tgx
1 t t
=—|(tgnr +tgr-tgnx- gnT 6T —-n=
tgx 1 —tgnx - -tgx
1 [tgnr —tg?x-tgax +tga-tgina +tg?a-tgna
= —n =
tgx 1—tgnx - -tgx
1 [tgnw+tg?x - tgne B
tgx 1—tgnx- tgx N
1 [tgnx+tgr —tgr +tgia - tgna B
tga 1—tgnz- -tgx N
1 [tgnx+tgr —tgx(l —tgx - tgne)
= —n =
tgx 1—tgnx - tgx
1 t t t t 1
_ L (tmnetge N teet) )tk De) ),
tgx \1—tgnz-tgx tgx tgx

sto je i trebalo dokazati. Prema tome, dana tvrdnja vrijedi za sve n € N, n > 2.
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Zadatak B-4.3. Nakon sto je rijesio sve zadatke iz testa, ucenik je iz dosade poceo crtati.
Nacrtao je jednakokracan trokut kojemu je osnovica A; Ay, duljine a, na pozitivnom dijelu
osi x, s vchom A; u ishodistu i kutom « pri vrhu A;. Do njega je na isti nacin nacrtao

drugi jednakokracan trokut s osnovicom A;Ajz duljine ga. Zatim je do njega, na isti

- 2
nacin, nacrtao sljedeéi trokut s osnovicom A3 A, duljine g‘AQAg’ i tako dalje (svi nacrtani

trokuti su sliéni). Pokazite da vrhovi nacrtanih trokuta Vi, V5, ..., Vj,, ..., koji nisu na
osi x, leze na pravcu tga - r + dy — 3atga = 0.

RjesSenje.

<N .

Osnovice nacrtanih trokuta ¢ine geometrijski niz (a,) s kvocijentom 2/3 i zbrojem S,.

Tada je
9 9 2 9 n—1
a; = a o = —Qa ag = — a,...,qp = — a.
1 ) 2 3 ) 3 3 ) ’ 3
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Za apscise trazenih vrhova V,, vrijedi

1
Zﬁl:éa,
. RO
To = Q —a9 = Q —a = —a
2 1 9 2 3 37
1 1
x3:a1—|—a2+§a3252+§a3,
1 1
x4:a1+a2+a3+§a4253+§a4,

1 1 2\"
xn:a1+a2+...+an_1+§an:Sn_1+§an:3a 1— 3 +

5a (2\" "
n=30——[= .
. = 34 2(3)

Ordinate bilo kojeg od vrhova V,, ra¢unamo iz

tga = a,

pa je
a 92 n—1 .
n=—=1| = Q.
Y 5\ 3 g

(2)

Treba jo§ samo pronadi vezu izmedu x i y koordinate vrha V,, (ili uvrstiti u danu jednadzbu

pravca).

Iz (2) éemo izraziti

2 nfl_ 2yn
3 Ca-tga

i uvrstiti u (1). Tada je

da 2y,
T, =3a — — - ,
2 a-tga
odnosno
SYn
T, = 3a — .
tg

Pisemo tg o - x,, + 5y, — 3atga = 0.

Odatle proizlazi da vrhovi nacrtanih trokuta leze na pravcu tga - = + 5y

20
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Zadatak B-4.4. Neka je fo(z) = i fo(z) = fo(fooi(x)), za n =

11—z
Odredite f2011(2011).

Rjesenje.

Iz zadanog slijedi

) = o) = (12 ) = T = e =

r—1

Dakle, fi(x) = :
x
Dalje imamo

) = i) = o (U5 ) = e = e

Dakle, fo(x) = z. Takoder je
i) = ol o) = foler) = 1

Dakle:

folx) = fs(x) = fo(x) = ... = fa(2)

h(z) = fu(z) = fr(z) = ... = fapnr(x)

fo(@) = fs(z) = fs(z) = ... = fapsa()
Kako je 2011 = 3 - 670 + 1 slijedi da je

foonr () = fi(x) = & ; !

pa je
2011 —1 2010

11) = — .
Jaor (2011) 2011 2011

21
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Zadatak B-4.5. Stranice neke knjige oznacCene su brojevima 1, 2, 3, ..., n. Iz knjige je
istrgnut jedan list. Zbroj brojeva na preostalim stranicama je 2013. Koliko stranica ima
knjiga i koje stranice nedostaju?

RjesSenje. Sa n oznacimo broj stranica knjige, a sa k i k + 1 brojeve stranica na listu
koji je istrgnut. Vrijedi

n(n+1)

2

Procjenimo gornju i donju granicu za zbroj na desnoj strani jednakosti.

2013=1424+...4k—14k+2+...+n= —k—(k+1).

Ocito je 1 < k <n — 1 pa imamo sustav nejednadzbi:

n(n+1)

2013 < -1-2

n(n+1)

2013 > —(n—1)—n.

Iz njega dobivamo sustav od dvije kvadratne nejednadzbe
n*+n—4032 >0
n* — 3n — 4024 < 0.

Ako sa n; < ng oznac¢imo rjesenja jednadzbe n? + n — 4032 = 0 i sa ng < n4 rjeSenja
jednadzbe n? — 3n — 4024 = 0, slijedi da mora biti n € [ng, n4] (jer se lako vidi da su n; i
ns negativni). Vrijedi da je

141144032 14416129 —1+VI272

63

"2 2 2 2 ’
3+vV9+4-4024 3 ++/16105 - 3+V1272 65
n4 g g g .

2 2 2
Dakle, n je ili 63 ili 64.

Ako je n = 63, onda rjesavamo jednadzbu

63 - 64
—g ke (k1) = 2013
2016 — 2k — 1 = 2013

2%k =2

k=1

i kao rjesenje dobivamo n = 63, k = 1.

Ako je n = 64, onda rjesavamo

4 .

B =g
2080 — 2k — 1 = 2013

2k =66

k=33

i kao rjesenje dobivamo n = 64, k = 33.

Dakle, ili je istrgnuta prva i druga stranica iz knjige koja ima 63 stranice, ili je istrgnuta
33. 1 34. stranica iz knjige koja ima 64 stranice.
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