SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
25. sijecnja 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Matija 2018. godine navrsava onoliko godina koliki je trostruki zbroj znamenaka godine
njegovog rodenja. Isto vrijedi i za njegovog djeda. Koliko je godina djed navrSio u
godini Matijinog rodenja?

Rjesenje.
Unuk i djed mogu biti rodeni 20xy. ili 192y. godine.
Ako je godina rodenja nekog od njih 20zy., x,y € {0,1,2,...,9}, onda slijedi

2018 — 202y = 3(2+ 0+ x + y). 1 bod

Iz toga zakljucujemo
2018 — 2000 — 10z — y = 6 + 3z + 3y,

tj. 12 = 13z + 4y. 1 bod
Jedino rjesenje u skupu {0,1,2,...,9} jex =0,y = 3. 1 bod
Zakljucujemo da je Matija roden 2003. godine.

Ako je godina rodenja 19xy., onda slijedi

2018 — 192y = 3(1 + 9+ x + y).
Sredivanjem dobivamo
2018 — 1900 — 10z — y = 30 + 3z + 3y,

odnosno 88 = 13z + 4y. 1 bod

Uoc¢imo da x mora biti paran broj manji od ili jednak 6. Izravno provjerimo u kojim
slucajevima dobivamo da je y cijeli broj izmedu 0 i 9:

z][0]2]4]6 ! bod
y |- 1-19]-

Dakle, djed je roden 1949. godine.

U godini Matijinog rodenja djed je navrsio 2003 — 1949 = 54 godine. 1 bod
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Zadatak A-1.2.

Dan je pravokutni trokut ABC's pravim kutom pri vrhu C'i stranicama duljina |AB| =
26, |BC| = 24. U njega je upisana polukruznica s promjerom na stranici BC koji sadrzi
tocku C. Polukruznica dira stranicu AB. Koliki je polumjer upisane polukruznice?

Prvo rjesenje.

Oznacimo sa S srediste dane polukruznice, a sa D tocku u kojoj polukruznica dira
hipotenuzu AB. Neka je trazeni polumjer |C'S| = |DS| = r.

A

B

Iz Pitagorinog poucka vrijedi |[AB|? = |AC|? + |BC|?, odnosno 26° = |AC|* + 242 iz
cega slijedi |[AC| = 10.
Bududi da je |C'S| = |DS|, <ACS = <ADS = 90° te da im je stranica AS zajednicka,
trokuti AC'S i ADS su sukladni po poucku S-S-K~.
Slijedi |[AD| = |AC| = 10.
Sada je |BD| = |AB| — |AD| = 26 — 10 = 16.
Iz trokuta BDS primjenom Pitagorinog poucka vrijedi |BS|* = 162 + r?.
Takoder vrijedi |BS| = |BC| — |C'S| = 24 — r pa imamo:

162 + 1% = (24 — 1)°.
Sredivanjem dobivamo 256 + 1% = 576 — 48r + r?, tj. 48r = 576 — 256 = 320.

320 _ 20

Konacno, imamo r = 72 = <.

Napomena: Ucenik ne mora dokazivati spomenutu sukladnost, umjesto toga moze na-
pisati da su AD i AC iste duljine jer su to odsjecci tangenti na kruznicu iz iste tocke.

Drugo rjeSenje.
Uvedimo oznake kao u prvom rjesenju i pokazemo |AC| = 10.
Uoc¢imo da vrijedi <ACB = <BDS = 90° i <ABC = <DBS pa su trokuti ABC' i
BDS sliéni po poucku K-K.
Iz toga slijedi

|BS|  |AB]

|DS|  |AC|

24 —r 26

Buduéi da je |BS| = |BC| — |CS| = 24 — r, slijedi =10
r

Sredivanjem dobivamo r = ?.
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Trece rjesenje.
Uvedimo oznake kao u prvom rjesenju i pokazemo |AC| = 10.
Povrsinu trokuta ABC' mozemo izraziti kao zbroj povrsina trokuta ASB i ASC.
Trokuti ASB i ASC imaju istu visinu r.
Zato je
02 - P(ABC) = P(ASB) + P(4SC) = 0 4 10T
20

iz cega direktno slijedi r = 3.

Zadatak A-1.3.

Kazemo da je prirodni broj N zanimljiv ako je djeljiv s 36 i ako postoji prirodni broj k
manji od 10 takav da su 1,2,...,k u nekom poretku znamenke broja N u dekadskom
zapisu. Odredi najmanji zanimljiv prirodni broj.

Rjesenje.

Broj je djeljiv s 36 ako i samo ako je djeljivs 41i9.

Broj je djeljiv s 9 ako i samo ako mu je zbroj znamenki djeljiv s 9. Kako je zbroj

znamenki broja 1 4+2+--- 4+ k = @, trazimo najmanji £ za koji 9 dijeli Lk;l).

Tada ocito 9 mora dijeliti %k ili £+ 1, pa je 8 najmanji takav k. Dakle, trazeni broj je
najmanji 8-znamenkasti broj sa znamenkama 1, 2,...,8 koji je djeljiv s 4.

Da bi cijeli broj bio djeljiv s 4, broj kojeg predstavljaju zadnje dvije znamenke tog
broja mora biti djeljiv s 4.

Buducdi da trazimo najmanji moguci broj s ovim svojstvima zelimo da znamenke jedinica
i desetica budu sto vece, a da ostale znamenke budu u rastu¢em poretku. Kako 78 nije
djeljiv s 4, zadnje dvije znamenke su 68.

Trazeni broj je 12345768.
Zadatak A-1.4.
Odredi sve parove realnih brojeva (z,y) za koje vrijedi  +y = 2? + y? = 23 + .

Prvo rjeSenje.

Koristedi rastav x® + 3° = (v + y)(2? — vy + y?) iz v + y = 2% + ¢ slijedi
(z+y)(2®+y* —2y—1)=0.
Zbog x + y = 2% + y? izraz u drugoj zagradi mozemo dalje faktorizirati, pa dobivamo
O=@+y)lzt+ty—ay—1)=(x+y)(z-1)(1-y).
Razlikujemo tri slucaja:

1. Ako je z +y = 0, onda je 22 + y*> = 0, iz ¢ega slijedi x = y = 0.

2. Akojexr—1=0,ondajex =1,y =19y>=y3 Izy=y?slijedi y(y — 1) = 0, pa
imamo dva rjesenja: x =1,y =0iliz =1,y = 1.
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3. Akojel —y=0,ondajejey =1,z =2>=2° Iz x = 2? slijedi z(z — 1) = 0,
pa osim rjesenja x = 1,y = 1 imamo jos jedno rjesenje: x =0,y = 1.

Direktnom provjerom vidimo da su dobiveni parovi zaista rjeSenja, pa imamo ukupno
Cetiri razlicita rjesenja:

(z,y) € {(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)}

Drugo rjeSenje.
Neka je z +y = 2® +y*> = 23 + 3 = 2.

Bududi da vrijede identiteti

[(z+y)* — (=" + 7)),

DN | —

P4y =4y’ -3y - (r+y) i zy=

slijedi

Sredivanjem dobivamo

Sto mozemo faktorizirati kao

Odatle su moguca tri slucaja:

1. Ako je z = 0, tada je 2% + y* = 0, pa slijedi (z,y) = (0,0).

2. Akoje z = 1, tadajez+y =22 +9y* =1iazy = 0. Zaz = 0 slijedi y = 11
obrnuto, te je (x,y) € {(0,1),(1,0)}.

3. Ako je z = 2, tada je v +y = 2°> + y* = 2 i zy = 1. Eliminirajuéi y dobivamo

z(2—1z) =1, odakle je (z —1)2 =0, tj. x =1, paiy = 1. Stoga je (z,y) = (1,1).

Direktnom provjerom vidimo da su dobiveni parovi zaista rjesenja, pa imamo ukupno

cetiri razlicita rjeSenja:

(z,y) € {(0,0),(0,1), (1,0), (1, 1)}

Napomena: Ako ucenik napiSe sva rjesenja, ali bez obrazlozenja, dobiva 1 bod. Ako
bez obrazlozenja napise manje od cetiri rjesenja, dobiva 0 bodova.

Ako ucenik ne napise da se provjerom vidi da dobiveni parovi zaista jesu rjesenja, treba
dobiti najvise 5 bodova.
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Zadatak A-1.5.

Na koliko se nacina moze u svako polje tablice 2018 x 2018 upisati po jedan prirodni
broj tako da zbroj brojeva u bilo koja tri uzastopna polja u istom retku ili stupcu
bude 57

Rjesenje.
Ako je zbroj tri prirodna broja jednak 5, tada su to brojevi 1,1,3 ili 1,2, 2.

Bilo koji 2x2 blok odreduje sva ostala polja u tablici, ali nisu sve moguénosti dozvoljene.
Naime, za bilo koja dva uzastopna broja u istom retku (ili stupcu) jednoznacno je
odredeno svako sljedeée polje u tom retku (odnosno stupcu).

Ako popunimo bilo koji 3 x 3 blok na ispravan nacin, tada je ispuna ostalih polja
jednozna¢éno odredena. Preostaje prebrojiti na koliko nac¢ina mozemo u 3 x 3 blok
upisati brojeve 1,2, 3 tako da je zbroj u svakom retku ili stupcu jednak 5.

Razlikujemo tri slucaja:

1. U bloku nema nijedne dvojke, tj. u svakom retku i stupcu nalaze se samo brojevi
1,1, 3. Tada trebamo izbrojiti na koliko nac¢ina mozemo rasporediti brojeve 3 tako
da se svaki nalazi u svom retku i svom stupcu. Takvih rasporeda ima 3-2-1 = 6.

2. U bloku nema nijedne trojke, tj. u svakom retku i stupcu nalaze se samo brojevi
1,2,2. Tada trebamo izbrojiti na koliko nac¢ina mozemo rasporediti brojeve 1 tako
da se svaki nalazi u svom retku i svom stupcu. Takvih rasporeda opet ima 6.

3. Postoji redak u kojem su brojevi 1, 1, 3 i redak u kojem su brojevi 1, 2,2. Uoc¢imo
da mozemo odabrati bilo koje od devet polja i u njega upisati broj 3. Tada
u preostala polja u istom retku i istom stupcu moramo upisati broj 1. Sada su
preostala Cetiri prazna polja na koja moramo upisati broj 2. Dakle, u ovom slucaju
imamo 9 rasporeda.

Ukupan broj rasporeda je 6 + 6 + 9 = 21.

Napomena: Ucenik moze i nekim drugim pristupom ili izravnim ispisivanjem rasporeda
u 3 x 3 bloku doéi do broja/rjesenja 21 i u tom sluc¢aju dobit ¢e sva 3 boda za taj dio
rjesenja. Ako bilo kojim pristupom pogrijesi i izostavi neka rjesenja, moze dobiti 1 bod
ili 2 boda za taj dio, ovisno o velic¢ini greske.

Zadatak A-1.6.

U trokutu ABC mjera kuta <ABC' je 120°, te vrijedi |AB| =6 i |BC| = 9. Neka su
tocke P i Q na stranici AC takve da je trokut BPQ jednakostrani¢an. Odredi | PQ).
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Prvo rjeSenje.

Mozemo oznaciti da je tocka P bliza tocki A, a tocka @) bliza tocki C'. Oznacimo
|BP|=|BQ| = |PQ| ==, |[AP| =y, |QC| = z.

A

B C

Uoc¢imo da vrijedi <APB = 180° — <BPQ = 180° — 60° = 120° i <C'QB = 180° —
<BQP = 180° — 60° = 120°.

Po poucku K-K trokuti ABC' i APB su sli¢ni. 1 bod

Zbog slicnosti vrijedi
r+y+z 9 6

= =_, 1) 2 bod
6 r oz (1) oda
Analogno, po poucku KK, trokuti ABC' i BC(Q su sli¢ni, te zaklju¢ujemo da su trokuti
APB i BC(Q takoder sli¢ni. 2 boda
Vrijedi o
J_r_ 2 2 boda
9 y =x
iz cega slijedi 6y = 9z i 6 = 9z, odnosno y = %x iz= %x 1 bod
Posebno iz (1) slijedi z(x 4+ y + z) = 6 - 9 = 54 pa uvrstavanjem slijedi
3 2
x<x+§m+§x>:54, 1 bod
. 324 18
tj. 22 = 9 Dakle, rjesenje je x = To = ﬁ 1 bod
Drugo rjeSenje.
Neka je tocka D noziste visine iz vrha A na stranicu BC. 1 bod

A
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Trokut ABD je pravokutan i vrijedi <ABD = 180° — <ABC' = 60°. Prema tome,
trokut ABD je pola jednakostrani¢nog trokuta i vrijedi |BD| = $|AB| = 3.

Iz Pitagorinog poucka za trokut ABD imamo |AD|? = |AB|* — |BDJ* = 36 — 9 = 27,
odnosno |AD| = /27 = 3/3.

Iz Pitagorinog poucka za trokut AC'D imamo
|AC|? = |AD|? + |CD|? = 27 + (3 + 9)? = 27 + 144 = 171,

odnosno |AC| = /171 = 3/19.

Neka je N nozite visine iz vrha B na stranicu AC. Tada je BN ujedno i visina trokuta

P 3
BPQ. Vrijedi |[BN| = | QQ|\/_
Povrsinu trokuta ABC mozemo izraziti na dva nacina
|BC| - |AD| |AC| - |BN|
T Papc = 5

|BC|-|AD| 9-3v3 9V3
AC]  3y19 V19

Kona¢no, buduéi da je | BN| visina jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom |P@Q)|, slijedi

iz Cega slijedi |BN| =

|PQ‘_2|BN1_2-%§_ 18
V3 V3 V19

Zadatak A-1.7.

Marin rasporeduje brojeve 1, 2, ..., 8 u vrhove kocke, a zatim svakom bridu pridruzuje
zbroj brojeva u vrhovima koje taj brid spaja. Moze li Marin posti¢i da svi brojevi
pridruzeni bridovima budu medusobno razli¢iti?

Rjesenje.

Najmanji mogucéi zbroj dva broja od 1 do 8 je 14+ 2 = 3, a najve¢i moguéi je 7T+8 = 15
pa imamo 13 moguéih razli¢itih zbrojeva.

Zbroj svih 13 mogucih zbrojeva je 3+ 4+ ---+ 15 = 117.

Buduéi da svaki vrh sudjeluje u tri brida (pa time i u tri zbroja) ukupan zbroj svih
brojeva na bridovima je 3+ (1 42+ ---+8) = 108.

Kocka ima 12 bridova, pa bi se od 13 mogucih zbrojeva trebali pojaviti svi zbrojevi
osim 117 — 108 = 9.

Prema tome, ako je takav raspored mogu¢, zbrojevi brojeva po dva vrha na svakom
bridu su 3,4,5,6,7,10,11,12,13, 14, 15.

S druge strane, promatrajmo zbrojeve 12,13, 14 i 15. Zbrojevi 14 i 15 se mogu postici
samo na sljedeéi nacin: 14 = 6+ 8, 15 = 7+ 8. Slijedi da bi vrh s brojem 8 trebao biti
bridovima spojen sa vrhovima s brojevima 6 i 7. Tada brojevi 6 i 7 nisu u vrhovima
spojenim bridom, pa je 13 = 5 4 8, tj. vrh s brojem 8 je spojen bridom s vrhom s
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brojem 5. Sada vidimo da broj 12 ne moze oznacavati brid jer brojevi 5 i 7, kao ni
brojevi 4 i 8, nisu u vrhovima spojenim bridom.

Zakljucujemo da se zbrojevi 12, 13,14 i 15 ne mogu pojaviti istovremeno, odnosno da
barem jedan od njih nije moguc.

Od 13 zbrojeva dokazali smo da dva zbroja nisu moguca, tj. da postoji najvise 11
mogucih zbrojeva. Buduéi da bridova na kocki ima 12, trazeni raspored brojeva nije
moguc.

Napomena: Analognom argumentacijom kao za 12, 13, 14, 15 moguce je iskljuciti i jedan
od zbrojeva 3,4,5,6 (u tom slucaju, broj 1 je spojen s 2, 3 i 4). Dakle, moguce je
iskljuciti zbroj 9 ili jedan od zbrojeva 12,13, 14,15 ili jedan od zbrojeva 3,4,5,6. U
dokazu zadatka potrebno je iskljuciti dva zbroja od mogucih 13 kako bi se pokazalo
da trazeni raspored nije mogué. Svako ispravno argumentirano iskljuc¢ivanje nekog od
mogucih zbrojeva vrijedi 4 boda.

Napomena: Tocan odgovor bez obrazlozenja vrijedi 0 bodova.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
25. sijecnja 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

Rjesenje.
Uvjet Re(z) = 9 znadi da je z oblika z = 9 + yi, za neki y € R.
Imamo 22 = 81 — % 4+ 18yi te 2> = 93 4+ 3 - 9%yi — 3 - 9y% — ¢3i.

Iz uvjeta Im(z?) = Im(2?) sada ¢itamo

18y = 243y — 3, tj. y® = 225y.

Jedno rjesenje je oc¢ito y = 0, odakle je z = 9.
Ako je y # 0, imamo y? = 225 Sto daje rjeSenja y = £15.

Zaklju¢ujemo da postoje tri rjesenja: z =9, 2 =9+ 15i te z = 9 — 151.

Zadatak A-2.2.

Dan je pravokutnik ABCD. Izmedu pravaca AB i C'D, paralelno s njima, nacrtan je
odredeni broj crvenih pravaca, a izmedu pravaca AD i BC, paralelno s njima, odredeni
broj plavih pravaca. Time je pravokutnik podijeljen na 775 malih pravokutnika, a
crveni i plavi pravci medusobno se sijeku u 720 tocaka. Koliko ima crvenih, a koliko
plavih pravaca?

Prvo rjeSenje.

Neka je ¢ broj crvenih, a p broj plavih pravaca.
Broj sjecista pravaca jednak je cp.

Broj malih pravokutnika je (¢ + 1)(p + 1).

Stoga imamo sustav:

(c+1)(p+1)=775
cp = 720.
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Oduzimanjem druge jednadzbe od prve dobivamo ¢+ p + 1 = 55, odnosno ¢ + p = 54,
sto je trazeni ukupni broj nacrtanih pravaca. 2 boda

Brojevi ¢ i p su rjeSenja kvadratne jednadzbe x? — 54z + 720 = 0. 1 bod
Rjesenja te jednadzbe su x; = 24 i 9 = 30, pa su trazeni parovi (¢,p) = (24,30) i

(e,p) = (30,24). 1 bod
Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjesenju, vidimo da je broj sjecista jednak cp = 720, a broj malih pravo-
kutnika (¢ + 1)(p + 1) = 775. 2 boda

Rastav broja 775 na proste faktore je 775 = 5-5-31. Kako su brojevic+1ip+1
oc¢ito veéi od 1, imamo sljede¢e moguénosti

c+1=5p+1=5-31; c+1=5-5,p+1=31;
c+1=5,p+1=5-31; c+1=5-5,p+1=31; 2 boda

tj.
c=4,p=154; c¢=24,p=30; c=154,p=4; c=30,p=24. 1 bod

Konac¢no, koristimo uvjet ¢p = 720 kako bismo vidjeli da su (¢, p) = (24,30) i (¢,p) =

(30, 24) jedine moguénosti. 1 bod

Zadatak A-2.3.
Odredi sve trojke prostih brojeva (p, ¢, 7) za koje vrijedi

pl=r—1.
Rjesenje.
Za r = 2 imamo p? = 1, a to nije moguce jer je p > 1. 1 bod
Prema tome, r je prost broj veéi od 2 te je zato neparan. Odavde slijedi da je p? =r—1
paran broj, odakle slijedi da je i p paran, tj. p = 2. 1 bod
Ako je i ¢ = 2, onda dobivamo rjesenje (p,q,r) = (2,2,5). 1 bod

Ako je ¢ > 2, tj. neparan, onda mozemo faktorizirati 2¢ + 1 kao zbroj ¢-tih potencija:
r=2041=(24+1)(20 1 =202 42973 — ... 4 1),

Zakljucujemo da je r djeljiv s 3, no to je moguce samo za r = 3. Odavde bi slijedilo

g = 1, no to nije moguce. 3 boda
Zakljucujemo da je (p,q,7) = (2,2,5) jedino rjesenje.

Napomena: Cinjenica da je 7 djeljiv s 3 mozZe se dobiti na viSe nacina. Primjerice,

umjesto faktorizacije izraza 2?4 1, dovoljno je uociti da je niz ostataka koje ovaj izraz

daje pri dijeljenju s 3 periodican. Alternativno, dovoljno je konstatirati da za neparan
g vrijedi 29+ 1= (-1)7+1=0 (mod 3).

Zapisano rjesenje (2,2,5) nosi 1 bod ¢ak i ako nije argumentirano.
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Zadatak A-2.4.

Odredi sve parove realnih brojeva (z,y) za koje vrijedi

2+ oy —4y? = —1
4a® + xy — 11y% = —2.

Prvo rjeSenje.

Pomnozimo li prvu jednadzbu s 2 i oduzmemo je od druge, dobivamo
22% — 2y — 3y* = 0.

Izraz na lijevoj strani se faktorizira: vrijedi
(22 = 3y)(z +y) = 0.

Odavde je 2z — 3y =0iliz+y = 0.
Ako je x4y = 0, mozemo uvrstiti x = —y u pocetni sustav jednadzbi. Time dobivamo
rjeéenja (J],y) = (%7 _%) i (ZE,y) = (_%a %)

Ako je 2x — 3y = 0, uvrstavanjem x = %y u pocetni sustav dobivamo rjesenja (x,y) =

(3,2) i (x,y) = (=3,-2).

Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjesenju dobivamo
2% — zy — 3y* = 0.

Ako je y = 0, onda mora biti i z = 0, a (0, 0) nije rjeSenje pocetnog sustava. Zbog toga
mozemo podijeliti obje strane gornje jednadzbe s y2.

Dobivamo )
ORORS
(Y (Y
Ovo je kvadratna jednadzba s rjesenjima % =—1, i = %
Ako je % = —1, mozemo uvrstiti x —y u pocetni sustav jednadzbi pa dobivamo

rjesenja (v,y) = (3, =3) 1 (#.9) = (=3.3).
Slicno, ako je i = %, uvrstavanjem x = %y u pocetni sustav dobivamo rjeSenja (z,y) =

(3,2) i (x,y) = (=3,-2).

Napomena: U ovakvom rjesenju potrebno je zbog dijeljenja s y* posebno provijeriti da
slucaj y = 0 ne vodi do rjesenja. Ako ova provjera nedostaje, rjesenje treba bodovati s
najvise 5 bodova.
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Trece rjesenje.

Pomnozimo li prvu jednadzbu s 3 i oduzmemo je od druge, dobit ¢emo
22— 2zy +1y° =1. 2 boda

Odavde je (z —y)? =1, tj. x —y=1iliz —y=—1. 2 boda

U prvom sluc¢aju imamo x = y + 1 pa uvrstavanjem u pocetni sustav dobivamo kva-
dratnu jednadZbu 2y? — 3y — 2 = 0. Njezina rjeSenjasuy =2iy = —% pa dobivamo
11

dva rjeSenja pocetnog sustava: (z,y) = (3,2) 1 (2,y) = (5, —3). 1 bod

Sli¢no, u drugom slucaju je x = y — 1 pa uvrstavanjem u pocetni sustav dolazimo do

rjeéenja (x7y) = (_37 _2) i (I7y) = (_%7 %) 1 bod

Napomena: Toc¢na rjesenja bez objasnjenja nose 1 bod.

Zadatak A-2.5.

Dan je trapez ABCD s osnovicama AB i C'D, takav da je trokut ABC' &iljastokutan.
Neka je O srediste kruznice opisane trokutu ABC, a tocka E sjeciSte pravaca OB i
CD. Ako je <DBC = <CEB + 10°, odredi velicinu kuta izmedu dijagonala trapeza
ABCD.

Rjesenje.

Neka je S sjeciste dijagonala danog trapeza. Oznac¢imo <CEB = a, <DBC = a+10°.

Kut <CSB ¢emo odrediti iz trokuta C'SB. Uoc¢imo da je kut <ACB obodni kut
nad tetivom AB, dok je <AOB sredi$nji kut nad istom tetivom. Prema teoremu o
sredisnjem i obodnom kutu, zaklju¢ujemo da vrijedi <AOB = 2<ACB. 3 boda

Kutovi <CEB i <OBA su sukladni jer su kutovi uz presje¢nicu, tj. vrijedi <OBA = a. 1 bod
Trokut ABO je jednakokracan pa je <AOB = 180° — 2a. 1 bod

Dakle, <SCB = <ACB = 90° — a. Promotrimo li zbroj kutova u trokutu SBC),
dobivamo

<CSB = 180° — <SBC — <SCB = 180° — (a + 10°) — (90° — &) = 80°. 1 bod

Dakle, kut izmedu dijagonala trapeza ABC'D je 80°.
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Zadatak A-2.6.
U trokutu ABC' vrijedi |AC| = 2, |BC| = 1, a kut pri vrthu C je pravi. Kvadrat je

smjeSten unutar tog trokuta tako da mu dva vrha leze na duZini AC, treéi na stranici
AB, a Cetvrti na kruznici polumjera 1 sa sredistem u tocki B. Odredi duljinu stranice
tog kvadrata.

Rjesenje.

Oznac¢imo vrhove danog kvadrata s D, E, F' i G kao na slici.

B

A

Neka je = duljina stranice kvadrata, tj. x = |DFE|. Neka je tocka H sjeciSte pravaca
BC i FG. Cetverokut GHCD je pravokutnik. Oznac¢imo y = |CD| = |HG).

Pravokutni trokuti ABC' i FBH su sli¢ni jer im je kut u vrhu B zajednicki. 1 bod

Stoga je
1 |BC| |BH|

i U el | 1 bod
2~ |AC| ~ |FH| ©
odakle slijedi
I 1-z
2 z+y’
tj. y =2 — 3x. 2 boda
S druge strane, primjenom Pitagorinog poucka u pravokutnom trokutu GBH slijedi
1=|BG]> = |BH|” +|GH|* = (1 — 2)* + y*. 2 boda
Uvrstavanjem y = 2 — 3x u gornju jednakost dobivamo 1022 — 142 + 4 = 0, odnosno
502 —Tr+2=0. 2 boda
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su 1 =11 xy = % 1 bod
Buduéi da mora vrijediti 1 — x = |BH| > 0, nije moguée x = 1. Zbog toga je duljina
stranice danog kvadrata jednaka x = £ 1 bod
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Zadatak A-2.7.

Retci tablice 50 x 50 oznaceni su brojevima aq, ..., asg, a stupci brojevima by, ..., bsg.
Tih 100 brojeva je medusobno razli¢ito i medu njima je tocno 50 racionalnih brojeva.
Tablica je popunjena tako da je za i,j = 1,2,...,50, u polje (4, j) upisan broj a; + b;.
Odredi najveéi moguéi broj racionalnih brojeva upisanih u polja tablice.

Rjesenje.

Kazemo da je redak, odnosno stupac racionalan (iracionalan), ako je oznacen racional-
nim (iracionalnim) brojem.

Svako polje u tablici spada u tocno jedan od sljedeca tri tipa:

(A) polja koja se nalaze na presjeku racionalnog retka i racionalnog stupca

(B) polja koja se nalaze na presjeku racionalnog retka i iracionalnog stupca, ili iraci-
onalnog retka i racionalnog stupca

(C) polja koja se nalaze na presjeku iracionalnog retka i iracionalnog stupca.
Buduéi da je zbroj dva racionalna broja racionalan, polja tipa (A) uvijek su oznacena
racionalnim brojem. Zbroj racionalnog i iracionalnog broja je iracionalan, stoga su sva

polja tipa (B) oznacena iracionalnim brojevima. Konac¢no, zbroj dva iracionalna broja
moze, ali ne mora biti racionalan, stoga isto vrijedi za oznaku svakog polja tipa (C). 2 boda

Oznac¢imo sada s k broj racionalnih redaka. Tada imamo 50 — k iracionalnih redaka,
50 — k racionalnih stupaca i k iracionalnih stupaca. Odavde slijedi da imamo k- (50— k)
polja tipa (A), k? + (50 — k)? polja tipa (B) i k- (50 — k) polja tipa (C). 1 bod

Neka je N ukupan broj polja oznacenih racionalnim brojevima. Kako se racionalni
brojevi mogu nalaziti samo u poljima tipa (A) i (C), zaklju¢ujemo da vrijedi

N < 2k- (50 — k). 1 bod

Kvadratna funkcija f(x) = 22(50 — z) svoj maksimum postize za = = 25, te on iznosi
1250. Zbog toga je 2k - (50 — k) < 1250, odnosno vrijedi

N < 1250. 2 boda

Ovime smo pokazali da najveéi moguéi broj racionalnih brojeva nije veéi od 1250.
Preostaje pokazati da se 1250 racionalnih brojeva doista moze postié¢i.

Ako zelimo posti¢i N = 1250, gornji ra¢un pokazuje da je nuzno da sva polja tipa (C)
budu oznacena racionalnim brojevima, te da vrijedi £ = 25. To nam daje ideju za
sljede¢i primjer.

Stavimo, primjerice,

ai:{l 1 y & ) . bj:{] \/_ J y 4 ) 3 boda

i+v2 i=26,27,...5 j j =26,27,...50.

Kako je /2 iracionalan, o¢ito je totno 50 od ovih 100 brojeva racionalno. Nadalje,
oc¢ito je da nikoja dva nisu medusobno jednaka.
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S druge strane, oznaka svakog polja tipa (C) je oblika (i +v/2) + (j — v/2) = i + j,
dakle racionalan broj. Kako je u ovom primjeru k£ = 25, to znac¢i da ukupno imamo

N =2-25-25=1250.
Pokazali smo da broj racionalnih brojeva moze biti 1250, te da ne moze biti veéi.
Drugim rijecima, 1250 je najveé¢i moguéi broj racionalnih brojeva u tablici.

Napomena: Nije nuzno uvoditi kvadratnu funkciju f kao u rjesenju. Nejednakost
2k(25 — k) > 1250 moze se dokazati na vise nacina, npr. koristeéi nejednakost izmedu
aritmeticke i geometrijske sredine (A-G nejednakost). Neovisno o na¢inu dokazivanja,
toCan argument koji pokazuje da je 2k(25 — k) > 1250 nosi 2 boda.

Napomena: Nije nuzno uvoditi terminologiju i razvrstavati polja po tipovima (A), (B)
i (C) kao u ovom rjesenju. Cinjenice:

e zbroj dva racionalna broja je racionalan
e zbroj dva iracionalna broja moze i ne mora biti racionalan

e zbroj iracionalnog i racionalnog broja je iracionalan

nije potrebno argumentirati. Od ove tri ¢injenice najbitnija je trec¢a jer se rjeSenje moze
zapisati i bez koristenja prve dvije. Za rjesenje u kojem nigdje nije spomenuta tre¢a od
ove tri ¢injenice (zbroj racionalnog i iracionalnog broja je iracionalan) moze se dobiti
najvise 9 bodova.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2018.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
25. sijecnja 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.

Odpredi sve realne brojeve = za koje vrijedi

1 < 1—|—s%nx <
1 —sinx

Rjesenje.

Vidimo da mora biti sinx # 1, odnosno = # 7 + 2k7w za k € Z. Tada je 1 —sinz > 0

pa nejednakosti mozemo pomnoziti s 1 — sin x. 1 bod
Dobivamo

l1—sinz <1+sinzx <3—3sinz.

Iz prve nejednakosti zaklju¢ujemo da je 2sinz > 0, odnosno sinx > 0. 1 bod
Iz druge nejednakosti dobivamo 4 sinx < 2, odnosno sin x < % 1 bod
Stoga je
1

Ogsinxég, 1 bod

odakle je
T oT
re 2/m,6+21m} U [E+2m,w+2/m  Vkez 2 boda

Zadatak A-3.2.

Cetiri kocke duljina bridova 1, 2, 3i 4 na-

laze se jedna do druge kao na slici. Odredi  x
duljinu dijela duzine XY koji se nalazi
unutar kocke brida duljine 3.
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Rjesenje.
Oznac¢imo ABC'D vrhove donje strane kocke brida duljine 4, pri ¢emu je A donji lijevi
vrh prednje strane, a D donji lijevi vrh straznje strane.

Prema Pitagorinom poucku za trokut AY D slijedi
|AY|? = |AD|? + |DY|? =42 + (1 +2 + 3+ 4)? = 116,
a iz trokuta AY X slijedi
IXY|? = |[AX]* + |AY|* = 16 + 116 = 132,
odnosno | XY| = 24/33. 2 boda

Ravnine duz kojih su spojene kocke dijele trokut AY D na sli¢ne trokute kao na slici.
Duljine duzina paralelnih s AD se redom odnose kao 10 : 6 : 3 : 1, pa iznose redom
4, %, g i % Bududi da je % < 3, pravac XY sijec¢e kocku brida 3 u njezinoj lijevoj i
desnoj strani. 1 bod

D 4 3 2 1 Y

]

A

Analogno, trokut AY X je podijeljen na sli¢ne trokute kao na slici i dijagonala XY je
ravninama duz kojih su spojene kocke takoder podijeljena na dijelove cije duljine se
odnose kao 4:3:2: 1. 1 bod

X
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Zato je dio duzine XY unutar kocke brida 3 jednak | XY|. 1 bod

Dakle, traZeni dio duzine XY iznosi 130 -2V33 = 3533 1 bod
Napomena: Umjesto trokuta AY' D i AY X mozemo promatrati samo trokut DY X.

|

|

X ! :
| — ’ !
D hOT\:c\\\i\\ :
ohr T Ao Y
/ d ’ //////
A B
Ako je T tocka u kojoj pravac XY sijece ravninu duz koje su spojene kocke bridova 4
i 3, onda je
6 6
TC|=—|XD|=—-4v?2 2.
TC| = 5IXD| = {5 -4V2 < 3v2
To povlac¢i da pravac XY sijece kocku brida 3 u njezinoj lijevoj i desnoj strani. Sada
direktno vidimo da je dio duzine XY unutar kocke brida 3 jednak 5| XY.
Zadatak A-3.3.
Odredi sve realne brojeve x za koje vrijedi
(z — 1009)% + (22 — 1009)® 4 (2018 — 3z) = 0.
Prvo rjeSenje.
Uvedimo supstituciju
a=xz—1009, b= 2x—1009.
Vidimo da je tada
2018 — 3z = —(a +b). 1 bod
Stoga rjesavamo jednadzbu
a®+ b — (a+0b)*=0. 2 boda

Imamo
a® +b* — (a+b)* =a* +b* — a® — 3a®b — 3ab® — b* = —3a’b — 3ab® = —3ab(a + b), 1 bod
pa zakljucujemo da mora vrijediti

ab(a +b) = 0.
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Iz toga slijedida jea=01iib=0ilia+ b= 0.

Odnosno, x — 1009 = 0 ili 2z — 1009 = 0 ili 3z — 2018 = 0.

1009 . 2018
i .

Trazena rjeSenja su 1009, 5 3

Drugo rjeSenje.
Vrijedi
a® +b* + ¢ — 3abc = (a + b+ c)(a® + b* + ¢ — ab — be — ac).
Ako stavimo
a=x—1009, b=2x—1009, c=2018— 3z,

vidimo da je a+ b+ c =0, pa je

a® 4+ b + & = 3abe.

Dakle, a® + b® + ¢3 = 0 vrijedi ako i samo ako je abc =0, tj. a = 01ili b= 0ili ¢ = 0.
2018 1009

Rjesenja su x; = = To = 1009, x3 = —

Zadatak A-3.4.

Na koliko se nacina sva slova A BC' D E F G H I mogu poredati tako da su i samoglas-
nici i suglasnici poredani abecednim redom?

Rjesenje.
Redoslijed suglasnika i redoslijed samoglasnika je jedinstveno odreden abecedom, pa

je dovoljno izabrati tri mjesta na koja ¢emo staviti samoglasnike — na preostalih Sest
onda idu suglasnici abecednim redom.

Kako je ukupno 9 slova, od 9 mjesta treba izabrati 3. Za prvi samoglasnik mozemo
odabrati bilo koje od 9 mjesta, za drugi bilo koje od preostalih 8 mjesta, a za treci bilo
koje od preostalih 7 mjesta. Time bismo dobili 9 - 8 - 7 nacina.

Medutim, svaki nac¢in smo ovim postupkom brojili vise puta. Brojali smo ista tri mjesta

bez obzira na to kojim ih redom odaberemo. Kako je broj redoslijeda kojim mozemo

odabrati tri mjesta jednak 3 -2 = 6, slijedi da smo svaki nac¢in brojili 6 puta.

9-8-7
3-2

Napomena: Ako ucenici (pogresno) dozvole i padajuéi redoslijed (npr. broje nacin

IHGFEDCBA), te tako dodu do 168 nacina, treba oduzeti to¢no 1 bod.

Stoga je trazeni broj nacina jednak 84.

Zadatak A-3.5.

Odredi sve proste brojeve p za koje postoji prirodan broj m takav da je broj
p" 44

kvadrat prirodnog broja.
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Prvo rjeSenje.

Pretpostavimo da je p™ + 4 = n? za prirodan broj n. Tada je p™ = (n — 2)(n + 2). 1 bod
Iz toga je n — 2 = p® i n + 2 = p? za nenegativne cijele brojeve o i 3. 1 bod
Oduzimanjem slijedi da je 4 = p®(p?~* —1). Kako je p prost, zaklju¢ujemo da je p = 2

ili p* =1. 2 boda
U prvom slucaju, za p = 2 moZemo uzeti m = 5 i dobivamo da je 2° + 1 = 36 kvadrat
prirodnog broja. 1 bod

U drugom slucaju je o = 0, pa je p° = 5, odnosno p =51i 3 = 1. Zaista, za m = 1 je
5! +4 =9, kvadrat prirodnog broja. 1 bod

Dakle, rjesenja su p=21ip=>5.

Drugo rjeSenje.

Pretpostavimo da je p™ + 4 = n? za prirodan broj n. Tada je p™ = (n — 2)(n + 2). 1 bod
Akojen—2=1,ondajen=3,n+2=5p=5im=1. 1 bod
Promotrimo sluc¢aj n — 2 = p® i n 4+ 2 = p?, pri ¢emu su « i B prirodni brojevi. 1 bod

Bududi da p dijeli n — 2 i n 4 2, slijedi da dijeli i njihovu razliku koja iznosi 4. Zato je
jedina preostala moguc¢nost p = 2. 2 boda

Zaista, za p = 2 mozemo uzeti m = 5 i dobivamo da je 2° + 1 = 36 kvadrat prirodnog
broja. 1 bod

Napomena: Tocna rjesenja p = 2 i p = 5, bez valjanog obrazlozenja, ne nose bodove.

Zadatak A-3.6.

Neka su BD i CE visine siljastokutnog trokuta ABC. Odredi najmanju veli¢inu kuta
<BAC za koju je moguce da vrijedi |AE| - |AD| = |BE| - |CD|.

Rjesenje.
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Izrazimo sve Cetiri duljine u danoj jednakosti preko b = |AC|, ¢ = |AB| i a« = <BAC.
U pravokutnom trokutu ACFE je cosa = %, pa je |AE| = bcos a.

Iz toga je |BE| = |AB| — |AE| = ¢ — bcosa.

Sli¢no, u pravokutnom trokutu ABD je |AD| = ccosa, te je |CD| = b — ccosa.
Uvrstavanjem u danu jednakost dobivamo

beosa - ccosa = (¢ — beosa)(b— ccosa).

Jednakost je ekvivalentna jednakosti
becos® oo = be — ¢? cos a — b? cos a + be cos® o,
be

b2+ 2
Primjenom A-G nejednakosti slijedi

te dobivamo cos o =

be be 1
cosa=———-< — = —.
b2+ c2 " 2bc 2
Zbog 0° < a < 90° najmanja moguca vrijednost za « je 60°.
Vrijednost @ = 60° postize se kad je trokut ABC' jednakostranican. Ako oznac¢imo
duljinu stranice s a, onda su |AE| = |AD| = |BE| = |CD| = § pa dana jednakost
zaista vrijedi.

Napomena: Da bi se potpuno rijesio zadatak, nuzno je pokazati da se jednakost moze
posti¢i za vrijednost 60°. Taj dio rjesenja nosi 2 boda.

Zadatak A-3.7.

Zgrada uz prizemlje ima jos 100 katova. Dizalo u toj zgradi ima samo dvije tipke A i
B. Pritiskom na tipku A dizalo se penje za 7 katova, a pritiskom na tipku B dizalo
se spusta za 9 katova. Je li mogucée takvim dizalom doci sa svakog kata na bilo koji
drugi?

Prvo rjeSenje.
Moguce je sa svakog kata doc¢i na svaki.

Da bismo to dokazali, primijetimo da je dovoljno dokazati da je na svakome katu
moguce oti¢i jedan kat iznad i jedan kat ispod.

Da bismo se popeli jedan kat iznad, mozemo pritisnuti tipku A Cetiri puta, a tipku B
tri puta (4-74+3-(-9) =1).
Pritom treba paziti na redoslijed — ako se nalazimo ispod 50. kata, mozemo prvo i¢i

gore pomocu tipke A, a zatim dolje pomocu tipke B. Ako se pak nalazimo iznad 50.
kata, mozemo prvo pritisnuti tipku B tri puta, a zatim tipku A Cetiri puta.

Da bismo se spustili jedan kat nize, mozemo pritisnuti tipku A pet puta i tipku B cetiri
puta (5-74+4-(-9) = —1).

Ponovno treba paziti na redoslijed — ako se nalazimo ispod 50. kata, mozemo prvo i¢i
gore pomocu tipke A, a zatim dolje pomocu tipke B. Ako se pak nalazimo iznad 50.
kata, mozemo prvo pritisnuti tipku B cetiri puta, a zatim tipku A pet puta.
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Drugo rjeSenje.

Sa svakog kata moguce je spustiti se dva kata nize. Ako smo na 93. katu ili nize, prvo
pritisnemo tipku A pa B, a inace obratnim redoslijedom.

Ako zelimo s kata ¢ na kat j (gdje sui,j € {0,1,2,...,99,100}), imamo dva slucaja,
ovisno o njihovoj parnosti.

Prvi slucaj je da su ¢ i j razli¢ite parnosti. Kako uvijek mozemo pritisnuti barem jednu
od tipki i time doéi na kat suprotne parnosti (i + 7 i i — 9 suprotne su parnosti od ),
vidimo da je dovoljno dokazati da s ¢+ mozemo do¢i na j uz pretpostavku da su i i j
iste parnosti.

Drugi slucaj je da su i i j iste parnosti. Ako je pocetni kat 7 iznad j, spustamo se po
dva kata.

Ako je pak i < j < 86, onda pritiskom na tipku A dva puta, dolazimo na kat i + 14
koji je iste parnosti kao i. Ponavljajuéi postupak, doéi ¢emo na kat i + 14n > j (te je
i+ 14n < 100), pa ponovo spustanjem po dva kata mozemo doéi na j.

Preostaje slucaj kad je 7 < j i j > 86. Kako je j —14 < 100 — 14 = 86, onda se sigurno
po prethodno opisanom postupku mozemo dovesti s ¢ na 7 — 14. Uz dva pritiska na
tipku A stizemo na kat 7.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
25. sijecnja 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.
Odredi zadnje dvije znamenke broja (1!)2 4 (2!)% + - - - + (2018!)2.

Rjesenje.

Neka je S = (1) + (2!)* + - - - + (2018!)2. Traze se zadnje dvije znamenke broja S, tj.

trazi se ostatak pri dijeljenju broja S sa 100. 1 bod
Primijetimo da 120 = 5! dijeli n!, za svaki prirodni broj n > 5, tj. da broj (n!)? daje

ostatak 0 pri dijeljenju sa 100, za svaki prirodan broj n > 5. 2 boda
Dakle, S pri dijeljenju sa 100 daje isti ostatak kao i (1!)% + (2!)? + (3!)% + (4!)%. 2 boda

Bududi da je
(N2 + (22 + (31)* 4 (41)* =14+ 4 + 36 + 576 = 617,
zadnje dvije znamenke broja (1!)? + (2!)? + - - - 4 (2018!)? su 17. 1 bod

Zadatak A-4.2.
Neka je z kompleksan broj takav da je arg z € E, W} i 20+ 2341 =0. Odredi modul

i argument broja z.

Argument kompleksnog broja z = |z|(cos ¢ + isin @) je broj arg z = .

Rjesenje.

Mnozenjem danog uvjeta sa 2 — 1 dobivamo uvjet z° —1 =0, tj. 2° = 1. 2 boda

Slijedi da je |z| = 1. 1 bod
s . 9 .. . Qkﬂ'

Bududi da je z? = 1, vidimo da je ¢ € 5 | ke{1,2,3,4,5,6,7,8}¢. 1 bod

Kako je 2% # 1 ostaju nam opcije k € {1,2,4,5,7,8}. 1 bod

8
Kona¢no, iz uvjeta ¢ € E,W} imamo ¢ = ?ﬂ 1 bod

Napomena: Ako ucenik ne iskljuéi opcije k = 3 i k = 6, tj. ne koristi uvjet z* # 1 i
tako dobije viSe rjesenja, treba mu dodijeliti najvise 5 bodova.
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Zadatak A-4.3.

Dokazi da je 22" 4+ 4 visekratnik broja 10 za svaki prirodni broj n.

Prvo rjeSenje.

Potencije broja 2 su brojevi 2,4, 8,16, 32, .... Promotrimo li ostatke pri dijeljenju s 10
tih brojeva vidimo da se periodi¢no ponavljaju brojevi 2,4, 8, 6.

Broj 2" je djeljiv s 4, iz ¢ega zaklju¢ujemo da broj 92" daje ostatak 6 pri dijeljenju

s 10, za svaki prirodni broj n.

Konacno, broj 22" 4y daje ostatak 0 (jer je 6 +4 = 10) pri dijeljenju s 10, tj. djeljiv
je s 10.

Drugo rjeSenje.

Primijetimo da zapravo moramo dokazati da, za svaki prirodni broj n, broj 92"t daje
ostatak 6 pri dijeljenju s 10, tj. da je on oblika 10k 4 6, za neki prirodni broj k.
Dokaz provodimo matematickom indukcijom po n. Tvrdnja je ocita za n = 1, jer je
22" — 2% — 256

Pretpostavimo da za neki prirodni broj n postoji prirodni broj k takav da je

22" _ 10k + 6.

Primijetimo da je
22(n+1)+2 _ 22,2n+2 _ (227L~|»2)27
sto znaci da je
( gn+2\ 2 2
2"")" = 100k” + 120k + 36,
pa i taj broj daje ostatak 6 pri dijeljenju s 10. Konac¢no, prema principu matematicke
indukcije zaklju¢ujemo da tvrdnja vrijedi za svaki prirodni broj n.

Zadatak A-4.4.

U kutiji se nalazi n kuglica, od kojih su neke bijele, a neke crne. Odredi n ako je
vjerojatnost da izvlacenjem dviju kuglica izvuc¢emo jednu bijelu i jednu crnu jednaka
% i poznato je da kuglica jedne boje ima za 2018 viSe nego kuglica druge boje.

RjesSenje.
Neka je b broj bijelih, a ¢ broj crnih kuglica, poznato je da je |b — ¢| = 2018, a zanima
nas koliko je n = b+ c.

Broj nac¢ina na koje mozemo izvuéi jednu bijelu i jednu crnu je b - c,

dok je broj svih nacina na koje mozemo izvuci dvije kuglice jednak ( ; C).
be 1

b+c\ ~ o°

() 2

Slijedi 4bc = (b+c)(b+c—1) = (b+¢)?> — (b+c).

Konacno, n =b+c= (b+c)? —4bc= (b—c)? = |b— c|* = 2018

Znamo da je
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Zadatak A-4.5.

Odredi geometrijsko mjesto (skup) sredista svih kruznica koje izvana diraju kruznicu
s jednadzbom 22 + 3?2 — 4y + 3 = 0, a 0s  im je tangenta.

Prvo rjesenje.

JednadZba dane kruznice je zapravo k...x? + (y — 2)?> = 1, odnosno to je kruZnica
polumjera 1 sa srediStem u tocki (0, 2).

Neka je tocka S srediste proizvoljne kruznice k' koja zadovoljava uvjete zadatka. Os x
je tangenta kruznice k', a kruznica k dira kruznicu &’ izvana. To znaci da je tocka S
jednako udaljena od kruznice k£ i od osi x.

Primijetimo da to zapravo znaci da je tocka S jednako udaljena od pravca y = —1 i
od sredista kruznice k, tocke (0, 2).

Konacno, trazeno geometrijsko mjesto tocaka je parabola kojoj je zariste tocka (0, 2),
a ravnalica pravac y = —1.

Drugo rjeSenje.

Jednadzba dane kruznice je zapravo k...x? + (y — 2)> = 1, odnosno to je kruZnica
polumjera 1 sa srediStem u tocki (0, 2).

Neka je (p, q) srediste proizvoljne kruznice k' koja zadovoljava uvjete zadatka. Kako
k' dira os apscisa i izvana kruznicu k, zakljucujemo da je ¢ > 0.

Nadalje, uvjet tangencijalnosti osi apscisa na kruznicu &’ je ekvivalentan uvjetu da je
q zapravo polumjer kruznice k’.

Kruznice k i k' se diraju izvana, Sto znac¢i da je udaljenost njihovih sredista jednaka
zbroju njihovih polumjera:

Vo—02+(q—22=1+q,  tj. pPP+¢@—4g+4=1+2¢+.
. - . . . o 1 . .
Konacno, vidimo da p i ¢ zadovoljavaju jednadzbu q = ép + 3 pa je trazeno geome-
trijsko mjesto toc¢aka krivulja (parabola) s jednadzbom

Ly, 1
="+ .
Y=6" T3

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2018.

1 bod

1 bod
2 boda

2 boda

1 bod

1 bod

1 bod

2 boda

1 bod

25/28



Zadatak A-4.6.
Neka je ay,as,...,as aritmeticki niz takav da je
1 1 1
+ + e + -
Var+/az - Jas + /a3 V@0 + +/Qa1

prirodni broj. Ako je a; = 1, a razlika niza prirodni broj, odredi razliku niza.

Prvo rjeSenje.

Neka je d € N razlika danog niza. Primijetimo da je

L _Vamove oo o 3 boda
Var + /a1 Apq1 — Ay, d Vo m

pa je
1 1 1
Jair + Jas  Jas + /as A/ G40 + /041
1
= g(\/a_— Vai +az —Jag + -+ \Jan — Jay)

- Cll(\/@_\/a—l)_ 1 bod

Znamo da je a; = 11 agy; = 1+ 40d, stoga moramo odrediti sve prirodne brojeve d

takve da je izraz
V40d+1 -1

d

prirodni broj. 1 bod
Najprije, 40d + 1 je prirodni broj pa je v/40d + 1 prirodni broj ako i samo ako postoji

prirodni broj k takav da je 40d + 1 = k% 1 bod
Toznaéidajedad—kzglin—k;i_all—ki(_)l. 1 bod
Konacno, zakljucujemo k + 1|40 40 | k* — 1. 1 bod
Iz prvog uvjeta slijedi da je k € {1,3,4,7,9,19,39}, a zatim iz drugog k € {9,19,39}. 1 bod
Konacno, sva rjesenjasud =2,d=91d = 38. 1 bod
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Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjeSenju oznac¢imo sa d € N razliku danog niza i pokazemo da je potrebno
stoga moramo odrediti sve prirodne brojeve d takve da je izraz

V40d+1 -1
d

n =
prirodni broj.
Kvadriranjem izraza nd + 1 = v/40d + 1 dobivamo
n*d* + 2nd + 1 = 40d + 1,

40 — 2n

B .

odnosno d =
n

Bududi da su n i d prirodni brojevi, mora biti n? < 40 — 2n, odnosno n? +2n+1 < 41.
Kako je n? 4+ 2n +1 = (n + 1)? prirodan broj vidimo da je n + 1 < 6, odnosno n < 5.

Direktnim uvrstavanjem brojeva n = 1,2, 3,4, 5 dobivamo cjelobrojna rjesenja d = 38,
d=9id=2.

Zadatak A-4.7.

Dano je 27 identi¢nih standardnih igrac¢ih kockica 1 x 1 x 1
s brojevima 1 do 6, kao na gornjoj slici (nasuprot 1 je 6,
nasuprot 2 je 5 i nasuprot 3 je 4).

Od njih je sastavljena kocka 3 x 3 x 3 tako da se kockice 4@
uvijek diraju stranama na kojima je isti broj. Promatramo ——

=

J

zbrojeve brojeva napisanih na stranama velike kocke. Ti
zbrojevi su oznaceni slovima A, B,C, D, E, F', kao na do-
njoj slici (parovi na suprotnim stranama su A i B, C'i D
te £iF).

Akoje A=9iC =36,odredi B, D, E'i F.

Rjesenje.
Ako na jednoj strani velike kocke na nekom mjestu pise broj n € {1,2,3,4,5,6}, onda
na suprotnoj strani na odgovaraju¢em mjestu pise broj 7 — n.

Naime, to izravno slijedi iz pravila o spajanju malih kockica. Dakle, odmah imamo da
je
B=9-7T-A=63-9=54 i D=9-7T—C=63—-36=27.

Bududi da je A =9 i u tom zbroju sudjeluje 9 brojeva od kojih je svaki jednak barem
1, zaklju¢ujemo da su svi brojevi napisani na prednjoj strani jednaki 1.

Promotrimo gornju desnu kockicu na prednjoj strani i prvi stupac desne strane. Postoje
tocno 4 moguénosti za polozaj uocene kockice tako da je 1 na prednjoj strani. Svaki
polozaj na jedinstveni nacin odreduje uoceni stupac:

e ako je na kockici s desne strane broj 2, onda u stupcu moraju biti redom brojevi
2,9, 2
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e ako je na kockici s desne strane broj 5, onda u stupcu moraju biti redom brojevi
9,2, 5;

e ako je na kockici s desne strane broj 3, onda u stupcu moraju biti redom brojevi
3,4, 3;

e ako je na kockici s desne strane broj 4, onda u stupcu moraju biti redom brojevi
4, 3, 4.

2 3
L= L =7
oI/
2 3
5 4
L =7 L=
N/
) 4
3 boda
Kako je C' = 36, a najveéi moguci zbroj stupca je 12, zakljuc¢ujemo da u svakom stupcu
zbroj mora biti jednak 12 (brojevi moraju biti 5,2, 5). 1 bod
Zbog pravila o spajanju kockica zakljucujemo (istom logikom kao u pocetku rjesenja)
da su brojevi na stranama sa zbrojevima C' i E' redom kao na slici.
) ) ) 4 3 4
2 2 2 3 4 3
5 ) 5 4 3 4
2 boda
Konacno, £ =321 F=9.-7— E =63 —32=31. 1 bod

Napomena: Ucenik koji izracuna samo vrijednost B bez ikakvog daljnjeg napretka za-
sluzuje 0 bodova.

Napomena: Ako ucenik konstruira primjer kocke koja zadovoljava sve uvjete zadatka
te na temelju toga izracuna trazene brojeve, ali ne pokaze deduktivno da je to jedina
mogucénost, treba dobiti 3 boda.
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