DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
Porec, 13. travnja 2018.

Zadatak A-1.1.

Odredi sve trojke realnih brojeva (z,y, z) koje zadovoljavaju sustav jednadzbi

r +y —z =-—1
xz—yz—l—zzz 1
—® + P+ 2= -1

Rjesenje.
Iz prve jednadzbe imamo x +y = z — 1. Uvrstavanjem u drugu slijedi:
R R G
(z+y)z—y)=010-2)01+2)

(- -y =-(-D1+2)
(z=1D(z—-—y+2z+1)=0.

Razlikujemo dva slucaja: z=1ilix —y+ 2+ 1=0.

Ako je z = 1, onda je x +y = 0, tj. x = —y. Uvrstavanjem u treéu jednadzbu dobivamo
29 = —2, odnosno y = —1, z = 1.

Ako je x —y + 2+ 1 = 0, onda uvrstavanjem z = —x + y — 1 u prvu jednadzbu dobivamo
2x = —2, odnosno x = —1.

Sada vrijedi z = —(—1) + y — 1 = y pa uvrStavanjem u trecu jednadzbu dobivamo 2y3 = —2,
odnosno y = z = —1.

Prema tome, rjeSenja zadanog sustava su (1,—1,1) i (=1,—1,—1).

Zadatak A-1.2.

Neka su l)o7 Dl; . 7D2018 tocke na duzini E takve da je DO = A, D2018 =Bi
|DoD1| = [D1Ds| = - -+ = |Dao17 Dol

Ako je C tocka takva da je <BCA = 90°, dokazi da vrijedi

|ICDo> + [CD1* + - -+ 4 |CDais|* = |ADy|* + [ADo|* + - - - + [ADogus /.
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Rjesenje.
U pravokutnom trokutu ABC oznadimo s E; noZiste okomice iz D; na stranicu AC, za sve
1= O, 1, ... 2018. Vrljedl EO = A, E2018 = C

B = D13

Buduéi da su pravci D; F; paralelni s BC', prema Talesovom poucku o proporcionalnosti, vrijedi

|E0E1| = |E1E2| == |E2017E2018|-

Iz toga Slljedl |CE1‘ = |AE2018_2‘|, za i = 1, 2, ce ,2017
Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutne trokute CD;E; i AD;F;, za i = 1,2,...,2017
slijedi
|CD;|* = |D;E;|> + |CE|* i  |ADy|* = |D:Ei|* + |AE|*.
Oduzimanjem tih dviju jednakosti dobivamo

|CD,|> — |AD;)? = |CE,]> — |AE|?, i=1,...,2017,

a ista relacija vrijedi za ¢ = 0 te i = 2018.

Zbrajanjem svih tih relacija dobivamo

|CDo|* 4 |OD1|? + - - - + |CDaygs|* — |ADy|? — |ADy|* — - - - — | ADggys|?
- |CE0|2 + |CE1|2 + ct + |CE2018|2 — ‘AE()'Q — |AE1|2 — ’AE2018|2
= (|CEo|> = |AEs15]?) + (|CE|> — |AEso17*) + - - - + (|CEomis|* — |AEo|?) = 0.

Bududi da je |ADy| = 0, tvrdnja je dokazana.

Zadatak A-1.3.

Dani su prosti broj p i prirodni broj n > p — 1. Ako je broj np + 1 kvadrat nekog prirodnog
broja, dokazi da je broj n + 1 zbroj kvadrata nekih p prirodnih brojeva.
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Prvo rjeSenje.
Neka je a prirodan broj takav da vrijedi np + 1 = a?. Uo¢imo da vrijedi a > 1.
Tada vrijedi a*> — 1 = np, odnosno (a — 1)(a + 1) = np.
Buduéi da je p prost, mora vrijediti p | @ — 1 ili p | a + 1. Razlikujemo ta dva slucaja:
i) Neka vrijedi p | a — 1, odnosno a = kp + 1 za neki cijeli broj k.
Tada vrijedi 1 + np = (kp + 1)? = k*p* + 2kp + 1, odnosno n = k*p + 2k.
Sada imamo:

n+1=kp+2k+1=k+2k+1+@p-Dk*=(k+1)*+(p—1) k.

Uoc¢imo da zbog a > 1 vrijedi £ > 0 pa su k+ 1 i k prirodni brojevi.
ii) Neka vrijedi p | @ + 1, odnosno a = kp — 1 za neki cijeli broj k.
Analogno prvom slucaju, dobijemo n +1 = (k — 1)+ (p — 1) - k%
Preostaje provjeriti da je k — 1 prirodan broj, odnosno da vrijedi k£ > 2.
Ako pretpostavimo suprotno, tj. £k = 1, slijedi n +1 = p — 1 odnosno n = p — 2 sto je
kontradikcija s pretpostavkom zadatka da jen > p — 1.

Prema tome, tvrdnja vrijedi za sve n i p koji zadovoljavaju uvjete zadatka.

Drugo rjeSenje.

Iz pocetne jednakosti je np = (a — 1)(a + 1), pa zaklju¢ujemo da je a — 1 ili a + 1 djeljivo s p.
a—1 : a+p—1

Ako je a — 1 djeljivo s p, onda su i prirodni brojevi. Tada je moguce rjesenje
a—1)\? a—1\> [fa+p—1)\
n+1= foot (— ) H(——]) .
p p p
p — 1 puta

Doista, imamo

om0 () () —eo () (5 )

p

a?—2a+1 a—1

=p 3 2. +1
p p
a? —

= +1=n+1.

p

Ako je a+1 djeljivo s p, onda su 2 i =P prirodni brojevi. Naime, buduéi da je a+1 djeljivo

p
s p, ocito je a4+ 1 —p > 0. Uocimo da ne moze vrijediti ni a + 1 — p = 0, jer tada imamo

n = p — 2, Sto se protivi uvjetu zadatka. Prema tome, a +1 — p > 0 je doista prirodni broj,
djeljiv s p. Zbog toga, analogo prethodnom slucaju, imamo rjeSenje oblika

a+1\? a+1\? a—p+1 2
n+1= +oe |l — ) Hl—
p p p

p—1 puta
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Zadatak A-1.4.

U trokutu ABC je <CAB = 2<ABC. Tocka D nalazi se unutar trokuta ABC a pritom vrijedi
|AD| = |BD|i|CD|=|AC|. Dokazi da je <ACB = 3<DCB.

Rjesenje.

Neka je E sjeciste simetrale duzine AB i duZine BC.

Oznac¢imo <ABC = (8 i uo¢imo <AC'B = 180° — 3.

Bududi da je F na simetrali duZine AB, vrijedi |AE| = |BE|. Stoga je <BAE = <ABC = §3.
Slijedi da je <EAC = <CAB — 8 =28 — § = B.

C W F

B

Neka je F drugo sjeciste pravca AE i kruZnice sa sredistem u tocki C' polumjera C'A. Kako je
trokut CAF jednakokracan (C'A i C'F su polumjeri kruznice), slijedi <CFA = .

Iz <«CFA = <BAF slijedi da je CF || AB (kutovi uz presje¢nicu).
Stoga je i <BCF = <CBA = (3, pa je trokut CEF jednakokracan.

Bududi da je C'F || AB te da je tocka E jednako udaljena od toc¢aka C'i F', vrijedi da je DE
simetrala i duzine C'F.

Prema tome, |DF| = |DC| = |CF]|, tj. trokut DFC je jednakostranican.

1 1
Konac¢no je <DCB = 60° — § = 5(180O —3p) = §<{ACB, odnosno <ACB = 3<DCB.

Zadatak A-1.5.

Za prirodne brojeve rasporedene ukrug kazemo da su u cik-cak rasporedu ako je svaki broj ili
vedi ili manji od oba svoja susjeda. Za par susjednih brojeva kazemo da je dobar ako su nakon
njegovog uklanjanja preostali brojevi takoder u cik-cak rasporedu.

Brojevi od 1 do 300 rasporedeni su u cik-cak raspored. Koliki je najmanji mogué¢i broj dobrih
parova susjednih brojeva?
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Rjesenje.
Neka su a, p, q, b Cetiri uzastopna broja u cik-cak rasporedu. Pretpostavimo da je p > ¢. Tada
jea<piqg<hb.

Par (p, ¢) nije dobar ako i samo ako je a > b. Zato zakljucujemo da par (p, ¢) nije dobar ako i
samo je p najvedi, a ¢ najmanji broj u cetvorci (a, p, q,b).

Ako par (p, ¢) nije dobar, onda je par (a,p) dobar jer a nije manji od gq. Takoder, par (¢, b) je
dobar jer b nije veéi od p.

Time smo pokazali da za svaka dva para koji imaju zajednicki element vrijedi da je barem jedan
od ta dva para dobar. Dakle, dobrih parova ima barem 150.

Pretostavimo da postoji cik-cak raspored ay, ..., asgp u kojem je toéno 150 dobrih parova.

Bez smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti da je a; > as i da par (aq, az) nije dobar. Tada
su parovi (agg, agg+1) dobri, a parovi (ask_1, ag,) nisu dobri za sve k = 1,2,...,149. Takoder,
par (aggg, asg) nije dobar par.

Bududéi da par (aq,as) nije dobar prema navedenom kriteriju zaklju¢ujemo da je a; > as.
Takoder, buduéi da (as, as) nije dobar par, zakljucujemo da je az > as. Analogno zakljucujemo

a; > ag > as > -+ > Q99 > A1.

Time smo dobili kontradikciju, pa nije moguce da cik-cak raspored ima tocno 150 dobrih parova.
Dakle, dobrih parova ima barem 151.

Primjer rasporeda s tocno 151 dobrih parova je

3,2 5 4,7, 6, ..., 299, 298, 300, 1.

U tom rasporedu par (300, 1) i svi parovi (2k,2k + 3) za k = 1,...,148 nisu dobri, a svi ostali
parovi su dobri.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
Porec, 13. travnja 2018.

Zadatak A-2.1.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoje prirodni brojevi a i b takvi da je
S(a) = S(b) = S(a+0b) =n,

pri ¢emu S(a) oznacava zbroj znamenaka broja a.

Rjesenje.

Za svaki prirodni broj a brojevi a i S(a) daju isti ostatak pri dijeljenju s 9.

Primijenimo li ovu tvrdnju na pocetnu jednakost, dobivamo da a, b i a+ b daju jednake ostatke
pri dijeljenju s 9. Odavde slijedi da su brojevi (a +b) —b = a i (a +b) — a = b djeljivi s 9.
Zbog toga su i brojevi a + b i n djeljivi s 9. Time smo dokazali da je svaki prirodni broj n za
koji postoje a i b kao u uvjetu zadatka nuzno djeljiv s 9.

Dokazimo da vrijedi i obrat: neka je n visekratnik broja 9, tj. oblika n = 9k, za neki £ € N.
Uzimajuéi brojeve

a=18...18, b=72...72, a+b=190...90,
pri ¢emu svi navedeni brojevi imaju 2k znamenaka, dobivamo primjer brojeva za koji je zado-

voljeno S(a) = S(b) = S(a +b) = 9k = n.

Zadatak A-2.2.

Branko ispisuje niz kvadratnih polinoma s realnim koeficijentima. U svakom koraku, nakon
prethodno napisanog polinoma az? + bx + ¢, zapisuje polinom cz? + bx + a ili polinom a(z +
d)? + b(x + d) + ¢ za neki realni broj d.

Ako zapocne s polinomom 2% — 2z — 1, moZe li Branko opisanim postupkom nakon odredenog
broja koraka dobiti polinom:

a) 222 —17
b) 22% —x — 17
Rjesenje.
a) Branko moZe polinom 2x? — 1 dobiti sljedeéim nizom koraka:
=2 —1— -2 =20 +1 55 242522 1.

b) Primijetimo da primjenom bilo koje od dopustenih transformacija diskriminanta kvadrat-
nog polinoma ostaje nepromijenjena: diskriminanta kvadratnog polinoma cx? + bx + a je
b? — 4ca = b? — 4ac, dok je diskriminanta kvadratnog polinoma

a(z +d)* + b(z + d) + ¢ = az® + (2ad + b)x + (ad® + bd + ¢)
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jednaka
(2ad + b)* — 4a(ad® + bd + ¢) = 4a*d* + 4abd + b* — 4a*d* — dabd — dac = b* — 4ac.

Diskriminanta pocetnog kvadratnog polinoma z? — 2x — 1 je 8, dok je diskriminanta
polinoma 22? — x — 1 jednaka 9. Prema tome, Branko ne moze posti¢i da nakon konac¢no
mnogo koraka na plo¢i bude zapisan polinom 222 — x — 1.

Napomena: Algebarski zapisi transformacija su
(a,b,c¢) = (c,b,a) i (a,b,¢) 2 (a,2ad + b, ad® + bd + ¢).

Ako su zadani kvadratni polinomi f(z) i g(z) iste diskriminante, onda niz koraka kojim od
f(z) dobivamo g(x) mozemo konstruirati na sljedeéi nacin: transformacijom T2 namjestimo
slobodni koeficijent polinoma tako da je on jednak vodeéem koeficijentu polinoma g(x), tran-
sformacijom T1 zamijenimo mjesta vode¢em i slobodnom koeficijentu, a zatim transformacijom
T2 namjestimo slobodni koeficijent da bude jednak slobodnom koeficijentu od g(z).

Na taj nacin smo sigurni da smo dobili polinom koji ima zeljeni slobodni koeficijent zbog zadnjeg
koraka, a zeljeni vodedi koeficijent jer transformacijom T2 ne mijenjamo vodeéi koeficijent.
Takoder dobivamo zeljeni srednji koeficijent jer je taj koeficijent jedinstveno odreden do na
predznak diskriminantnom (koja se ne mijenja transformacijama) i s preostala dva koeficijenta.
Ukoliko je potrebno, transformacijom T2 uz d = —b/a svi koeficijenti ostaju isti, osim Sto se
srednjem mijenja predznak.

Zadatak A-2.3.

Dan je trapez ABC'D. Simetrala kraka BC sijec¢e krak AD u tocki M, a simetrala kraka AD
sije¢e krak BC u tocki N.

Neka su O; i Oy redom sredista kruznica opisanih trokutima ABN i CDM. Dokazi da pravac
0104 prolazi polovistem duzine M N.

Rjesenje.

Ozna¢imo s P i ) redom polovista krakova BC i AD.

D C

Pokazimo da je cetverokut ABN M tetivan.
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Bududi da je <MQN = <NPM = 90°, cetverokut M N PQ je tetivan. Zato je <PQM +
<IMNP = 180°.

DuZina QP je srednjica trapeza ABCD, stoga je paralelna s AB. Odavde slijedi <M AB =
<DQP. Sada mozemo zakljuciti

<IMAB = <DQP = 180° — <PQM = <M NP = 180° — <BNM,
iz cega slijedi da je ¢etverokut ABN M tetivan.
Analogno se pokazuje da je ¢etverokut MNCD tetivan.

Ovime smo pokazali da je duzina M N zajednicka tetiva kruznica opisanih trokutima ABN i
CDM. Stoga direktno slijedi da pravac O;0,, odreden srediStima opisanih kruznica, prolazi
polovistem duzine M N.

Zadatak A-2.4.
Odredi sve parove prostih brojeva (p, q) za koje je p?~! + ¢°~! kvadrat prirodnog broja.
Rjesenje.
Neka je n prirodni broj ¢iji je kvadrat jednak izrazu iz zadatka, tj.
pi 4¢P =n?
Podijelit ¢éemo zadatak na odvojene slucajeve prema parnosti brojeva p i q. Ako su oba broja

parna, jedina moguc¢nost je da su oba 2. Tada dobivamo rjesenje (p,q) = (2,2) za n = 2.

Ako su oba broja p, ¢ neparna, tada gledajuéi ostatak pri dijeljenju s 4 zaklju¢ujemo da nema
rjesenja. Doista, kako su p,q neparni, brojevi p — 1,¢ — 1 su parni, pa su brojevi p?=!, g?~1
kvadrati neparnih brojeva, za koje znamo da uvijek daju ostatak 1 pri dijeljenju s 4. Stoga
lijeva strana daje ostatak 2 pri dijeljenju s 4, dok n? daje ostatak 1 ili 0 pri dijeljenju sa 4.

Jedini preostali slucaj je da je jedan od brojeva p,q paran, a drugi neparan. Buduéi da je
jednadzba simetri¢na, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je p neparan, oblika
p = 2k + 1 za prirodni broj k, a ¢ = 2. Sada imamo jednadzbu

p 4297t =n?, tj. p=n?—2% = (n—2"(n+25.

Desna strana jednakosti sastoji se od dva faktora kojima je umnozak prost broj. To je jedino
moguée ako je jedan od faktora jednak %1, a drugi p. Takoder, uo¢imo da je n + 2% > 0, te
da je n + 2* > n — 2*, pa nuzno mora biti

n—2=1 1 n+2F=np.
Oduzimanjem zadnjih dviju jednadzbi dobivamo

M 4 1=p=2k+1.

DokaZimo da ova jednadzba nema rjesenja. Broj 2¥*! + 1, pa onda i broj 2k + 1, daje ostatak
1 pri dijeljenju s 4, odakle je nuzno k paran broj, tj. k = 2[, za neki nenegativan cijeli broj [.
No, u tom slucaju, broj

p=2tl 1 =92+l 11— 9.4 41
je djeljiv s 3 (jer 4' daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3). Dakle, p je djeljiv s 3, tj. p = 3.
Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu, vidimo da u p = 3 i ¢ = 2 nije rjesenje.

Stoga, jedino rjesenje je (p,q) = (2, 2).
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Napomena: Drugi nacin dokaza da jednadzba
2 4 l1=p=2k+1.

nema rjeSenja je da se pokaze da vrijedi nejednakost 2*' + 1 > 2k + 1, tj. 28 > k za sve
prirodne brojeve k. To mozemo pokazati matematickom indukcijom ili visestrukom upotrebom
nejednakosti 2a > a + 1:

oF —9. ok Lokl 4 1 —9.9F2 1 1>9F2 19> ... 4 k—1=k+1>Ek.

Nejednakost 2F > k se moze dokazati i kombinatornim argumentom, uocavajuéi da je ukupan
broj podskupova uvijek vec¢i od broja jednoclanih podskupova k-clanog skupa.

Slucaj kad su oba prosta broja P, ¢ neparna, mozemo rijesiti tako da uoc¢imo da su brojevi
-1 -1 . . a1 pP—2 . . . s . .

p?~t ¢"~! kvadrati, pa je (p'2 ,q 2 ,n) Pitagorina trojka u kojoj su prva dva broja neparna,

sto je nemoguce. Alternativno, mozemo pisati

Pl = (n— ¢ T ) n+q"7).

Buduéi da mozemo pokazati da su faktori na desnoj strani relativno prosti, slicnim argumentima
kao u rjesenju zakljucujemo da je n = ql%1 + 1. Mijenjajuéi uloge za p i ¢, mozemo zakljuciti
idajen = pq%l + 1, pa dobivamo jednakost p% =n—1= qp2;1. Iz toga slijedi p = ¢, pa
uvrstavajuéi to u originalnu jednadZbu dobivamo 2pP~! = n?, $to nema rjesenja za neparan p.

Zadatak A-2.5.

Dana je kvadratna plo¢a s n x n polja, gdje je n neparan prirodni broj. Svaki od 2n(n + 1)
jedini¢nih bridova koji omeduju polja te ploce je ili crvene ili plave boje. Poznato je da je
najvise n? bridova crvene boje.

Dokazi da postoji polje te ploce ¢ija su barem tri brida plave boje.

Rjesenje.
Pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoji polje s tri plava brida. Tada svako polje ima barem
dva crvena brida.

Sada brojimo parove oblika (P, c), pri ¢emu je P polje, a ¢ crveni brid koji omeduje to polje.
Prebrojat ¢emo ih na dva razli¢ita nacina.

Bududéi da je svako polje omedeno s barem dva crvena brida, takvih parova ima barem 2n2. S
druge strane, buduci da svaki brid na rubu ploc¢e ima samo jedno, a svaki brid u unutrasnjosti
tocno dva susjedna polja, broj parova (P,c) mozemo izraziti i kao V + 2U, gdje je V broj
crvenih bridova na rubu ploce, a U broj crvenih bridova u unutrasnjosti. Zakljucujemo da
vrijedi 2n? < 2U + V.

Nadalje, buduéi da ukupno imamo najvise n? crvenih bridova, vrijedi i U+V < n?. Zbrajanjem

ovih dviju nejednakosti lako zakljuéujemo da mora biti V =01i U = n?.

Zakljucujemo da u izvedenim nejednakostima vrijede jednakosti, pa svako polje ima toc¢no dva
crvena brida i svi se crveni bridovi nalaze u unutrasnjosti ploce.

Obojimo polja ploce sahovski, crno — bijelo. Primijetimo da svako bijelo polje sadrzi to¢no dva
crvena brida i da svaki crveni brid pripada to¢no jednom bijelom polju. To znaci da crvenih
bridova ima 2B, gdje je B broj bijelih polja. No, to je kontradikcija jer crvenih polja ima n?,
Sto je neparan broj.

Zaklju¢ujemo da je pocetna pretpostavka kriva, tj. da postoji polje s tri plava brida.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
Porec, 13. travnja 2018.

Zadatak A-3.1.

Dokazi da za svaki realni broj x vrijedi

3x+ 3a:+27r+ s T +4m 3
cos’ — + cos COS® ——— = — COS T.
3 3 3 4

Rjesenje.
Koristeéi identitet ;
cost = 4 cos’ 37 3cos =

3
zat =ux,t=ux+2mr it = x+ 47 te zbrajanjem tih relacija, zbog periodi¢nosti kosinusa,
dobivamo

3 T 3 T +2m 3 T +4m T x4+ 27 x + 4
3cosx:4<cos — + cos” ———— + cos 7>—3(c0s7+cos + cos )
3 3 3 3
Koristenjem transformacijskih formula na izraz u zadnjoj zagradi, slijedi
ZL‘+ x+47r+ x4+ 27 5 2 x—|—27r+ x+ 27
cos — + cos oS = 2c0s — cos oS
3 3 3 3 3 3
2m T+ 27
= 2008——1—1)(:08 =0
< 3 3
Konac¢no zaklju¢ujemo
3% 3x—|—27r+ 3@+ 4w 3( . .T+27T+ x+47r> 3
cos” = + cos oS = — |(cosx + cos = + cos oS = —COsZ.
3 3 3 4 3 3 3 4

Zadatak A-3.2.

Neka je S = {0,95}. U svakom koraku Lucija prosiruje skup S tako da odabire neki polinom
s koeficijentima iz .S, razli¢it od nulpolinoma, te skupu S dodaje sve cjelobrojne nultocke tog
polinoma. Postupak nastavlja odabirom drugog polinoma s koeficijentima iz tako prosirenog
skupa S dok god na taj nac¢in moze dobiti nove nultocke.

Dokazi da Lucija moze kona¢nim nizom koraka prosiriti skup S do skupa koji nije moguce dalje
prosiriti. Koliko elemenata tada ima skup S?
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Rjesenje.

Cjelobrojna nultocka polinoma s cjelobrojnim koeficijentima mora biti djelitelj slobodnog ¢lana.
Bududi da bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je slobodni ¢lan polinoma kojeg
Lucija odabire razli¢it od nule, zaklju¢ujemo da u skup S mozemo dodati samo cjelobrojne
djelitelje broja 95. Bududi da je broj djelitelja broja 95 konacan, Lucija ne¢e moé¢i beskonacno
puta prosiriti skup S.

Dokazimo da ¢e Lucija u skup S dodati sve cjelobrojne djelitelje od 95, tj. da ¢e na kraju S
imati 9 elemenata.

Buduéi da je —1 nultocka polinoma 95z + 95, broj —1 se moze dodati u S.

Broj 1 je nulto¢ka polinoma —a% — 2% — ... — 2 + 95, pa se u S moze dodati 1.

Sada se moze dodati broj —95 jer je nultocka polinoma z + 95.

Polinom —a? + 22 + z + 95 s koeficijentima iz S ima nultocku 5, dakle 5 se moZe dodati u S.
Sada vidimo da i —5 dodajemo u S jer je —5 nultocka polinoma x + 5.

Takoder su na kraju i —19,19 € S jer su nultocke polinoma 5z + 95 i 5z — 95.

Napomena: Polinom kojem je 5 nultocka mozemo dobiti na sustavniji nacin. Oc¢ito 5 ne mozemo
dobiti kao nultocku linearnog polinoma s koeficijentima iz skupa S = {—95,—1,0, 1,95}.

Pretpostavimo da je 5 nultocka polinoma az? + bx + ¢, za a,b,c € S. Tada 5 | cic # 0, pa
mora biti ¢ = 95 ili ¢ = —95. Imamo

25a 4 5b = £95,

odnosno
5a + b = +£19,

sto je nemoguce za a,b € S. Dakle, ako je 5 nultocka polinoma s koeficijentima iz S, polinom
mora biti stupnja barem 3.

Pretpostavimo da je
5°%a+5°b+5c+d =0

za neke a,b,c,d € S. Tada 5| did#0, pajed=95ili d=—95.
Ako je d = 95, dijeljenjem gornje jednadzbe s 5 dobivamo

2ba + 5b 4+ ¢ = —19,

pa vidimo da je c =1 (mod 5). Kako je ¢ € S, mora biti ¢ = 1.
Sada je 5a + b = —4 iz ¢ega lako slijedi da jea=—11b=1.

Zadatak A-3.3.
Odredi sve parove prirodnih brojeva (a,b) za koje a?b dijeli b* + 3a.
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Prvo rjeSenje.

Iz zadanog uvjeta imamo
a’bk = b* + 3a,

za neki k € N. Iz a?bk — 3a = b? slijedi a | V?, a iz a®bk — b* = 3a slijedi b | 3a. Dakle, brojevi

¥ 3a _ bB+3a b 3

a’ b ! a?b a2  ab

su cijeli. Mnozenjem drugog i tre¢eg dobivamo da je i 2—3 cijeli, odnosno b* | 9a. Sada je

b’m = 9a, an = b*
za neke prirodne brojeve m i n, iz ¢ega dobijemo mn = 9. Dakle, n € {1, 3,9}, pa vidimo da
je b* € {a,3a,9a}. Uvrstavanjem u pocetni uvjet vidimo da ab | n + 3.
Sad gledamo tri moguca slucaja za n.

Ako je n = 1, onda je b*> = a, pa iz pocetnog uvjeta b® | 4%, odnosno b® dijeli 4, pajea=b=1
jedno rjesenje.

Ako je n = 3, onda je b = 3a, pa % | 20, odnosno b? | 18. Buduéi da je b djeljiv s 3, slijedi da
u ovom slucaju nema rjesenja.

Ako je n = 9, onda je b* = 9a, pa g—i | 36%, odnosno b* | 108. Kako je b djeljiv s 3, dobivamo
rjesenje (a,b) = (1, 3).

Jedina rjesenja su (1,1) 1 (1,3).
Drugo rjeSenje.

Kao u prethodnom rjegenju, dobije se a | b? i b | 3a. Buduéi da za prirodne brojeve z i y vrijedi
vly = <y,

imamo nejednakosti:
b2 4+ 3a < 9a% + 3a, b2 + 3a < 4b%.

Sada iz a?b < b? + 3a slijedi
a’b < 9a® + 3a, a®b < 4b%,

pa je
ab<9a+3, a* <4b.

Slijedi a® < 4ab < 36a+12, odnosno a(a®—36) < 12, iz ¢ega lako vidimo a < 6. Sada provjerom
po slucajevima za a i koristenjem nejednakosti

2
Ccp<or?
4 a

dobivamo da su moguca rjeSenjaa=b=1ia=1,b=3.
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Zadatak A-3.4.

Zadan je trokut ABC takav da je |AB| = |AC|. Neka su M i N polovista stranica AB i BC
redom. Neka je P sjeciste pravca AN s opisanom kruznicom trokuta AMC, razli¢ito od A.
Pravac kroz tocku P paralelan s BC sijece opisanu kruznicu trokuta ABC' u tockama B; i Cf.
Dokazi da je trokut AB;C jednakostranican.

Prvo rjeSenje.

Tocke A, M, P i C leze na istoj kruznici i vrijedi <M AP = <PAC. Stoga je |MP| = |PC|
jer su odgovarajuéi obodni kutovi sukladni. Kako je to¢ka P na simetrali duZine BC, vrijedi i
|BP| = |CP|. Zato je M P| = |BP)|, a to znaci da toc¢ka P lezi na simetrali duzine BM.

Neka je @) poloviste duzine M B, a O srediste opisane kruznice trokuta ABC.

Uoc¢imo da je PQ 1. ABi OM 1 AB pa je PQ || OM. Kako je M poloviste duzine AB, a Q
poloviste duzine M B, vrijedi [MQ| = 3|AQ)|. Zato je i |[OP| = £|AP|.

Promotrimo sada trokut AB;C. Srediste njegove opisane kruznice je tocka O, a noziste njegove
visine iz vrha A je tocka P. Kako su tocke A, O i P kolinearne, taj trokut je jednakokracan.

Zato je duZina AP ujedno i teZisnica tog trokuta, pa je zbog |OP| = %|AP| tocka O teziste
tog trokuta. Konac¢no, kako se teziSte podudara sa srediStem opisane kruznice, trokut AB;C4
je jednakostranican.

Drugo rjeSenje.

Neka je AB'C’ jednakostrani¢ni trokut upisan u kruznicu opisanu oko trokuta ABC' i neka je
P’ poloviste duzine B’C’. Buduéi da je BC || B'C’, dovoljno je dokazati da se tocke P i P’
podudaraju.

Neka je R polumjer opisane kruznice trokuta ABC. Tada je duljina visine upisanog jednakos-
trani¢nog trokuta |AP'| = 3R.

Oznac¢imo ¢ = <BAN. Tada je |[AB| =2Rcosp i |[AM| = Rcos .
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Koristec¢i poucak o kosinusu u trokutu ABP’" dobivamo

|BP'|> = |AP'|? + |AB|* — 2|AP'| - |AB| cos ¢

3 \? 3
= <§R) + (2R cos p)* — 2 §R 2R cosp - cos

9
= ZRQ — 2R? cos? .

Sli¢no, koristeé¢i poucak o kosinusu u trokutu AM P’ dobivamo

IMP'|> = |AP'|> + |AM|* — 2|AP'| - |AM| cos ¢

3 \2 , .3
:<§R) + (Rcos @) —2-§R-Rcosg0-cosg0

= ZR? —2R%*cos? .
Dakle, |CP'| = |BP'| = |MP'| pa su toctke M, B i C na kruznici sa srediStem P’. Zato je
1
SMOP' = <P'MC = S(180° = <CP'M) = 90° — <CBM = <MAP'.

Konac¢no, iz <MCP" = <M AP’ slijedi da je M P’ tetiva kruznice opisane trokutu AMC, a
kako je P’ i na simetrali duZine BC, toc¢ka P’ je upravo tocka P.

Zadatak A-3.5.

Dva igraca naizmjence zapisuju po jednu znamenku, redom slijeva nadesno. Igrac¢ gubi ako je
nakon njegovog poteza napisan niz znamenaka

ay, ag, ..., Qp
za koji postoji prirodni broj k takav da je broj axagiq ... a, djeljiv s 11.

Koji igra¢ moze pobijediti neovisno o igri protivnika?
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Rjesenje.
Pokazat ¢emo da igrac koji je drugi na potezu moze pobijediti neovisno o igri igraca koji je prvi
na potezu. Ocito, nijedan igrac¢ nec¢e napisati nulu ni u kojem koraku.

Uoc¢imo da je 10" = (—1)" (mod 11), pa vrijedi sljede¢i kriterij za djeljivost s 11:

gy - p = Gy — Q1 + Qg — -+ (=1)"*a; (mod 11).

Oznacimo sa Ny ostatak broja agagyy - .. a, pridijeljenjus 11, za k =1,...,n. Ako su u n-tom
potezu brojevi
Ny, ..., N,

svi razli¢iti, onda prema spomenutom kriteriju djeljivosti s 11 u sljedecom potezu dobivamo
brojeve
Apy1 — N17 sy Gyl — Nn: Qn+1 (mOd ]-1)

koji su takoder svi razli¢iti jer je a,,1 # 0. Induktivno zakljucujemo da su u svakom po-
tezu igre (za n < 10) brojevi Ny, ..., N, razli¢iti. Takoder, zbog nacina na koji se brojevi
Ny, ..., N, transformiraju u svakom potezu, zakljucujemo da postoji najvise n + 1 znamenki
¢ijim zapisivanjem igra¢ na potezu gubi.

Pretpostavimo da igra traje barem devet poteza. Drugi igra¢ gubi ako i samo ako je u devetom
potezu skup {Ny, No, ..., No} jednak skupu {1,2,...,9}, tj. drugi igra¢ pobjeduje ako i samo
ako se medu brojevima Ny, Ns, ..., Ng pojavljuje broj 10.

Ako u osmom potezu u skupu {NVy, ..., N3} nedostaju dva broja od 1 do 10 koji nisu uzastopni,
onda bez obzira na odabir prvog igraca u devetom potezu jedan od brojeva Ni,..., Ny mora
biti 10. Naime, ako prvi igra¢ odabere broj X, onda postoji k takav da je u osmom potezu
N =X +11iu devetom potezu dobivamo

Ny=X—-(X+41)=-1=10 (mod 11).

Pokazimo da drugi igra¢ moze osigurati da u osmom potezu igre medu brojevima Ny,..., Ng
nema dva uzastopna broja. Svakako drugi igra¢ moze osigurati da igra traje barem sedam
poteza. Neka u sedmom potezu vrijedi

(Ni,..., Ny} ={1,2,...,10}\ {X,Y, Z}.

Ako medu brojevima X, Y i Z nema uzastopnih, onda drugi igra¢ moze odabrati bilo koji od
njih. Ako je Y = X + 1, onda drugi igra¢ moze napisati jedan od brojeva X ili X + 1 tako
da u osmom potezu medu brojevima Ni, ..., Ng nema dva uzastopna broja. Naime, ako je
Z = X — 1, drugi igrac¢ napise X, a ako je Z # X — 1, onda drugi igrac¢ napise X + 1.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
Porec, 13. travnja 2018.

Zadatak A-4.1.

Neka je n prirodni broj. Dokazi da za svaki izbor brojeva 1, x, ..., z, € [0,1] vrijedi

(w1 + a0+ +a, +1)> >4+ 23+ +22).

Prvo rjeSenje.

Kako je z; € [0,1], imamo da je z; > 22, tj.
Yoy + o+ -+ xp) =42+ ad 4+ 22).

Uvedimo oznaku S = 1 + 22 + - - - + x,,. Uocimo da je zbog gornje ocjene dovoljno dokazati

da vrijedi
(S+1)% > 48.

Ta nejednakost ocito vrijedi jer je ekvivalentna sa (S — 1)% > 0.

Drugo rjeSenje.
Dokazimo ovu nejednakost indukcijom po n € N.

Baza indukcije, n = 1:

(x1+1)* > 427 <= (1 —21)(32, +2) > 0.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da postoji prirodni broj n takav da za svaki izbor
brojeva x1,xs, ..., x, € [0,1] vrijedi

(w1 +mo+ - +a, + 12 >4+ 23+ +22).

Korak indukcije: Dokazimo da analogna tvrdnja vrijedi i za bilo koji izbor brojeva x1, zo, . . ., x,,
Tpa1 € [0, 1]. Bududi da je nejednakost simetri¢na, bez smanjenja opcenitosti smijemo pretpos-
taviti da je z,41 najmanji broj medu njima. Iz toga mozemo zakljuciti da je taj element manji
ili jednak od aritmeticke sredine svih ostalih brojeva jer je

1
xn-i-l:ﬁ($n+1+xn+1+"'+$n+1><ﬁ($1+2§2+---—|—xn),
s

Uvodedi oznaku S = x1 + x9 + - - - + @, slijedi z,,1 < 2, odnosno S > nx, 1.
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Prema pretpostavci indukcije za brojeve 1, xo, ..., x, vrijedi

(@1 4224+ 2p+ T +1)° = (S + 201 +1)°

( 1)? 4+ 2(S + 1)ang + x?H—l
> 4(z? +x§ + - +x2) + 281 + 2T + Th iy
> 4(2? + xQ x2) + 2nal g + 2xn+1 +
= 4(23 + :c2 22) + (2n + 1)2? n+1 + 22541
> A(x + x2 ) + (20 + 3)ag
> 4(2? + 22+ x2) + dad
= 4(a} + 23 + -~~+xn+mn+1),

pri ¢emu smo koristili x, 1 > 22 41, te ¢injenicu da za sve prirodne brojeve n vrijedi 2n+3 > 4.

Bududi da smo iz pretpostavke indukcije dokazali korak, prema principu matematicke indukcije
zakljucujemo da tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n.

Zadatak A-4.2.

Gaussov cijeli broj je kompleksni broj ¢iji su realni i imaginarni dijelovi cijeli brojevi. Odredi
najveci prirodni broj n za koji postoji skup od n Gaussovih cijelih brojeva tako da su kvadrati
njihovih apsolutnih vrijednosti uzastopni prirodni brojevi.

Rjesenje.
Ako je kompleksni broj z = x + yi Gaussov cijeli broj, onda je |z|> = 22 + 3 zbroj kvadrata
dvaju cijelih brojeva.

Kvadrat parnog cijelog broja je djeljiv s 4, dok kvadrat neparnog cijelog broja daje ostatak 1
pri dijeljenju s 4. Dakle, zbroj kvadrata dvaju cijelih brojeva moze dati ostatke 0,1 ili 2 pri
dijeljenju s 4.

Ako bi n bio veéi od 3, onda bi bilo medu koja uzastopna cetiri prirodna broja u nizu
2 2 2
12117, |22]%, ---, |2l

postojao broj koji daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4, sto smo pokazali da je nemoguce. Dakle, n
je manji ili jednak 3.

Uocimo da su 2+ 27, 3, 3+ ¢ Gaussovi cijeli brojevi ¢iji je zbroj kvadrata modula redom 8,9, 10.
Dakle, najveci prirodni broj n u zadatku je jednak tri.

Zadatak A-4.3.
Neka je f: N — N funkcija takva da je

f(ab) = fa+1b)

za sve prirodne brojeve a > 41 b >

Dokazi da je f(n) = f(8) za sve prirodne brojeve n > 8.
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Prvo rjeSenje.

Neka je n > 8 prirodan broj. Prema uvjetu iz zadatka vrijedi

fn)=fd+(n—4)) = f(4(n—4)) = f(2(n —4) +2(n - 4))
= f(4n—4)(n—4)) = f(4(n —4) + (n —4))
=f(5(n—4)=fE+n—14)
= f(n+1).

Dakle, po principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je f(n) = f(8), za sve n > 8.

Drugo rjeSenje.
Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom.

Baza: Za n = 8 tvrdnja je oéita. Za n = 9 racunamo:

J(9) = f(445) = [(20) = [(4+ 16) = f(64)
— [(8-8) = [(16) = f(4-4) = [(8).

Korak: Pretpostavimo da je n > 9 takav da je f(m) = f(8), za sve 8 < m < n. Ako je n

paran, tada je n = 2k za neki k > 4. Vrijedi:
f(2k) = f(K?*) = f(k* —4+4)
= f(4(k* — 4)) = f((2k — 4)(2k + 4))
= f(4k) = f(k +4)
Za k >4 je k+4 < 2k = n, pa je prema pretpostavci f(k +4) = f(8).
Ako je n neparan, vrijedi n = 2k + 1 za neki k£ > 4. Imamo:
f@k+1)=f(k(k+1)) = f(k(k+1)—6+6)

= f(6(k*+k+1)) = f(3(k—2)-2(k+3))
= f(3k —6+ 2k +6) = f(5k) = f(k+5)

Zak>4jek+5<2k+1=n, pa je prema pretpostavci f(k+5) = f(8).
Vidimo da u oba sluéaja vrijedi f(n) = f(8).

Zadatak A-4.4.

Neka su BD i CE visine §iljastokutnog trokuta ABC. KruZnica promjera AC sijede duzinu
BD u tocki F. KruzZnica promjera AB sijece pravac CE u tockama G i H, pri ¢emu je G

izmedu C'i E. Ako je <CHF = 12°, odredi <AGF'.
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Rjesenje.

Tetiva GH je okomita na promjer AB, pa je AB simetrala duzine GH. Zato je |AG| = |AH|.
Trokut AF'C je pravokutan, pa prema Euklidovom poucku vrijedi |AF|* = |AD| - |AC]|.
Analogno, trokut ABG je pravokutan, pa je |AG|> = |AE| - |AB].

Kutovi <BDC' i <BEC su pravi, pa je cetverokut BC'DE tetivan. Prema poucku o potenciji
tocke primijenjenom na tocku A s obzirom na kruznicu opisanu cetverokutu BC'DFE zakljucu-
jemo da je |AD| - |AC| = |AE| - |AB|.

Stoga je |AF| = |AG| = |AH], tj. tocka A je srediste trokutu GF H opisane kruznice.

Konacno je

1 1 1
SAGF = <GFA = S (180° — <FAG) = (180° — 24FHG) = ;(180° — 24°) = 78",

Zadatak A-4.5.

Na natjecanju sudjeluje 300 natjecatelja. Svaka dva natjecatelja se medusobno ili poznaju ili ne
poznaju, a ne postoje tri natjecatelja koji se svi medusobno poznaju. Odredi najve¢u mogucu
vrijednost broja n tako da vrijede sljededi uvjeti:

e Svaki natjecatelj poznaje najvise n ostalih natjecatelja.

e Za svaki prirodni broj m takav da je 1 < m < n postoji barem jedan natjecatelj koji
poznaje tocno m ostalih natjecatelja.
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Rjesenje.
Najvec¢a moguca vrijednost broja n je 200.

Pretpostavimo da postoji natjecatelj, nazovimo ga X, koji poznaje 201 ostalih natjecatelja i
neka tih 201 natjecatelja tvori skup S. Dakle, moraju postojati i natjecatelji koji poznaju tocno
1,2,...,200 ostalih natjecatelja.

Kazemo da natjecatelj ima stupanj m ako poznaje toéno m drugih natjecatelja.

Svaki natjecatelj iz skupa S ima stupanj najvise 99. Naime, ne smije poznavati nikoga iz S jer
ne postoje tri natjecatelja koji se svi medusobno poznaju, a osim X i natjecatelja iz S postoji
jos samo 98 natjecatelja. Zakljucujemo zapravo da natjecatelji iz S imaju najvise 99 razlic¢itih
stupnjeva. Istovremeno, natjecatelja koji nisu u skupu S i koji nisu X, ima 98, pa oni imaju
najvise 98 razli¢itih stupnjeva.

Time smo pokazali da natjecatelji imaju najvise 1499498 = 198 < 201 razli¢itih stupnjeva, pa
je nemoguce da postoje natjecatelji koji poznaju tocno 1,2, ...,201 ostalih natjecatelja. Dakle,
ne postoji natjecatelj koji poznaje tocno 201 ostalih natjecatelja.

Pokazimo sada da je moguce da je n = 200. Oznac¢imo 100 natjecatelja s Ay, As, ..., Ajgo 1 njih
zovimo A-natjecateljima, a preostalih 200 s By, Bs, ..., Bogg te njih zovimo B-natjecateljima.

Za svaki i € {1,2,...,100} i svaki j € {1,2,...,200}, takve da je i < j, neka se poznaju
natjecatelji A; i B;. Svi ostali parovi natjecatelja neka se medusobno ne poznaju. Tvrdimo da
je za ovakav raspored poznanstava n = 200 i da su ispunjeni svi uvjeti zadatka.

Naime, ne postoje tri natjecatelja koji se svi medusobno poznaju, zato $to se nikoja dva medu
A-natjecateljima ne poznaju i nikoja dva medu B-natjecateljima se medusobno ne poznaju.

Nadalje, za i € {1,2,...,100}, natjecatelj A; poznaje natjecatelje B;, Biy1, - - . , Bogo 1 samo njih.
Dakle, on ima tocno 201 — i poznanika, Sto znaci da postoje natjecatelji koji poznaju tocno
200,199, ...,101 ostalih natjecatelja. Slicno, za j € {1,2,...,100}, natjecatelj B; poznaje
natjecatelje Ai,...,A;_1,A; i samo njih. Odnosno, on ima to¢no j poznanika, Sto znaci da
postoje natjecatelji koji poznaju tocno 1,2,...,100 ostalih natjecatelja.
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