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Pregled sadrzaja predavanja

Definiranje pojma: algebarsko — aritmeticki

Primjeri pretvorbe zadatka iz aritmetickog u algebarski
na pocetku skolovanja

Prezenatcija sadrzaja, koji omogucavaju razvoj
algebarskog misljenja

Strani nalazi o razvoju algebarskog misljenja + primjeri
istrazivanja

Problem ,,bazen‘: od |. razreda do fakulteta

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Usporedba aritmetika - algebra

Tradicionalno:

Aritmetika: racunanje s brojevima,
automatiziranje osnovnih aritmetickih
radnji, razvoj racunskih algoritama koji
Ce olaksati izracunavanje.

Algebra: vise apstraktna matematicka
disciplina - pravila ucenja za
manipuliranje matematickim
simbolima.

Preusmjeravanje u posljednjih 20

godina:

razdoblje elektronike: sposobnost
vjestih izracuna s velikim brojevima
vise nije u fokusu.

Reduciranje znacenja standardnih
racunskih algoritama: proceduralno

Znanje.

Preusmjeravanje pozornosti na
algebarski pristup aritmetici, tj.
povezivanje aritmetike s algebrom:
konceptualno i problemsko znanje
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Swafford i Langrall (2000): sposobnost za rad s
nepoznatom kolicinom kao da je poznata kolicina —
algebarsko misljenje; situacije s poznatim kolicinama -
aritmeticko misljenje



Kako opisati algebru?

» Je generalizacija aritmetike: dok se aritmetika
usredotocuje na konkretne izracune (postupke), algebra
se odnosi na otkrivanje uzoraka, odnosa, pravila o
brojevima i konkretnih aritmetickih racuna (problemsko

Znanje).
U

Otkrivanje odnosa, uzoraka, pravila = potraga za
genaralizacijama.

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Kako promijeniti aritmeticki zadatak u
algebarski zadatak?

|. primjer: Preusmjeravanje pozornosti
Zbroji: na pravilo kod racunanja:
10 + 4= oblikovanje generalizacije

za ovakav tip racuna
10 + 2 =

0+7=__ 4

0+5= pocetna algebra

Cisti racuni: aritmetika

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



2. primjer: Tombola - malo drugacija



. 2.

» Naglasak je na » sistematicno uredivanje
izracunavanju pojedinih racuna - zakljucivanje o
primjera — &ista aritmetika odnosima izmedu razlicitih

o rastavljanja odredenog broja.
» uspostavljanje odnosa

izmedu dva broja unutar
jednog para (aritmeticko
razmisljanje - razmisljanje
o odredenom primjeru)

» Pronalazenje odnosa izmedu
razlicitih parova brojeva
(algebarsko razmisljanje —
razmisljanje o odnosima)

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Koji su sadrzaji prikladni za uvodenje u
algebru?

» Jednadzbe

» Uzorci

» Nizovi

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



U posljednih 20 godina istrazivanja o ulozi uzoraka i

nizova kao nacina uvodenja ucenika u pocetnu algebru:
Ferrara i Sinclair (2016), Carraher et al. (2008) Moss i
Baatty (2010), Radford (2008, 2010), Rivera (201 I).

Carraher: nizovi i uzorci su sadrzaji koji ukljucuju
predvidanje, rad s varijablama i funkcijama: oblikovanje
generalizacija



Uzorci 1 nizovi u nastavnom planu u
Sloveniji (2011)

» Sistematicno, po cijeloj vertikali
(od |.do 9.razreda) su dodani
sadrzaji o uzorcima kao
metodicki pristup za uvodenije i
razumijevanje algebre.

» Kako ih uvodimo?

oblikovanje i prepoznavanje
pravila u uzorcima (npr.:
geometrijski, slikovni, glasovni
uzorci)

oblikovanje brojevnih nizova
(prepoznavanje i oblikovanje
pravila u brojevnim nizovima).

» Nadogradnja nastavnog
sadrzaja:
lzvsiti generalizaciju

D Predalgebarsko razmisljanje

D Algebarsko razmisljanje

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Uzorci

» Tipovi zadataka kod prepoznavanja uzoraka:
Ponoviti uzorak
Nastaviti uzorak
Dopuniti uzorak

|zraditi isti uzorak s drugacijim prikazom

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Jednak uzorak — drukciji prikaz

|. Ucenici upozanju da jednak uzorak se moze nalaziti u
mnogo razlicitih oblika
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Nezavisnost od strukture koristenog materijala
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2. Ucenici upoznaju, da ovaj uzorak
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ima jednako pravilo kao glasovni uzorak
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Generalizacija: vrlo razlicite situacije mogu imati jednaka matematicka svojstva

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



» Istrazivanje na predskolskoj djeci (5 — 6 godina) (Tirosh i
dr, 2015):

Jesu li predskolska djeca sposobna prepoznati slichu/razlicitu
strukturu dvaju uzoraka?

Kako oni opisuju / izrazavaju slicnost ili raznolikost struktura?

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Svojstvo usporedenih

uzorka

Razlicita struktura i
jednak tip prikaza

Jednaka struktura i

jednak tip prikaza —
it boj A

Jednaka struktura i
razlicit tip prikaza

**x Q% ¥ ©
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» Razine prepoznavanja strukture uzorka:
Razina O: bez reference na jedinicu ponavljajuceg uzorka

Razina |: opis pojedinacnih slicnosti / razlika (kako nastaviti s
uzorkom)

Razina 2: dijete prepoznaje ponavljajucu jedinicu

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Primjer:

“Po ¢emu su slicni?”’

N B
T .

Razina O: u oba je crvena.

Razina |: ovdje su dvije crvene, ovdje stu dvije zute. Ovdje je
jedna plava, ovdje jedna crvena.

Razina 2: svakog puta ima dvije i jedna.

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018
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Primjer |
Primjer 2 29 19 |0
Primjer 3 44 5 9
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Uloga nastavnika: sastavljanje pitanja

|. Koliko ima kvadrati¢a u 4 Koje bi boje bio 50.

ponovljene jedinice? kvadratic?
» Tablica mnozenja problemske vjestine:
2. Koje je boje | I. kvadratic? predvidanja, zakljucivanja,

> deljenje s ostatkom argumentiranje

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Zasto su uzorci uvod u algebru?

Algebarsko razmisljanje —— trazenje genaralizacije:
Generalizacija kod uzorka:

Otkrivanje odnosa ,,uvijek je isto”

Razvijanje problemskih vjestina: predvidanje, argumentiranje

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Nizovi

Radford (2012):

Kljucni aspekt generalizacije: sposobnost pojedinca da
promatra slicnosti i razlike: zajednicka svojstva u
pojedinacnim slucajevima

4

Prosirenje za sve clanove niza

4

formuliranje opceg pravila



Primjer

* Koliko ima kvadrati¢a u 2 (3,4, 5, 6) clana
Niinide)  zajedno?2 +3=5
pitanje

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018




* Koliko ima kvadratica u 2 (3,4, 5, 6) clana
Aritmeticko zajedno? 2+ 3 =5
pitanje

- * U 4. clanu ima jedan kvadratic vise.
rijelaz na

algebro

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018




* Koliko ima kvadrati¢a u 2 (3,4, 5, 6) clana
Niide| —zajedno? 2+ 3 =5
pitanje )

* U 4. clanu ima jedan kvadratic vise.

Prijelaz na
algebro J

» Koliko bi bilo kvadrati¢a u 25. ¢lanu?

Algebarsko
pitanje

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Nacini formiranja generalizacije — po
Radfordu

» relacije unutar niza: » relacije na cijelom skupu
slicnosti se traze na podataka — trazimo odnos
lokalnoj razini: izmedu izmedu dva skupa varijabli,
pojedinacnih clanova niza a ne samo izmedu dva

clana: globalno
strukturiranje: stvaranje
opceg pravila

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Nacini oblikovanja generalizacije (po
Radfordu)

» Promatramo dva susedna  » Trazimo relaciju izmedu

clana i trazimo slicnost: dvije varijable (ovisna i
» 4.clan ima jedan kvadratic neovisna):

vise nego njegov

prethodni clan » Opce pravilo:

Broj kvadratica u n-tom
clanu: ap) = n +1

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Sazeci istrazivanja s ucenicima u razrednoj
nastavi

Ucenici cesce upotrebljavaju rekurzivne strategije za opis
generalizacije nego direktan funkcijski zapis odnosa
izmedu dviju varijabli (Radford, Callaher et al.)

Radford (2012): po njegovom misljenju funkcijski odnos je
glavno obiljezje algebarskog razmisljanja

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Radford (2012) — ucCenici 2. razreda

Opisi kako bi pronasao broj kvadratica za bilo koju figuru u
tom nizu.

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Rezultati

Koristenje razlicitih nacina izrazavanja bez koristenja
formalnih matematickih zapisa u obliku formule:

implicitna upotreba varijable: 12 plus 12 plus I, ili 50 plus
50 plus | - pocetna razina algebarskog razmisljanja

eksplicitna upotreba varijable: broj plus broj plus | -
prema Radfordu, ucenik s takvim opisom nadmasuje vezu
s konkretnom geometrijskom konstrukcijom



Carraher et al. (2008)

Uloga odabira konkretnog primjera:
geometrijski raspored / graficki prikazi kao pocetna tocka

za izvodenje generalizacije.

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Primjer: Problem sa stolovima i stolcima

Sest ljudi sjedi za pravokutnim stolom: dva na svakom
duzem rubu, i po jedan na svakom kracem rubu stola.

Stolove kombiniramo linearno s kratkim rubom stolova.
Koliko ljudi moze sjediti za 2 stola, 3 (4,5, 15, n) stolova!?

2 Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Graficki prikaz

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Prijelaz na simboli¢ni prikaz problema

1 6
2 10
3 14
4 18
5

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Oblikovanje generalizacije

Broj stolova (S) Broj stolic (s)

1 6

2 L0 Rekurzivno: zakljucivanije iz koraka u

3 14 korak — izlazimo iz prethodne

. - vrijednosti (na svakom koraku
dodajem 4)

5 22

\J

Opce pravilo: trazenje odnosa izmedu varijabla:
Koje su varijable?
Koja je ovisna i koja neovisna!?
s=Sx4+2

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Ukratko

nizovi
\_¢

odnosi/relacije

funkcija

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Ferrara, Sinclair (2016) — 3. razred

» Brojevni niz

$

» Aktivnost s toaletnim papirom

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Kolika vrijednost ce biti napisana na 12.
listicu?

» ‘Rekurzivna objasnjenja’: broje po 2.

4

» Uciteljeve smjernice:
Probajte naci mjesto bez brojanja.

Potrazite najbrzi moguci nacin da bi dosli do rjesenja.

<

» ‘Funkcijska objasnjenja’: Ucenci postupno pocinju
govorom izrazavati pravilo: broj udvostrucim

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Svitak toaletnog papira

Koja ce vrijednost
biti zapisana nal?2.
listicu?

2. strategija:
direktno -
racunskim radom

|. strategija:
postupno —
zbrajam po 2

J

Odnos izmedu

TN varijabli: funkcija

J

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Sazetak

» Uloga toaletnoga papira:

opis pozicije pojedinog broja u nizu — lakse primijetiti relaciju
izmedu dva skupa brojcanih podatka (pozicija broja i vrijednost
broja na listicu).

Poticemo prijelaz od rekurzivnog k funkcijskomu opisu pravila.

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Problem ,, Bazen® — analiza primjera od 1.
razreda do fakulteta

» Miha izraduje bazene. Svaki bazen ima cetverokutni
plivacki dio. Miha dno bazena prekrije plavim kvadratnim
plocicama, a oko bazena je poplocan put od bijelih
plocica.

Swimming pools with borders

Pool 1 Pool 2 Pool 3

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Postupno otezavanje pitanja

Zbrajanje plavih i bijelih plocica

Otkrivanje broja plavih plocica za sljedeci primjer.

Ako bi imali 32 bijele ploce, koliko bi onda bilo plavih u sredini?
Mozes li napraviti kvadrat s 49 plavih plocica?

Mozes li napraviti kvadrat s 12 plavih plocica? Zasto da, zasto
ne!

Kako raste broj bijelih plocica?
Koje se varijable pojavljaju u zadatku? Kako su povezane!?

Nacrtaj graf i uz pomoc grafa pronadi broj bijelih plocica za
sljedeci primjer.

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Gdje se nalazi algebarsko razmisljanje?

» Trazenje pravila za koje brojeve mozemo dobiti kvadratni
oblik bazena.
» Trazenje pravila za broj bijelih plocica:

Broj bijelih plosca raste za 4 - zasto!?

Ryan explains that the number of border tiles increases

by four each time.

XX X

“This one is the old biue tile; the other
three are new. The squares with X are
the old border tiles, so there are four
new border tiles.” —Ryan

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Gde se nalazi algebarsko razmisljanje?

Broj bijelih plocica dobijemo tako da broj plavih plocica na
jednoj stranici pomnozimo s 4 i dodajemo 4 za 4 kutne
plocice.

Primijetimo da ce broj bijelih plocica uvijek biti visekratnik
broja 4.

The number of white tiles is always a multiple of 4.

4 xX2+4

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Problem Ribnjak - istrazivanje izmedu studenata
razredne nastave na Uciteljskom fakultetu, Ljubljana

Miha radi u hortikulturnom centru, gdje 4 m
prodaje ribnjake raznih oblika. Njegova je
zadaca savjetovati klijente koliko ploca
kvadratnog oblika trebaju zele li obrubiti
svoj ribnjak poplo¢enom stazom.
Koliko ploca za poplocavanje
(ImxIm) trebaju za obrubljavanje
ribnjaka dimenzija 4mx4m? (slika )

|zvedite formulu kojom se Miha Slika 1. Kvadraini ribnjak
moze koristiti za izraCunavanje broja
ploca za poplocavanje ruba bilo kojeg
ribnjaka oblika kvadrata.

Sto ako ribnjak nema pravilan oblik?
Izvedite formulu i objasnite zasto to
funkcionira. (slika 2)

Sto ako ribnjak ima bilo kakav uglati
oblik koji se moze skicirati na
kvadratnoj mrezi?

3m

Slika 2. Ribnjak
nepravinog oblika

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



RazlicCiti tipovi generalizacije

Studentica A

4x4 20=|4| x5
5x5 24=|4|x6
6x6 28=|4|x7
7x7 32=14|x8

4(at+l)

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Studentica C

8 ploca |2 ploca |6 ploca

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Studentica C
Ix1:8

2x2: 12

3x3: 16 Jer treba ti

jedna nova

ploca na svakoj
4x4- 20 stranici

kvadrata.

5x5: 24
|0x10: 44

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Studentica B

4 x 4:
4x4+4
n X n: 4xn+4

za generalizaciju ne treba puno primjera — moze se oblikovati
vec na jednom primjeru, i nacin zakljucivanja kod ovog
primjera se zatim generalizira u opce pravilo.
(npr. povrsina kvadrata, povrsina pravokutnika).

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Nastavni ciljevi - Slovenija

oblikuju slikovne i geometrijske uzorke,
prepoznaju pravilo u slikovhom i geometrijskom uzorku i nastavljaju uzorak

Promatraju, prepoznaju pravilo uzorka i nastavljaju ga (4.r; 5.r.),
oblikuju slikovne i geometrijske uzorke (5.r)
prepoznaju pravilo u brojevnim nizovima, nastavljaju i predvidaju ga (npr. 20. ¢lan niza) (6.r)

Promatraju uzorak i otkrivaju pravilo (7.r)

Oblikuju ili nastavljaju zadani niz u skupu cijelih brojeva (8.r)

Promatraju uzorke, otkrivaju pravilo i zapisuju ga algebarskim izrazom (8.r)
Promatraju i prepoznaju pravilo u brojevnim nizovima i nastavljaju nizove (8.,9.)
Prepoznaju pravilo u nizovima, traze generalizaciju i piSu algebarski izraz (8.,9.)

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Primer : Na poti do funkcijskega opisa zaporedja (Vir:
TIMSS 2011, str. 79)

oo%c?o%égp%

1.slika 2.slika 3.slika 4. slika
Zgoraj je prikazano zaporedje stirih slik.

A. Dopolni spodnjo tabelo za 4. sliko.

Slika Stevilo krozcev
1 1
2 3
3 5
4

B. Ce bi zaporedje nadaljevali s 5. sliko, iz koliko krozcev bi bila sestavljena
5. slika?

Odgovor:

C. Ce bi zaporedje slik $e nadaljevali, iz koliko krozcev bi bila sestavljena
10. slika? (Ne risi slik!)

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Rezultati za primer 3 B:
Kognitivho podrocje: uporaba znanja
Mejnik znanja: srednja raven znanja
Vsebinsko podrocje in poglavje: stevila, vzorci in relacije

Odstotki Odstotki pravilnih ~ Odstotki pravilnih

Rezultati v pravilnih odgovorov med odgovorov med
Sloveniji Leto odgovorov deklicami decki
2007 72,5 72,8 72,1
2011 79,0 81,6 76,6

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018



Rezultati za primer 3 C:
Kognitivho podrocje: sklepanje
Mejnik znanja: visoka raven znanja
Vsebinsko podrocje in poglavje: stevila, vzorci in relacije

Odstotki Odstotki pravilnih ~ Odstotki pravilnih

Rezultati v pravilnih odgovorov med odgovorov med
Sloveniji Leto odgovorov deklicami decki
2007 39,1 41,7 36,6
2011 47,4 55,2 40,5

Kongres nastavnika matematike, Zagreb 2018
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