SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
28. sijecnja 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Odredi sve troznamenkaste brojeve sa zbrojem znamenaka 11 od kojih se zamjenom
znamenki jedinica i stotica dobiva za 594 veéi broj.

Prvo rjeSenje.

Pocetnom broju smo dodali 600 i oduzeli 6, pa je znamenka jedinica za 6 veca od
znamenke stotica.

Ako je znamenka stotica barem 3, onda je znamenka jedinica barem 9 i zbroj znamenki
je veci od 11.

Ako je znamenka stotica 1, onda je znamenka jedinica 7, a desetica 3, tj. broj je 137.

Ako je znamenka stotica 2, onda je znamenka jedinica 8, a desetica 1, tj. broj je 218.

Drugo rjeSenje.

Neka je abc trazeni broj. Tada zamjenom znamenki jedinica i stotica dobivamo broj
cba. 1z uvjeta zadatka imamo:

cba = abc + 594,
100¢ + 10b + a = 100a + 10b + ¢ + 594,
99¢ = 99a + 594, / 99
c=a+6.

Drugi uvjet zadatka je a + b + ¢ = 11, odnosno uvrstavanjem ¢ = a + 6 dobivamo
b =5 — 2a. Odavde slijedi da je a jednak 1 ili 2.

Jedine moguc¢nostisua=1,b=3,c=T7Tia=2,b=1,c= 8. Odnosno, trazeni brojevi
su 137 i 218.

Zadatak A-1.2.

Neka su a i b pozitivni realni brojevi za koje vrijedi

a b a’> b
2 22 L 1))
b+a 3 ! b+a 0

Odredi 1 + 1
a b
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Rjesenje.
Mnozenjem svake od jednakosti s ab imamo
a?>+b=3ab i a’+b’=10ab. 1 bod
Uoc¢imo, a® +b* = (a + b)(a® — ab + b?).
Uvrstavanjem prve jednakosti u drugu imamo 10ab = (a + b)(3ab — ab) = 2ab(a + b),

odakle dijeljenjem s 2ab slijedi a + b = 5. 2 boda
Iz (a+b)* = a® + 2ab + b? i prve jednakosti slijedi (a + b)? = 5ab. 1 bod
Uvrtavanjem imamo 5ab = 52, odnosno ab = 5. 1 bod
1 1 b
Svodenjem na zajednicki nazivnik i zbrajanjem imamo — + 7= a: :
a a
1 1 5
Uvrstavanjem prethodno dobivenih vrijednosti slijedi — + i 1. 1 bod
a

Napomena: Jednakost a + b = 5 moze se dobiti na viSe nacina. Primjerice:

Mnozenjem prve jednakosti s a i s b imamo

2 b2
af—l—b:i%a i a+ — = 3b.
b a

2 2

Cz—l—b—f—a—kl;:?)(a—kb).

Uvrstavanjem druge jednadzbe imamo a 4 b+ 10 = 3(a + b) odnosno a + b = 5.

Zbrajanjem slijedi

Zadatak A-1.3.
Neka je ABC trokut u kojem je <CAB = 20° i neka je D poloviste stranice AB.
Ako je <CDB = 40°, odredi <ABC.

Rjesenje.
Bududéi da je <BDC = 40°, slijedi da je <CDA = 140° i

JACD = 180° — <DAC — «<CDA = 20°. 2 boda
Dakle, trokut ADC' je jednakokracan, pa vrijedi |CD| = |AD| = |BD|. 2 boda

A

Konacno, ovo znaci da je trokut BDC' jednakokracan, pa vrijedi
180° — 40°

<CBD = <DCB = — 5 = 70°. 2 boda
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Zadatak A-1.4.

Za kvadratnu plocu cija su polja obojena crnom ili bijelom bojom kazemo da je lijepa
ako se njezin izgled ne mijenja rotacijom za 90°.

Koliko ima razli¢itih lijepih ploc¢a dimenzija 5 x 57

Prvo rjesenje.

Sredisnje polje ploce se pri rotaciji ne mijenja. Njega mozemo proizvoljno obojiti.
Uocimo da rotacijom ploce ¢etiri puta u istom smjeru, proizvoljno polje prelazi u najvise
tri razlic¢ita polja te na kraju opet dolazimo do pocetnog polja. 1z uvjeta zadatka slijedi
da ta Cetiri polja moraju biti iste boje (npr. sva polja u kutovima plo¢e moraju biti
iste boje).

Ostala 24 polja mozemo podijeliti na cetiri pravokutnika dimenzija 2 x 3 kao na slici:
pri svakoj rotaciji se ta cCetiri pravokutnika ciklicki preslikavaju jedan u drugog. Polja
u jednom od tih pravokutnika mozemo obojiti po volji, a ostali pravokutnici su onda
jednoznacno odredeni.

Dakle, na cijeloj plo¢i mozemo 7 polja obojiti po volji i za svako od tih polja imamo
dvije moguénosti. Zato ima 27 razli¢itih bojenja, odnosno razli¢itih lijepih ploca.

Drugo rjeSenje.

Pridruzimo poljima koordinate pripadnog retka i stupca, tako da je polje u gornjem
lijevom kutu oznaceno (1, 1), polje desno od njega (1,2) i tako dalje do polja u donjem
desnom kutu koje je oznaceno (5,5).

Reéi ¢emo da polje (a,b) prelazi u polje (k,l) ako rotacijom ploce za 90° u nekom
smjeru koordinate polja (a, b) postaju (k,1).

Uoc¢imo da polje (3, 3) ostaje na istom mjestu neovisno o rotacijama.

Za sva ostala polja vrijedi: rotacijom ploce ¢etiri puta u istom smjeru, proizvoljno polje
(a,b) prelazi u tri razli¢ita polja te na kraju opet postaje polje (a,b). Iz uvjeta zadatka
slijedi da sva polja u koja (a, b) prelazi moraju biti iste boje.

Primjerice, polja (1,1), (1,5), (5,1) i (5,5) moraju biti iste boje.
Nadalje, polja (1,2), (2,5), (5,4) i (4,1) moraju biti iste boje itd.

Prema tome, sva polja osim (3,3) mozemo razvrstati u 6 ¢etveroclanih skupina tako
da polja unutar iste skupine moraju biti jednako obojena, pri ¢emu boja jedne skupine
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ne utjece na preostale. Takoder mozemo reéi da polje (3, 3) pripada svojoj, jednoclanoj

skupini. 2 boda
Polja mozemo oznaciti brojevima tako da polja koja pripadaju istoj skupini budu oz-

nacena istim brojem, kao na slici:

Budud¢i da ima 7 razli¢itih skupina te da je potrebno odrediti koje boje je pojedina
skupina, ukupno ima 27 razli¢itih bojenja, odnosno razli¢itih lijepih ploca. 2 boda

Zadatak A-1.5.

Odredi sve parove (m,n) cijelih brojeva za koje vrijedi mn + 5m + 2n = 121.
Rjesenje.

Sredivanjem imamo:

mn —+ om + 2n = 121,
m(n+5) 4+ 2(n+5) — 10 = 121,

(m+2)(n+5)=131. 2 boda
Uoc¢imo da je 131 prost broj. 1 bod
131
Prema tome, mora vrijediti m + 2 € {£1,+£131} in+5 = ok 1 bod
m

Raspisivanjem svih moguc¢nosti dobivamo:

e Zam+ 2 =1slijedi n+5 = 131, pa imamo m = —1, n = 126.

e Zam+ 2= —1slijedi n + 5 = —131, pa imamo m = —3, n = —136.

e Zam+ 2 =131 slijedi n 4+ 5 =1, pa imamo m = 129, n = —4.

e Zam+ 2= —131slijedi n +5 = —1, pa imamo m = —133, n = —6. 2 boda

Prema tome, rjesenja su

(m,n) € {(—1,126), (-3, —136), (129, —4), (133, —6)}.
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Zadatak A-1.6.

Borna zeli svaki od brojeva 2, 3, . . ., 32 obojiti jednom od k boja (k € N) tako da nijedan
broj ne bude visekratnik nekog drugog broja iste boje. Odredi najmanji prirodni broj
k za koji Borna moze to postiéi.

Rjesenje.

Uocimo da brojevi 2,4,8,16 i 32 prema uvjetu zadatka moraju biti obojeni razli¢itim

bojama. 4 boda
Prema tome, potrebno je barem 5 boja. 1 bod

Preostaje dokazati da je K = 5 dovoljno boja. Jedno moguce bojenje je:

e Boja 1: brojevi 2,3

e Boja 2: brojevi 4,5,6,7

e Boja 3: brojevi 8,9,...,15

e Boja 4: brojevi 16,17,...,31

e Boja 5: broj 32. 5 bodova
Napomena: Moguc¢a su i razna druga bojenja brojeva u pet boja, a potrebno je ili
eksplicitno navesti boju za svaki broj kao u primjeru ili opisati bojenje rijecima. Na

primjer, u boju & mozemo obojiti sve brojeve koji imaju tono k (ne nuzno razlic¢itih)
prostih faktora (broj 12 bismo obojili u boju 3).

Zadatak A-1.7.

A F N D
Na slici je kvadrat ABC'D stranice duljine 1.
Ako su ABEF i KLM N sukladni pravokut-
nici, odredi duljinu |BE|.
K
B E L C
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Rjesenje.

Trokuti KEL i M DN imaju iste kutove i sukladne hipotenuze, pa je |DN| = |EL|. 1 bod
Neka su N’ i L’ redom noZista okomica iz tocke N na stranicu BC i iz toc¢ke L na
stranicu AD. 1 bod
Pravokutnici LN'NL' i KLM N imaju zajednicku dijagonalu, pa su sukladni. 2 boda
Iz toga slijedi da je |LN'| = |KL| = |BE]. 1 bod
A F L N D
o L] L {7
I : M
K
] [ []
B E L N’ C

Sad zaklju¢ujemo da je |BL| = |BE|+|EL| = |[LN'|+ |ND| = |LN'| + |N'C| = |LC.

Dakle, L je poloviste stranice BC, tj. |LC| = 3. 1 bod
Pravokutni trokut M LC ima hipotenuzu duljine 1 i jednu katetu duljine %, pa je
<CLM =60° i |[CM| = L. 2 boda
Takoder vrijedi <DM N = 60°, pa je
3
\BE| = |MN|=2|DM| =2 (1— \2f> —2- V3. 2 boda
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
28. sijecnja 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

1
~+
z

| =

Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi 2? =

Prvo rjesenje.

Neka su x i y realni i imaginarni dio broja z, odnosno z = r+1y. Jednadzbu iz zadatka
tada mozemo zapisati kao
1 T — 1y T+ 1y 2x

1
2 2 .
x° =y 4 2xyi = — + — = + = . 2 boda
Y Y v+iy  r—iy  r*+y? iy 2?4y

Ocito je desna strana realni broj, stoga i lijeva strana mora imati imaginarni dio jednak
nuli. Odavde slijedi 2xy =0, tj. =0 ili y = 0. 2 boda

Ako uvrstimo x = 0 u gornji izraz, jednadZba postaje —y> =0, paje 2 =0+0i = 0, a
za taj z pocetna jednadzba nema smisla. 1 bod

Ako je y = 0, jednadzba se svodi na 2 = 2, odnosno z* = 2. Jedino realno rjesenje
ove jednadzbe je x = /2. 1 bod

Rjesenje pocetne jednadzbe je z = x + iy = /2.

Drugo rjeSenje.

Izraz s desne strane zadane jednadzbe ne mijenja se konjugiranjem, stoga zaklju¢ujemo
da se radi o realnom broju. 2 boda

Zbog toga je z? realni broj, odakle slijedi z = 2 € R ili 2 = yi za neki y € R. 2 boda

UvrStavanjem z = x u pocetnu jednadzbu dolazimo do jednadZbe 22 = %, odnosno
23 = 2, &je je jedino realno rjeSenje /2. 1 bod

UvrStavanjem z = yi u pocetnu jednadzbu dobivamo —y? = 0, odakle slijedi y = 0.
Odavde bi slijedilo z = yi = 0, no to nije moguce. 1 bod

Zaklju¢ujemo da je jedino rjeSenje po¢etne jednadzbe z = /2.

Zadatak A-2.2.

Odredi sve parove (p, q) prostih brojeva za koje kvadratna jednadzba 2% + px + ¢ = 0
ima dva razli¢ita rjesenja u skupu cijelih brojeva.
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Rjesenje.
Oznacimo rjesenja zadane kvadratne jednadzbe s x; i x5. Vieteove formule daju jed-
nadzbe

T + To = —Pp
T12y = q. 2 boda
Kako su x; i x5 cijeli, a ¢ prost, mora biti x; € {1, +q}, o = 4. 1 bod
o
U slucajevima s pozitivnim predznacima dobivamo x;+x9 = ¢+1, odnosno —p = q+1,
a takav par prostih brojeva ne postoji (¢ + 1 je pozitivan, a —p negativan). 1 bod
U slucajevima s negativnim predznacima dobivamo z; + 2o = —q — 1, odnosno p =
q + 1. Odavde vidimo da su p i g razli¢ite parnosti, tj. jedan od njih mora biti paran.
Zakljuc¢ujemo da je jedina moguénost ¢ =21ip = 3. 1 bod

RjeSavanjem kvadratne jednadzbe 2%+ 3z + 2 = 0 zaista dobivamo cjelobrojna rjesenja
1 =—1, 19 = —2. 1 bod

Zadatak A-2.3.

Na kruznici je dano pet tocaka kao na slici. Du-
zine AC i BE sijeku se u sredistu kruznice. Ako je C
<DAC = 37° i <EBD = 28°, odredi kut <ACE. E

B
A
Prvo rjeSenje.
Uo&imo da je <ECD = <EBD = 28° jer su to obodni kutovi nad tetivom DE. 2 boda
Buduéi da je AC promjer vrijedi <ADC = 90°. 1 bod
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Sada iz trokuta AC'D zakljuCujemo da je
FECA =180° —<ADC — <CAD — <DCFE = 90° — 37° — 28° = 25°. 3 boda

Drugo rjeSenje.
Vrijedi <CBD = <CAD = 37° jer su to obodni kutovi nad tetivom CD. 2 boda

Kut <BCFE je obodni kut nad promjerom kruznice, stoga je <BCFE = 90°. 1 bod

Oznac¢imo s O srediste kruZnice, tj. sjeciste duzina AC' i BE. Trokut BCO je jedna-
kokracan, stoga vrijedi

<BCO = <«CBO = <«CBD + <DBE = 37° + 28° = 65°. 2 boda

Konaéno, slijedi <ACE = <BCE — <BCO = 90° — 65° = 25°. 1 bod

Zadatak A-2.4.

Nadi sve parove (z,y) realnih brojeva za koje vrijedi

xy® = —135, (x+y)y = —6.

Rjesenje.

Uvedimo supstituciju a = xy, b = 3. 2 boda
Tada jednakosti postaju ab = —135,a + b = —6. Prema Vieteovim formulama, a i b
zadovoljavaju kvadratnu jednadzbu 2 + 6t — 135 = 0. 1 bod
Rjesavanjem ove jednadzbe dolazimo do rjesenjat = —15it = 9. 1 bod
Imamo dvije moguénosti: 3% = 9,2y = —15 ili > = —15, 2y = 9. Drugu moguénost
odbacujemo jer kvadrat realnog broja ne moze biti negativan. 1 bod

Zato vrijedi y? = 9, dakle y = 3 ili y = —3. Sada iz 2y = —15 dobivamo dva rjesenja,
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Zadatak A-2.5.

Koliko ima razli¢itih narukvica koje se sastoje od cetiri crne i cetiri bijele kuglice
poredane ukrug? Dvije narukvice smatramo razli¢itima ako se ne mogu okrenuti tako
da poredci kuglica na njima budu isti.

Rjesenje.
Promatrajmo koliko je dug najdulji niz koji se sastoji samo od crnih kuglica. 1 bod

Ako je duljine 4, tada su preostale cetiri kuglice oc¢ito bijele i to je jedina moguénost u
ovom slucaju.

1 bod

Ako je duljine 3, onda su te tri crne kuglice sigurno okruzene dvjema bijelima, inace

.....

mjesta. Imamo dvije razli¢ite moguénosti, kao na slici:

Ako je duljine 2, onda preostale dvije crne kuglice mogu i ne moraju biti susjedne. 1 bod

Ako jesu, imamo dvije razli¢ite moguénosti, kao na slici:

OO

Ako nisu susjedne, imamo dvije moguénosti, kao na slici:

Ako je nadulji opisani niz duljine 1, onda imamo samo jednu narukvicu i to onu gdje
se crne i bijele kuglice pojavljuju naizmjeni¢no.

1 bod

Dakle, ukupno ima osam razli¢itih narukvica.
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Zadatak A-2.6.

U kupaonici dimenzija 6 m x 6 m jedan kut zauzima pravokutna kada dimenzija 2m x
1.5m. Koliki je polumjer najve¢eg kruznog tepiha koji se moze rasiriti na podu kupa-
onice?

Rjesenje.

Oznacimo tlocrt kupaonice kao na slici.

D C

B

Promotrimo tepih (krug) koji se moze smjestiti na pod kupaonice. Ako tepih ne do-
diruje zid BC, onda nema prepreka da ga pomaknemo prema tom zidu. Analogno,
ako ne dodiruje zid CD, onda ga moZemo pomaknuti tako da ga dodiruje. Drugim
rije¢ima, ako se tepih odredenog polumjera moze smjestiti u kupaonicu, onda se moze
smjestiti tako da dodiruje dva zida nasuprot kade. 1 bod

To znadi da tepih najveéeg polumjera dodiruje zidove BC i CD. Zato se srediste tepiha
nalazi na dijagonali AC. 1 bod

Naravno, tepih najvec¢eg polumjera dodiruje i kadu u tocki F', jer u protivnom mozemo
povecati tepih.

Neka je N noziste okomice iz tocke S na pravac F'G. Uoc¢imo trokut F'N S i primijenimo

na njega Pitagorin poucak: |[FN|*+ |SN|* = |FS|*. 1 bod
Oznac¢imo polumjer kruznice/tepiha s r. Tada je |FN| = |FH| — |[NH| = 4.5 —r.
Analogno je |[SN| =4 —r. 2 boda
Dakle, vrijedi

(4.5 -7+ (4—7r)=r 2 boda
Sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu 72 — 17r 4+ 36.25 = 0, &ja su rjesenja
r=251ir=14.5. 2 boda
Kako oc¢ito mora biti r < 6, zakljucujemo da je polumjer tepiha 2.5 m. 1 bod
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Zadatak A-2.7.

Izmedu gradova prometuju jednosmjerne avionske linije. Za svaka dva grada A i B
postoji tocno jedna linija: ili iz A prema B, ili iz B prema A. Dokazi da postoji grad
iz kojeg je mogucée doci do bilo kojeg drugog grada s najvise jednim presjedanjem.
Prvo rjesenje.

Neka je A neki grad iz kojeg polazi najveci broj linija. Tvrdimo da je A grad s trazenim
svojstvom.

Neka su By, ..., By gradovi u koje dolaze linije iz A. Neka je C bilo koji drugi grad
(razli¢it od A, By, ..., By). Tada postoji linija iz C' u A.

Ako postoji linija iz nekog grada B; u C', onda iz A u C' mozemo do¢i jednim presje-
danjem.

Ako bi sve linije izmedu C' i gradova By, ..., By polazile iz C, onda bi iz C' polazilo
barem k + 1 linija, dakle vise nego iz A, Sto je suprotno nacinu kako smo odabrali A.

A = C

Bl B2 Bk

Dakle, iz grada A u svaki drugi grad mozemo do¢i direktno ili jednim presjedanjem.

Drugo rjeSenje.
Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom po broju gradova.

Za bazu indukcije mozemo uzeti situaciju s dva grada A i B medu kojima postoji linija
iz A u B. Tada je A trazeni grad.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi kad imamo n gradova. Promotrimo situaciju s n + 1
gradova i medu njima odaberimo bilo koji grad C. Prema pretpostavci, medu svim
gradovima bez grada C postoji grad A iz kojeg mozemo doéi do svih drugih gradova
razli¢itih od C' direktno ili jednim presjedanjem. Kao u prethodnom rjesenju mozemo
gradove do kojih se moze doci direktno iz A oznaciti By, ..., By.

Ako postoji linija iz A ili iz bilo kojeg grada B; u C', onda iz A mozemo doé¢i i u C' s
najvise jednim presjedanjem, pa je dokaz gotov i trazeni grad je grad A.

Ako iz C' polaze linije prema A i prema svima gradovima By, ..., By, onda je trazeni
grad C. Zaista, za bilo koji grad D koji je razlicit od A, C, By, ..., By, postoji linija
iz nekog grada B; u D jer se iz A moze do¢i u D s presjedanjem, a to onda pokazuje
da se i iz grada C' moze preko B; doé¢i u D.

Time smo proveli korak indukcije, pa prema principu matematicke indukcije tvrdnja
vrijedi za bilo koji broj gradova.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
28. sijecnja 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.

Izracunaj
tg 192° + tg 48°

1+ tg168° - tg408°

Rjesenje.

Bududi da je

tg192° = tg (12° 4+ 180°) = tg 12°, 1 bod
tg 408° = tg (48° + 360°) = tg48°, 1 bod
tg 168° = tg (—12° + 180°) = —tg 12°, 1 bod

zadani izraz je jednak
tg12° + tg48°
1 —tgl2°-tgd8
= tg60° = /3. 1 bod

tg (12° + 48°) 2 boda

Zadatak A-3.2.

Baza pravilne uspravne ¢etverostrane piramide je kvadrat stranice duljine 12, a duljina
visine je 8. Koliko je oploSje te piramide?

RjesSenje.
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Ako je a stranica baze, v visina piramide i A visina pobocke piramide, onda je prema
Pitagorinom poucku

a2
<2> +v? = b2 3 boda
Dakle, h = /62 + 82 = 10. 1 bod
12-1
Oplosje piramide je 4 - 20 + 12?2 = 384. 2 boda

Zadatak A-3.3.

Odredi posljednjih 2019 znamenaka broja 22019 . 52018 . 2017,

Rjesenje.
Buducdi da je
92019 , 52018 2017 _ o 2017 (1())2018

Y

a 2 - 92017 qije djeljiv s 10, vidimo da ée na kraju dekadskog zapisa zadanog broja biti

2018 nula. 2 boda
Zadnja znamenka razli¢ita od nule jednaka je zadnjoj znamenci broja 2 - 92017, 1 bod
Kako je

91T 4 1 = (94 1)(92016 — 915 4 ... 1 1),
broj 9%°'7 + 1 je djeljiv s 10. 2 boda
Dakle, zadnja znamenka broja 92°'7 je 9, pa je zadnja znamenka 2 - 92°17 jednaka 8. 1 bod

Napomena: Zadnja znamenka broja 92°'” moze se odrediti na temelju ¢injenice da se

ostaci potencija 9" pri dijeljenju s 10 periodi¢no ponavljanju: 1,9,1,9,.... Tu ¢injenicu
ucenici ne trebaju dokazivati.

Zadatak A-3.4.

Neka je a pozitivni realni broj za koji vrijedi log,, 40v/3 = log,, 45. Dokazi da je a

cijeli broj i odredi ga.

Rjesenje.

Neka je x = log,, 40v/3 = log,, 45. Tada je (4a)® = 40v/3 i (3a)® = 45. 1 bod

Dijeljenjem ovih izraza dobivamo

= 1 bod
(Ba)r 45 ©
18y
3) 97
9 2x 9 3
— | =|—==] . 2 boda
() ()
) 3
Dakle, 2x = 3, tj. x = 3 1 bod
3 . 3 452
Imamo (3a)z = 45, pa je a” = 5 75. 1 bod
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Napomena: Prelaskom na logaritme s bazom 10 i primjenom svojstava logaritama do-
bivamo
log 4 - log 45 — log 3 - log 40v/3

log 40v/3 — log 45 '
Za ovaj izraz ucenik treba dobiti 3 boda, a samo prelazak na logaritme s bazom 10 nosi
1 bod (od ta tri). Dokaz da je 103!°6% = 75 nosi preostala 3 boda.

loga =

Bodovi prema ovom nacinu rjesavanja se ne mogu zbrajati s bodovima dodijeljenim
prema gornjem rjesenju.

Zadatak A-3.5.

Umnozak odredenog broja medusobno razli¢itih prirodnih brojeva manjih od 1000 nije
djeljiv brojem 250. Koliko je najvise brojeva pomnozeno?

Prvo rjeSenje.

Rastav broja 250 na proste faktore glasi 250 = 2 - 5°.

Ako uzmemo sve brojeve koji nisu djeljivi s 5 i neka dva broja koja su djeljiva s 5, ali
ne i s 25 (npr. 51 10), dobit éemo umnozak koji nije djeljiv s 250.

Dakle, mozemo uzeti barem 802 brojeva.

Ako uzmemo barem 803 brojeva, onda medu njima ima barem 3 broja koja su djeljiva
s 5 i barem jedan koji je paran, pa dobivamo umnozak koji je djeljiv s 250.

Drugo rjeSenje.
Rastav broja 250 na proste faktore glasi 250 = 2 - 53,

Da umnozak ne bi bio djeljiv s 250 mozemo uzeti ili sve neparne brojeve ili mozemo
uzeti sve brojeve koji nisu djeljivi s 5 te jos najvise dva broja koja jesu djeljiva s 5.

U prvom slucaju bismo uzeli najvise 500 brojeva, a u drugom slu¢aju mozemo uzeti
najvise 802 broja: ima 800 brojeva koji nisu djeljivi s 5 i mozemo uzeti jos npr. brojeve
51 10.

Dakle, najve¢i moguci broj pomnozenih brojeva je 802.

Zadatak A-3.6.

U trokutu ABC vrijedi <ABC = 2<BCA. Simetrala kuta <BAC sije¢e stranicu BC
u tocki D tako da je |AB| = |CD|. Odredi <CAB.

Prvo rjeSenje.
Neka je ¢ = |[AB| = |CD|, te « = <BAC i v = <ACB.
Tada je <CAD = <BAD = 2 te <BDA = £ +1.

Primjenom poucka o sinusima na trokute ADC i ABD dobivamo

siny  |AD| sin2y  |AD|

sin § c sin(§ +7) c

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2019.
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Dalje imamo

sin 7 sin <§ +'y> = sin2’ysin%, 1 bod
. . Q . .«
sin 7y sin <2+fy> ZQSIH’}/COS’}/SID§, 1 bod
ST E—
sin | — = 2cosysin —
2 f}/ 7 2 )
sin%cosy—i—cos%siny:2cosvsin%, 2 boda
a .«
cos 5 sin-y = sin - cos,
tgy =tg %. 1 bod
Budu¢i da su « i v kutovi trokuta, jedina moguc¢nost je v = 5. 1 bod
Vrijedi o + 3y = 180°, pa je a = % - 180° = 72°. 1 bod
Drugo rjeSenje.
Neka je E sjeciste simetrale kuta <ABC i stranice AC' 1 bod
Zbog uvjeta B = 2, trokuti ABC' i AEB su sli¢ni. Zato je |AB|: |AC| = |AE|: |AB|. 2 boda
b
Prema poucku o simetrali kuta vrijedi |AE| = j : 1 bod
a+c
b
Slijedi ¢ : b = c_. ¢, odnosno b = ac + c. 1 bod
a+c
b
Prema poucku o simetrali kuta vrijedi |DC| = %, pa zbog uvjeta |CD| = |AB| = ¢
c
vrijedi
c? = ab — be. 1 bod

Zbrajanjem ove jednakosti s b? = ac + ¢? dobivamo
b+ ¢ = ac + ¢ + ab — be, 2 boda
b% + be = ac + ab,
b(b+c¢) =a(b+ c).
Slijedi a = b, te a = § = 2. 1 bod
Iz a + B + v = 180° dobivamo da su kutovi a = 72°, § = 72°, v = 36°. 1 bod
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Zadatak A-3.7.

Marko stavlja novci¢e na neka polja 3 x 3 ploce, a zatim zapisuje koliko je novcica
u svakom pojedinom retku i stupcu. Koliko najmanje novéi¢a Marko mora staviti na
ploc¢u ako zeli da tih Sest brojeva bude medusobno razlicito?

Rjesenje.

Neka je Z zbroj svih Sest brojeva (novéic¢a po redcima i stupcima). 1 bod
Ako je svih Sest brojeva razlicito, zbroj tih brojeva Z je barem 04+1+2+34+4+5 = 15. 3 boda
Uocimo da je Z paran broj jer je jednak dvostrukom broju nov¢i¢a na ploci. 2 boda
Zbog parnosti je Z > 16, tj. Marko mora iskoristiti barem osam nov¢ica. 1 bod

Primjerom pokazujemo da Marko moze uspjeti s to¢no osam novcica:

01010
012 3 boda
11312

U ovom primjeru brojevi po redcima su 0, 2 i 6, a zbrojevi po stupcima 1, 3 i 4.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
28. sijecnja 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.

Umnozak drugog i éetvrtog ¢lana aritmetickog niza s razlikom d iznosi —d?. Odredi
umnozak treceg i petog ¢lana tog niza.

Rjesenje.
Oznacimo prvih pet ¢lanova zadanog aritmetickog niza aq, as, as, a4, as.
Bududi da je razlika d vrijedi as = a; + d, a3 = a1 + 2d, a4 = a1 + 3d, a5 = a; + 4d. 1 bod

Prema uvjetu zadatka, umnozak drugog i éetvrtog broja s jedne strane je jednak —d?,
a s druge
as - ay = (a1 + d)(ay + 3d) = a3 + 4da, + 3d*. 1 bod

Izjednacavajuci dobivamo:

a? + 4da, + 3d*> = —d?, 1 bod
a? 4 4da; + 4d*> = 0,
(ay +2d)* =0,
a; +2d = 0. 2 boda

Uvrstavajuéi dobiveno u umnozak ag - a5 dobivamo
as - ay = (a1 + 2d)(a1 + 4d) =0 1 bod

jer je prva zagrada jednaka nuli.

Zadatak A-4.2.

Odredi sve prirodne brojeve n takve da se neka tri uzastopna koeficijenta u razvoju
(14 2)™ odnose kao 3 : 4 : 5.
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Rjesenje.

k E+1

¢emu je k prirodni broj manji od n. 1 bod

Tri uzastopna koeficijenta u razvoju (1 + x)™ su oblika (k " 1), <n>7 ( " ), pri

Buducdi da je

n n! n!
<k—1> T k—Dn—k+1) (k=Dln—k! - (n—k+1)

n n! n!
= = 1 bod
<k> Kin— k)~ (k—Dln—k)!- & ©
. e . 3 k
nakon kracenja zajednickih faktora dobivamo — = ———. 1 bod
4 n—k+1
4 k+1
Analogno dobivamo — = + . 1 bod
5 n—k
Sredivanjem dobivamo sustav jednadzbi
3n—Tk=-3
4dn — 9k =5,
¢ije jedino rjesenje glasi n = 62, k = 27. 2 boda

Dakle, jedini prirodni broj iz teksta zadatka je n = 62.

Zadatak A-4.3.
Dokazi da je za svaki prirodni broj n, broj

2...2 =3"+1
k

djeljiv brojem 7.

Prvo rjeSenje.
Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Baza indukcije vrijedi jer je broj
2—-3+1=0djeljivsaT. 1 bod

Pretpostavimo sada da za neki prirodni broj n tvrdnja vrijedi, tj. da je broj A, =
2...2—3"+1 djeljiv sa 7. Vrijedi:
——
App1=2...2-3"" 4 1=10-2...2+2-3"" 41 1 bod
n+1 n
=10-(2...2—-3"+1)+10-3"—-10+2-3"" +1
~——

n

=10-A,+10-3" =3 —7 2 boda
=10-A4,+10-3"—=3.3"—7
=10-A, +7-(3"—1). 1 bod

Broj A,+1 smo prikazali kao zbroj dva broja djeljiva sa 7, pa je i on sam djeljiv sa 7.
Time smo proveli korak indukcije, pa prema principu matematicke indukcije slijedi
tvrdnja zadatka. 1 bod
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Drugo rjeSenje.

Kao u proslom rjesenju, tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Nakon sto
provjerimo bazu indukcije, pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n

i dokazujemo za n + 1: 1 bod
Ap1=2...2-3""141=2..24+2-10"-3"" 41 1 bod
n+1 n

=2...2-3"4+142-10" — 3"+t 4 3"
N—_——
=A,+2-10" — 3" 43" 2 boda
=A,+2-10"—-2-3"
= A, +2- (10" —3").

Kako je
10" — 3" = (10 — 3)(10™ ' + 10" % -3+ --- +10- 3" 43" 1), 1 bod

vidimo da je taj izraz djeljiv sa 7.
Po pretpostavci indukcije je i A, djeljiv sa 7, pa je i

2...2—-3" 411
N—_——
n+1

djeljiv sa 7 kao zbroj dva takva broja. Time je dokazan korak indukcije, pa prema
principu matematicke indukcije slijedi tvrdnja zadatka. 1 bod

Trece rjesenje.

Koristedi ¢injenicu da brojevi 10 i 3 daju isti ostatak pri dijeljenju sa 7, dobivamo niz
jednakosti i kongruencija:

2..2-3"4+1=2-(10""4+10"2+---+10+1) - 3" +1 1 bod
N——

=2-(3" 143" ?4+...4+34+1)—-3"+1 (mod?7). 3 boda
Primijenimo li formulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza, dobivamo
_ 3" -1
2..2=-3"+1=2.
N——

n

—3"+1=0 (mod7). 2 boda

Iz toga zakljucujemo da je broj s lijeve strane jednakosti djeljiv sa 7, a to je i trebalo
dokazati.
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Zadatak A-4.4.
Odredi broj kompleksnih rjesenja jednadzbe

00— 24z,

Rjesenje.
Uvedimo trigonometrijski zapis kompleksnog broja z = |z|(cos ¢ +ising), za |z| € Ry,

¢ € [0,2m). Jednadzbu tada mozemo zapisati na sljededi nacin:

|27 (cos(2019¢) + isin(2019¢)) = 2|z cos . 1 bod

Primijetimo da je z = 0 jedno rjesenje. Neka je nadalje z # 0. 1 bod
Izjednacavanjem realnog i imaginarnog dijela lijeve i desne strane i dijeljenjem obje

jednadzbe sa |z| dobivamo

2918 ¢0s(2019¢) = 2 cos ¢

sin(2019¢) = 0.

|z

Iz druge jednadzbe zakljucujemo da je

krm

- ..., 4037} 1
so1g: FE (0. 4037} bod

2

Za takve ¢ primije¢ujemo da je vrijednost izraza cos(2019¢) jednaka 1 kada je k paran,

te —1 kada je k neparan. Kra¢e, mozemo pisati cos(2019p) = (—1)F.

Uvrstavajuéi to u gornju jednadzbu dobivamo

k
| 22918 (—1)% = 2 cos WTQ’

odnosno

km
2019°
Ova jednadzba ima rjeSenje za |z| (pa i za z) kad je desna strana pozitivna, tj. ako i
samo ako je k € {0,2,4, ...,1008,3030,3032, . ..,4036} ili k € {1011,1013,...,3027}. 1 bod

Brojeé¢i ta rjesenja, zajedno s rjeSenjem z = 0, vidimo da je ukupan broj rjesenja
jednak 2019. 1 bod

| 2218 = 2(—1)* cos 1 bod
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Zadatak A-4.5.

Kolika je vjerojatnost da za dva slu¢ajno odabrana broja z, y iz skupa [—2, 2] vrijedi

[z +ly[ =1 i el =yl <17

Prvo rjeSenje.

Oznacimo s Q = {(x,y) € [-2,2] x [-2,2] : |z|+ |y| = 1, ||z| — |y|| < 1}. Vjerojatnost
da se tocka (x,y) nalazi u Q jednaka je omjeru povrsine skupa 2 i povrsine skupa
[—2,2] x[—2,2]. Drugi skup je kvadrat stranice duljine 4. Kako bismo odredili povrsinu
skupa (), nacrtat ¢emo ga u ravnini, promatraju¢i nejednakost po nejednakost.

Promatrajuéi po kvadrantima dobivamo da nejednakost |z| + |y| > 1 zadovoljavaju
tocke koje leze u komplementu unutrasnjosti kvadrata s vrhovima u (1, 0), (0,1), (—=1,0)
i(0,-1).

Nejednakost ||z] — |y|| < 1 ekvivalentna je s —1 < |z| — |y| < 1. Promatrajuéi zasebno
za prvi i tre¢i kvadrant, pa za drugi i ¢etvrti kvadrant, dobivamo podrucje na slici.

Uzimajudéi presjek dobivenih skupova i kvadrata [—2,2] x [-2, 2], dobivamo osjen¢ani
dio ravnine na sljedecoj slici.
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Povrsinu osjenc¢anog dijela (skupa 2) izra¢unat ¢emo kao Cetverostruku povrs§inu osjen-
canog dijela u jednom kvadrantu. U svakom kvadrantu osjencan je jedan kvadrat stra-
nice duljine v/2 i jedan jednakokracan pravokutni trokut kateta duljine 1. Zato je

povrsina skupa €2 jednaka
1-1

4-(\/§2+2> — 10, 1 bod

10
Povrsina kvadrata [—2,2] x [—2, 2] je jednaka 16, pa je trazena vjerojatnost Ty 1 bod
Napomena: Povrsinu skupa €2 moguce je izracunati na vise nacina, npr. kao zbroj po-
vrsina osam trapeza dobivenih crtanjem dijagonala velikog kvadrata ili oduzimanjem
povrsina neosjencanih likova od povrsine velikog kvadrata.
Drugo rjeSenje.
Neka je €2 kao u prvom rjesenju.
Ako se tocka (x,y) nalazi u skupu €2, onda se u njemu nalaze i tocke (—z,y) i (z, —y).
Zato je skup €2 osnosimetrican u odnosu na z-os i y-os, pa je dovoljno odrediti omjer
povrsine skupa 2 u prvom kvadrantu i povrsine kvadrata [0, 2] x [0, 2]. 1 bod

Prva nejednakost u prvom kvadrantu postaje x + y > 1, a druga nejednakost postaje
—1<z—y< 1L 1 bod

Tocke koje zadovoljavaju te uvjete unutar [0,2] x [0, 2] ¢ine osjencani dio na slici:

)

1 2 boda

Uocimo da kvadrat [0, 2] x [0, 2] mozemo podijeliti na osam sukladnih trokuta kao na

5
slici, od kojih je pet osjencano. Zato je trazena vjerojatnost jednaka 3 2 boda
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Zadatak A-4.6.

Dana je tocka A(0,2) na paraboli y?> = x + 4. Odredi sve tocke B razli¢ite od A na
danoj paraboli za koje postoji tocka C, takoder na paraboli, takva da je kut <ACB
pravi.

Rjesenje.
Neka je B(b* — 4,b) i C(c* — 4,¢) za neke realne brojeve b i c¢. Primijetimo da je

nemoguce da je ¢ = +2 ili ¢ = %b jer bi se u suprotnom neke dvije od tocaka A, Bi C
poklapale, ili bi lezale na pravcu paralelnom s x-osi.

Y Y

A / A /
B\Kgl\ S~

\
1

Koeficijenti pravaca AC' i BC' iznose redom

c—2 1 c—>b 1
= i = . 2 bod
-4 c+2 ' 2—b2 c+0b oda

Pravci AC i BC su medusobno okomiti, Sto znaci da je
1 I
c+2 c+b

-1, 2 boda
ili drugacije zapisano
¢ +bc+2c+2b+1=0. 1 bod

Zelimo nadi sve tocke B na paraboli za koje postoji tocka C' na paraboli sa svojstvom
da je kut <ACB pravi, $to je ekvivalentno tome da nademo realne brojeve b za koje
kvadratna jednadzba po ¢

A4+ (b+2)c+20+1=0

ima realna rjeSenja. Za to je nuzno i dovoljno da je diskriminanta te jednadzbe nene-
gativna, tj.

(b+2)*—4(2b+1) > 0. 3 boda
To zadovoljavaju brojevi b za koje je b(b—4) > 0, odnosno b < 0 ili b > 4. 1 bod
Trazene tocke su sve tocke oblika B = (b* — 4,0), gdje je b € (—o0,0] U [4, +00). 1 bod
)

A —f-mmmmr IR ,//

N~
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Zadatak A-4.7.

Povlacenjem pravaca paralelnih sa svakom stranicom, jednakostrani¢ni trokut stranice
duljine n podijeljen je na n? jednakostrani¢nih trokuta stranice duljine 1. Koliko najvise
duzina duljine 1 na dobivenoj mrezi mozemo obojiti u crveno tako da nikoje tri crvene
duzine ne tvore jednakostrani¢ni trokut?

Rjesenje.

Dokazimo da je odgovor n(n + 1).

Neka u nastavku segment oznacava duzinu duljine 1.
Sa svakom stranicom pocetnog trokuta paralelno je

n(n+1)

L424 =

segmenata. 2 boda

Ako obojimo svih n(n+1) segmenata koji su paralelni jednoj od dvije stranice poc¢etnog
trokuta, onda ne postoji jednakostrani¢ni trokut sa sve tri crvene stranice. 4 boda

Jos je potrebno dokazati da ne mozemo obojiti vise od n(n + 1) segmenata, a da ne
postoji jednakostranicni trokut sa tri crvene stranice.

VAVAVAVAN
NN NN\
YAVAVAVAVAVAN
/N NN NN NN

Osjencajmo trokute kojima je vrh nasuprot stranice paralelne donjoj stranici pocetnog
trokuta okrenut prema gore, kao na slici. Baze tih trokuta su segmenti paralelni s

donjom stranicom trokuta, pa tih trokuta ima in(n + 1). 2 boda

Nikoja dva od tih trokuta nemaju zajednicku stranicu. Kada bi vise od n(n + 1)
segmenata bilo obojeno u crveno, tada bi po Dirichletovom principu barem jedan od
osjenc¢anih trokuta imao sve tri stranice obojene u crveno. Zato je n(n + 1) najvedi
broj segmenata koji moze biti obojen u crveno. 2 boda
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