SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
28. sijecnja 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.
Ako za realne brojeve z i y vrijedi x —y = 6 i 22 + 3? = 22, koliko je 2® — ¢3 ?
Rjesenje.
Vrijedi
3_ .3 _ 2 2
2=y = (x—y)(z*+xy +y°). 1 bod
Sada zamijenimo z — y s 6, a 22 + y? s 22 i dobivamo

2 — = 6(ay +22). 1 bod

Preostaje jos izracunati umnozak xy.

Nakon kvadriranja jednakosti x —y = 6 slijedi

(r —y)* =36 1 bod
x? — 2xy +y? = 36
22 — 2zy = 36 1 bod
xy = -7 1 bod
Vrijednost trazenog izraza je
23—y = 6(xy + 22) = 90. 1 bod
Zadatak B-1.2.
Odredite sve prirodne brojeve n za koje je razlomak L cijeli broj.
4n — 2019

Rjesenje.
Zapisimo razlomak u sljede¢em obliku

4n _ 4n—2019+2019 N 2019
4dn — 2019 4n — 2019 N 4n — 2019

2 boda

Dobiveni ¢e izraz biti cijeli broj ako je nazivnik 4n — 2019 djeljitelj broja 2019.
Kako je 2019 = 3 - 673 rastav broja 2019 na proste faktore, 1 bod

da bi promatrani razlomak bio cijeli broj, broj 4n — 2019 mora biti jedan od djeljitelja
broja 2019:
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—1,1, =3, 3, =673, 673, —2019, 2019. 1 bod
A to znaci da je 4n jedan od brojeva: 2018, 2020, 2016, 2022, 1346, 2692, 0, 4038. 1 bod

Cetiri od tih brojeva nisu djeljiva s 4, a broj n = 0 nije prirodan broj, pa preostaju tri
rjesenja.
Trazeni brojevi su n = 504, n = 505 i n = 673. 1 bod

Napomena: Ako ucenik ne odbaci rjesenje n = 0, gubi 1 bod.

Zadatak B-1.3.

Mia zeli umotati boziéni poklon, kutiju oblika kvadratne
prizme. Ima ukrasni papir kvadratnog oblika. Umatanje je
moguce jedino ako kutiju smjesti tako da kvadratnu bazu ku-
tije polozi dijagonalno, kao na slici, pri c¢emu je srediste baze
u sredistu kvadratnog papira. Cetiri se vrha papira nakon
umatanja poklope sa sredistem 71" gornje baze, a rubovi papira
se spoje na dijagonalama, bez preklapanja. Odredite povr-
sinu i dimenzije papira za umatanje, ako su dimenzije kutije
20cm x 20cm x 5cm.

Rjesenje.

Oznac¢imo dimenzije kutije: a = 20cm, h = 5cm.

(skica sa svim oznakama ili toénim iznosima) 2 boda
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Prilikom umatanja trokut ABC' se preslika na trokut A’B'C".

Stoga je trazena povrsina jednaka

1 1
P:a2+4-§-g-a+4ah+4-§h2
= 2a* + 4ah + 2h* = 2(a + h)?
=2(20 + 5)* cm? = 1250 cm?
Tada za duljinu stranice kvadratnog papira vrijedi

2% = 1250 cm?

T = 25\/§cm

Zadatak B-1.4.
Dokazite da je broj 6272 — 273 . 37+2 136 djeljiv s 900 za sve prirodne brojeve n.
RjesSenje.
Napisimo dani izraz u obliku umnoska dva prirodna broja.
62n+2_2n+3'3n+2+36:62n'62_2n'23‘3n'32+36
=6"-36 — 6" - 72 + 36
=36(6" —2-6" +1)
=36(6" — 1)

Dobiveni je izraz ocito djeljiv s 36, a s obzirom da je 6™ — 1 djeljivo s 5 za sve prirodne
brojeve n, slijedi da je dani broj djeljiv s 36 - 25 = 900.

Napomena: Tvrdnja da je 6™ — 1 djeljivo s 5 slijedi iz 6™ — 1 = (6 — 1)(6" "' + 6"2 +
-+ 4+ 6+ 1) ine treba ju dokazivati.

Zadatak B-1.5.

Odredite sve troznamenkaste brojeve koji su tri puta veéi od kvadrata zbroja svojih
znamenaka.

Prvo rjeSenje.

Neka je & = abc trazeni brojin =a + b+ c.
Tada je v = 3n?.

Zan <5in > 19 broj 3n? nije troznamenkast.

Provjerimo za koje brojeve n € {6,7,8, ..., 18} vrijedi traZeno svojstvo koristeéi tablicu

n 6 7 8 9 |10 | 11 |12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18
3n? | 108 | 147 | 192 | 243 | 300 | 363 | 432 | 507 | 588 | 675 | 768 | 867 | 972
zbroj | 9 | 12 | 12 | 9 3 1129 (12 | 21 | 18 | 21 | 21 | 18

Uvjete zadatka ispunjavaju brojevi 243 i 972.
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Drugo rjeSenje.

Neka je x = abc trazeni broj.

Prema uvjetu zadatka vrijedi abc = 3(a + b + ¢)?. 1 bod
Ocito je trazeni broj djeljiv s 3, a tada je i zbroj njegovih znamenaka djeljiv s 3, odnosno
a+b+c=3k, keN. 1 bod
Tada je abc = 3(a + b+ ¢)* = 27k,

Ovo ¢e biti troznamenkasti broj ako je k* € {4,9,16,25,36}. 1 bod
Slijedi abc € {108, 243,432, 675,972}. 1 bod
Izravnom provjerom zakljucujemo da uvjete zadatka zadovoljavaju jedino brojevi

243 =3(2+4+3)% i 972=3(9+7+2)2% 2 boda

Zadatak B-1.6.

Tocka P se nalazi unutar jednakostranicnog trokuta tako da je od njegovih stranica
udaljena redom 3cm, 4cm i 5ecm. Kroz tocku P povucena je paralela sa stranicom
trokuta koja je najbliza tocki P. Izracunajte duljinu stranice zadanog trokuta i omjer
u kojem povucena paralela dijeli povrsinu trokuta.

Rjesenje.

(Boduje se prikaz danih udaljenosti od tocke P do stranica trokuta) 1 bod

Iz tocke P povucemo spojnice s vrhovima trokuta. Ako duljinu stranice trokuta ozna-
¢imo s a, povrsinu trazenog trokuta mozemo racunati kao

1 1 1
Pzﬁa-3+§a-4+§a~5:6a. 2 boda

a*\/3
T

Kako je dani trokut jednakostranic¢an, povrsina se moze racunati po formuli P =

N

Zato je 6a. 1 bod
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24
Odatle je duljina stranice trokuta jednaka a = — cm = 8v/3 cm,

V3

3
a duljina visine trokuta je aT = 12cm.

Tockom P povucena je paralela sa stranicom AC. Ona dijeli trokut ABC na jedna-
kostranican trokut DBE duljine visine 12c¢m — 3cm = 9cm te jednakokracan trapez
ADEC s visinom duljine 3cm. Duljinu stranice trokuta DBE mozemo izracunati iz
duljine visine:

V3 18
— =9, r=-—— =6v3cm.
2 V3

3
Povrsina trokuta DBE jednaka je P, = (6v/3)? - \Z_ = 273 cm?.

8v3+6v3

5 3:21\/§cm2.

Povrsina trapeza ADEC' jednaka je Py =

Trazeni omjer je ) 27\/§ ) ili P ’
7 _— —_—=s—— = - _— = —,

R N YOV R A
Zadatak B-1.7.

Aritmeticka sredina niza brojeva xi,xs, ..., x, jednaka je 100. Najveci od tih brojeva
je troznamenkasti broj x,. Ako njega zamijenimo s 4x,, aritmeticka sredina novog
niza brojeva jednaka je 200. Koliko najvise brojeva moze biti u takvom nizu? Koju
vrijednost u tom slucaju ima broj x,,?

Rjesenje.

Iz uvjeta zadatka slijedi:

B e s T

I1+I2+"'+4J,’n

= 200

Tada je

r1+ 29+ -+ x, =100n
r1+ 29+ - +4x, = 200n

Oduzmemo li gornje jednakosti dobivamo 3z, = 100n.

Kako je x,, troznamenkasti prirodni broj slijedi da je broj n djeljiv s 3

100
i broj "

je troznamenkast.

To vrijedi za n € {3,6,9,12,15,18,21,24, 27}.
Kako se trazi najveéi broj n s danim svojstvom, onda je n = 27

100n 100 - 27

= 900.
3 3

i vrijedi x,, =
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
28. sijecnja 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.

Ako se zbroje kvadrat i dvostruki kub nekog broja, dobije se trostruka cetvrta potencija
tog istog broja. Odredite sve realne brojeve za koje to vrijedi.

Rjesenje.
Ozna¢imo li traZeni broj x, prema uvjetima zadatka slijedi 22 + 223 = 3z*. 1 bod

Ta je jednadZba ekvivalentna s 3z* — 223 — 22 = 0,

odnosno z?(3z% — 2x — 1) = 0. 1 bod
Slijedi 322 — 2z — 1 =0 ili 22 = 0. 1 bod
Rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobiju se dva rjesenja x1 = 1, 29 = —%. 2 boda
a trece rjesenje je x3 = 0, 1 bod
Napomena: Ukoliko ucenik podijeli jednadZbu s z? i time izgubi rjeSenje z = 0, gubi
2 boda, odnosno za dva tocna rjeSenja uz postupak dobiva 4 boda.
Ako ucenik pogodi jedno ili dva rjesenja, bez napisane jednadzbe, dobiva samo 1 bod.
Ako ima napisanu jednadzbu i pogodeno jedno ili dva rjesenja, dobiva 3 boda.
Zadatak B-2.2.
Koliko cijelih brojeva x zadovoljava nejednadzbu z* — 202022 + 2019 < 0 ?
Prvo rjeSenje.
Danu nejednadzbu mozemo pisati u faktoriziranom obliku:
(2% —2019)(z* — 1) < 0 2 boda
(x —v2019)(x + v2019)(z — 1)(x + 1) < 0.
Tablicom predznaka ili graficki
-/2019 .~ ,f"‘il 1 B 42019
2 boda
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dolazimo do rjesenja nejednadzbe u skupu R
x € (—v2019, —1) U (1, v2019).

Trazeni brojevi su

x € ZN ({(—v2019, —1) U (1,4/2019))

odnosno
x e {—44,-43,...,-3,-2,2,3,...,44} 1 bod

Takvih cijelih brojeva ima 43 - 2 = 86. 1 bod

Drugo rjeSenje.

Uvedemo supstituciju ¢ = x2. Polazna nejednadzba prelazi u > — 2020t 4 2019 < 0, 1 bod
¢ija su rjesenja 1 <t < 2019. 1 bod
To znadi da je 1 < 22 < 2019

odnosno 1 < |z| < 4/2019. 1 bod
Dakle, z € (—+/2019, —1) U (1,/2019). 1 bod

Trazeni cijeli brojevi su
xe{—44,-43,...,-3,-2,2,3,...,44} 1 bod

Takvih cijelih brojeva ima 43 - 2 = 86. 1 bod

Zadatak B-2.3.

U internetskoj je trgovini paket fotokopirnog papira 9 kuna jeftiniji nego u knjizari.
U prosincu je tajnica za 1440 kn kupila 8 paketa vise u internetskoj trgovini nego sto
je u studenom za isti iznos kupila u knjizari. Kolika je cijena fotokopirnog papira u
internetskoj trgovini?

Rjesenje.

Neka je x cijena paketa papira u internetskoj trgovini.
1440

Mozemo kupiti paketa u internetskoj trgovini, odnosno U knjizari. 2 boda
1440 1440
Razlika izmedu broja paketa je — =38, 1 bod
x x+9
a rjeSsavanjem ove jednadzbe redom dobivamo
2?4+ 9z — 1620 = 0 2 boda
Zbog x > 0, jedino rjesenje je x = 36. 1 bod
Cijena paketa u internetskoj trgovini je 36 kn.
180

Napomena: Ako x oznacava cijenu papira u knjizari, dobije se jednadzba: 5~

1’ —

180
—— = 8, odnosno nakon sredivanja 22 — 9z — 1620 = 0. RjeSenje te jednadzbe je

x
x =45, te je y = 45 — 9 = 36 cijena koju trazimo.
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Zadatak B-2.4.

Sva tri vrha trokuta ABC pripadaju paraboli s jednadzbom y = 22 +125 tako da vrh A
lezi na njezinoj osi simetrije, a stranica BC' je paralelna s osi . Ako povrsina trokuta
ABC iznosi 125, odredite koordinate njegovih vrhova.

Rjesenje.

Y

Vrh A je tjeme parabole i ima koordinate (0, 125). 1 bod

Neka tocka B ima koordinate B(z,y). Iz uvjeta da je BC paralelno s osi z zaklju¢ujemo

da je C(—z,y).

Kako toc¢ke B i C pripadaju paraboli, za njihovu ordinatu vrijedi y = 22 + 125. 1 bod
Dakle, tocke B i C' imaju koordinate B(z,z? 4+ 125) i C(—x, 2? + 125).
Duljina visine trokuta ABC' je razlika ordinata tocaka B i A, h =y — 125 = 22, 1 bod

a duljina stranice BC iznosi a = 2x. Povrsina trokuta ABC je stoga

a-h 2x-2?
5 5 x bod
Kako je P = 125, slijedi x = 5, 1 bod
pa su vrhovi trokuta A(0,125), B(5,150), C(—5, 150). 1 bod

Zadatak B-2.5.

Duljina osnovice jednakokracnog trokuta ABC iznosi |BC| = 30 cm, a duljina kraka
|AC| = 17cm. U tocki A povucena je okomica na pravac AC'. Odredite omjer u kojem
ova okomica dijeli osnovicu BC.
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Prvo rjeSenje.

Visina trokuta ABC iznosi h = /172 — 152 = 8cm.

Uoc¢imo pravokutne trokute DEA i DAC' i primijenimo Pitagorin poucak. Dobivamo

|AD|> = 8 + (15 — z)?
|AD* = (30 — x)* — 17?

Izjednacimo li desne strane dobivamo

64 + (15 — x)* = (30 — z)* — 289
30z = 322
161
15
Trazeni omjer je

odnosno r =

161 161 161 289
15 <30 15 > 15 15 0 89

Drugo rjeSenje.
Skica i odredivanje visine, kao u prvom rjesenju.

Primijenimo Euklidov poudak za visinu A na hipotenuzu C'D trokuta CDA.

h=+(15—-1z)-15
64 = 225 — 152
152 = 161

o 161
eexr = —.
] 15

Slijedi racunanje omjera kao u prvom rjesenju.
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Trece rjesenje.

Skica 1 bod
Trokuti AEC i DAC, osim pravog kuta, imaju kut u vrhu C' zajednicki sto znaci da
su sliéni prema poucku K — K. Tada vrijedi 1 bod
15:17=17:(30 — x) 2 boda
15(30 — x) = 289
15x = 161
161
te je x = —. 1 bod
15
Slijedi racunanje omjera kao u prvom rjesenju. 1 bod

Zadatak B-2.6.
Rijesite jednadzbu

Prvo rjeSenje.
Najprije uo¢imo da mora biti x > 0, x # 1. 1 bod

Sredivanjem izraza u zagradama dobivamo

VT — —— = 1 bod

Vot \/5_1—495 Ve 2 boda

4o — = =4 :
\/E—1+x Vo +1 * x—1 x+x—1
Stoga je dana jednadzba ekvivalentna s
x—1 4/x
-4 —— | =112 — 4y/x. 1 bod
NG ( gl 1> Ve °
Slijedi
Yz —1)vVr+4=112 - 4/x 2 boda
4a+/z = 108
v/ x = 27. 1 bod
Dakle, \/x =3, 2z = 9. 2 boda
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Napomena: Ako je ucenik na pocetku napisao uvjet na rjeSenje, a nije prilikom mnoze-
nja jednadzbe s \/z is x —1 (ili y/z — 1) naglasio da se uz uvjet x > 0 odnosno x # 1
u sljede¢em koraku dobiva ekvivalentna jednadzba, ne treba oduzimati bod.

Vrijedi i obratno, ako je ucenik prilikom mnozenja jednadzbe s v/x isx—1 (ili y/z —1)
naglasio da se uz uvjet x > 0 odnosno z # 1 u sljede¢em koraku dobiva ekvivalentna
jednadzba, nije nuzno da na pocetku pise uvijet.

Ako nema niti jedno, niti drugo oduzeti 1 bod.

Drugo rjeSenje.
Najprije uo¢imo da mora biti x > 0, x # 1. 1 bod
Ako uvedemo supstituciju a = \/x dana jednadzba uz a # 1, a > 0 prelazi u

1 1 1
<a——)(a+ 44— ):112—4a. 1 bod
a a—1 a+1

Sredivanjem dobivamo

a’—1 (a+1)’+4a*(a® —1) — (a —1)°

=112 — 4a. 2 bod
a (@a—D@+1) ¢ oda

(Svodenje na zajednicki nazivnik izraza u zagradama)

a?+2a+1+4a*—4a> —a?>+2a—1

=112 — 4a. 1 bod
a
(Skracivanje s a® — 1)
4a* — 4a® + 4
Sredivanjem dobivamo ¢ @t 112 — 4a, odnosno 4a® —4a +4 = 112 —4a. 2 boda
a
(Svodenje na jednadzbu bez nazivnika)
Sada je redom 4a® = 108, a® = 27,
te a = 3. 2 boda
Iz /T = a slijedi * = a® = 9. 1 bod

Zadatak B-2.7.
Odredite povrsinu skupa tocaka kojega u kompleksnoj ravnini odreduju rjesenja nejed-
nadzbi Imz > |Rez — 1|, |z — 1] < 1.
Rjesenje.
Rjesenje nejednadzbe |z — 1| < 1 je skup svih toc¢aka z koje se nalaze unutar kruga i
na kruznici sa sredistem u tocki S(1,0) i polumjera 1. 2 boda
Ako je z = x + iy, x,y € R, tada nejednadzba Imz > |Rez — 1| prelazi u sustav
nejednadzbi
y = |z —1|

—ysz—-1<y, y=20

r—1 i y>—x+1. 3 boda

WV

Yy
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Skup rjesenja ovog sustava i rjeSenja nejednadzbe |z — 1

\\$ )
Y
1 L4

< 1 prikazujemo graficki.

s’
‘ =-x+1
’ Y 3 boda
(1 bod za kruznicu, 1 bod za pravce, 1 bod za oznacen presjek)
Presjek tih skupova tocaka je kruzni isjecak sa sredisnjim kutom od 90° (jer su pravci
y=x—11iy=—x+ 1 medusobno okomiti). 1 bod
Tada je povrsina nacrtanog kruznog isjecka jednaka cetvrtini povrsine cijelog kruga,
1

tj.P:Zm:% 1 bod
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
28. sijecnja 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.

3
Ako je sinz — cosz = \é_, izracunajte sin® x + cos® z.
Rjesenje.

Kvadriramo li danu jednakost dobivamo

1
sian—2sinxcosx+c082x:§, 1 bod

1
odnosno sin x cos x = 3 1 bod

6 2 moZemo zapisati u obliku umnoska

Izraz sin® x + cos

sin® 2 + cos® r = (sin2 x + cos? x) (sin4 r — sin® z cos® x + cos? x) 1 bod
= sin* 2 — sin? z cos? x + cos* x 1 bod
= (sin®x + cos? 7)* — 2sin®wcos’ v — sin®rcos’z =1 —3sinzcos’x. 1 bod
Koristedi sinx cosx = 3 konacno je
;6 6 . 2 1 2 2
sin®x 4+ cos’z =1—3(sinzcosx)"=1—-3 3) =3 1 bod

Zadatak B-3.2.

1 1
Koliko rjesenja ima jednadzba + -

cos? 5 sin

16
= na intervalu (0,20197) 7
tgx

Rjesenje.

Uvjet na rjesenje dane jednadzbe je tgz # 0, sin g # 0, cos 5 # 0. Drugim rijecima,
mora biti x # k7 za k € Z. 1 bod

Svedimo izraz na lijevoj strani jednadzbe na zajednicki nazivnik.

sin? z + cos? r
1 r 9 9 1
T T T = T Tz = T T - 1 bod
cos? = sin?Z cos? = - sin? = cos? = -sin? =
2 2 2 2 2 2
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Time jednadzba postaje

1 16
2%.'2E_tgx
cos” 5 - sin® o

1 B 16

1 2

<7 sin(2 - g)) te
1 B 16 cos x

L., sinz

1
Uz uvjet sinz # 0 ovo je ekvivalentno s 4 sin z cosx = 1, odnosno sin 2x = 3

5
Rjesavanjem ove jednadzbe dobivamo 2x = % + 2km ili 22 = g + 2km, za k € Z,

T 5%
_ iz = — .
odnosno x 12+/€7TIISE 12+/<:7T,zak€Z

Dana jednanzba ima dva rjeSenja na svakom intervalu (km, (k + 1)7).

Kako su na intervalu (0,7) dva rjeSenja dane jednadzbe, na intervalu (0,20197) je
ukupno 4038 rjesenja.

Zadatak B-3.3.

Kako bi pristupio odredenoj web stranici Matko mora odabrati 4-znamenkasti broj -
PIN. Nule na pocetku su dozvoljene, ali ipak postoje neki zahtjevi (zabrane) na PIN.
Jedna se znamenka ne moze ponavljati tri ili viSe puta u nizu. Primjerice 0006 ili
6666 nije dozvoljeni PIN, ali 0030 je dozvoljeni PIN. Zatim, par znamenaka se ne moze
ponoviti. Primjerice 1616 nije dozvoljeni PIN, ali 1661 ili 6611 je dozvoljeni PIN. Na
koliko razli¢itih nac¢ina Matko moze odabrati PIN?

Rjesenje.
Kombinaciju od 4 znamenke mozemo odabrati na 10 - 10 - 10 - 10 = 10000 nacina.

Od toga ¢emo oduzeti sve nedozvoljene kombinacije.

PIN-ovi u kojima su to¢no tri iste znamenke u nizu su oblika aaab ili baaa (uz a # b),
te ih ima 2 - 10 - 9 = 180.

PIN-ova oblika aaaa ima 10 ,
a PIN ova oblika abab ima 10 - 9 = 90.

Ukupan broj dozvoljenih kombinacija za PIN ima

10000 — (180 + 10 +90) = 10000 — 280 = 9720.
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Zadatak B-3.4.

Pravilna uspravna cetverostrana piramida kojoj bo¢ni bridovi s ravninom baze zatva-
raju kut od 60° i kocka imaju sukladne baze. Odredite omjer njihovih oplosja.
Rjesenje.

Neka je a duljina stranice kocke i baze piramide.

Oplosje kocke je O;, = 6a?.

Oplogje piramide je O, = a* + 4 - % = a® + 2av (v je visina pobocke). 1 bod
Potrebno je visinu pobocke v izraziti pomoc¢u duljine brida a. Nasuprotni bo¢ni bridovi
i dijagonala baze tvore jednakostranican trokut. 1 bod
3 6
Visina piramide je h = av2 - \é_ = a\2/_7 1 bod
2
2 6 7
a visina pobocke v = (2) + av/6 = a\/_. 1 bod
2 2 2
Omjer oplosja dane piramide i kocke iznosi
O a’ + 2av
Ok N 6a?
2 4 9,. 07
_ @t Ty 1 bod
6a?
a1+ V7)
B 6a?
1 7
_ T VT 1 bod

6

(Ili obratno, 8’6 =V7-1)
P

Napomena: Visina pobocke moze se izracunati i kao visina jednakokracnog trokuta

(pobocke): v = \/(@\/5)2 — <;)2 = a\2/7.

Zadatak B-3.5.
U jednakokracnom trokutu ABC's tupim kutom pri vrhu C, noziste visine na krak BC
|AB|+ |BD|  2v/3+3

je tocka D. Odredite kutove trokuta ABC', ako vrijedi [AC|+|CD| = 3
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Prvo rjeSenje.
Neka je a = |AB|, b= |AC| = |BC| i |CD| = z.

1 bod
b 2v/3+3
Uz ove oznake dana jednakost prelazi u atbtr V3t . Odatle je
b+uz 3
a :a+b+x_1:27\/§+3_1:72\/§7 2 boda
b+x b+x 3 3
b+z V3
odnosno = )
a 2

b

Uocimo da je cos 3 = R , 1 bod
a

pa iz prethodnog rezultata slijedi cos f = > te 5 = 30°. 1 bod
Kako je oo + 28 = 180°, dobivamo a = 120°. 1 bod
Dakle, kutovi trokuta ABC' su 30°, 30°, 120°.
Drugo rjeSenje.
Neka je a = |AB|, b= |AC| = |BC|i|CD| = z.
Skica kao u prvom rjesenju. 1 bod

b
Kako je cos 3 = 2ab = ﬂ, slijedi a? = 2b(b + x) = 2b* + 2bx

a
2 _ o912
odakle dobivamo x = a 2b2b . 2 boda
b b a®—2b2
Uvrstavanjem u danu jednakost atbtr 2‘/§+3 dobivamo = + +27 b 2‘/?“3.
b+ x b+ 52
Sredivanjem slijedi % = /3. 1 bod
3

Odatle je cos § = 2ab = \g_, pa je B = 30° 1 bod
i konac¢no o = 120°. 1 bod
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Zadatak B-3.6.

Veliki kota¢ s kabinama za putnike ima polumjer 10 metara. Najniza
tocka kotaca je 2 metra iznad tla zemlje. Kotac rotira konstantnom
brzinom i treba mu za jedan puni okret 100 sekundi. Kotac¢ pocinje
rotirati kada je kabina u najnizoj tocki. Visina h(t) je udaljenost
kabine od zemlje (u metrima), ¢ sekundi nakon pocetka rotacije.
Odredite ovisnost visine h(t) o vremenu ¢. Koliko se sekundi kabina
nalazi iznad 17 metara visine (u jednom okretu)?

Prvo rjeSenje.

1 bod
Brzina kojom se mijenja kut </ SP je konstantna i iznosi 100 = 3.6° u sekundi. 1 bod
To znaci da je kut za koji se kabina zarotira od pocetnog polozaja P do polozaja K
s
(oko sredista S) jednak a = 3.6°¢ ili v = 50 t. 1 bod
.. . - 12—-h
Uoc¢imo pravokutni trokut SAK. Vrijedi cos a = odnosno
h =12 —10cos a. 1 bod
Uvrstavajudi izraz za o, dobivamo trazenu ovisnost visine o vremenu
o mt
h(t) =12 —10cos (3.6°t) = 12 — 10 cos 0" 1 bod

Treba provjeriti vrijedi li ista ovisnost i ako je kut rotacije veé¢i od 90°. Pogledajmo
slike:
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Ako je kut rotacije izmedu 90° i 180° (prva slika), onda iz trokuta SAK slijedi

h—12
—90°) = :
cos(a ) 1
. . . , . h—12
Analogno, za kut izmedu 180° i 270° (druga slika), onda je cos(270° — a) = T
Kako je cos(a—90°) = cos(270° — ) = — cos a, u oba slucaja vrijedi h = 12— 10 cos a.
12—h
Kada je kut rotacije izmedu 270° i 360° (treca slika), tada je cos(360° — a) = TR

Vrijedi cos(360° — «v) = cos(—a) = cos(a), pa je u i ovom sluc¢aju h = 12 — 10 cos a.

Zaklju¢ujemo da je visina kabine u ovisnosti o kutu rotacije a uvijek dana s h =
12 — 10 cos a,

t
a u ovisnosti o vremenu ¢ formulom A(t) = 12 — 10 cos (3.6°¢) = 12 — 10 cos % 3 boda
Treba jos odrediti koliko je vremena kabina iznad 17 metara visine.

Rijesimo nejednadzbu 12 — 10 cos (3.6°t) > 17.

—10cos (3.6°t) > 5
cos (3.6°t) < —0.5
120° < 3.6°t < 240°

120 e 240
3.6 3.6
100 200
— <t< — 1 bod
3 3 °
2 1 100 1
Kako je g() — 20 =3 = 335, kabina ¢e u svakom okretu 33 i 1/3 sekunde biti
iznad 17 metara visine. 1 bod

Drugo rjeSenje.

Prema zadanim podacima o brzini gibanja kotaca, ucenik moze napraviti tablicu i
graficki prikazati dobivene podatke:

t(s) [0]25[50] 75100 > boda
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25

20

15

10

Ovisnost visine kabine o vremenu mozemo prikazati funkcijom sinus ili kosinus:
h(t) = Asin(Bt + C) + D,
gdje je A=10, D =12 .

2
K%ﬂeP:HMMszgﬁﬁ&Bzég
T

Iz uvjeta h(0) = 10sin (% -0+ C) + 12 = 2 dobivamo C' = —5
Ovisnost visine kabine o vremenu dana je formulom

™ ™

10 sin (50 5

>+12.

Tt
ili —10cos — + 12
( = T 12)
Na kraju treba rijesiti nejednadzbu h(t) > 17, kao u prvom rjesenju.

Trece rjesenje.

Kako je gibanje kabine periodi¢no ucenici ¢e mozda pretpostaviti da je trazena ovisnost
dana s trigonometrijskom funkcijom kosinus (ili sinus), a zatim odredivati nepoznate
koeficijente. Ako koristimo funkciju kosinus, a s obzirom da kotac krece od trenutka t =
0, pretpostavit ¢emo da je gibanje dano s h(t) = Acos Bt + C. Odredimo koeficijente
A B, C.

hmaz - hmzn
Amplituda A iznosi A = ——— = 10.

2
2m 7r
Period kund je 100 = — je B=—.
eriod (u sekundama) je 5o paje =0
hmax hmin
Tﬁkodervrﬂedi(7::;;::12

Jos treba obrazloziti zasto je ovisnost h(t) dana s funkcijom kosinus (ili sinus). Pri-
mjerice, ucenik moze nacrtati sljedecu sliku i uociti pridruzivanje kao na brojevnoj
kruznici:
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\Y

10cosa

Koordinatni sustav je zarotiran tako da je ishodiste u tocki S, os x je pravac SP, a os y
horizontalna os. Vremenu ¢ (realnom broju na pravcu paralelnom s y osi) pridruzena je
tocka K (polozaj kabine). Pridruzimo li toc¢ki K njezinu apscisu, dobili smo periodi¢nu
funkciju kosinus.

Na kraju treba rijesiti nejednadzbu h(t) > 17, kao u prvom rjesenju.

Zadatak B-3.7.

Zadan je kvadrat povrsine P = 7 — log, = i kocka obujma V' = log, x — 2. Izracunajte
realni broj x ako je duljina stranice kvadrata za 1 vec¢a od duljine brida kocke. Kolike
su duljina stranice kvadrata i duljina brida kocke?

Rjesenje.

Neka je a duljina brida kocke, a b duljina stranice kvadrata. Tada je
V =logyz —2=a’ pajea= {log,z — 2.

P=17-logyz =0% pajeb=/T—log,ur.

Kako su a i b duljine mora vrijediti logo,x —2 > 017 —log,z > 0, paje2 <log,z <7
(odnosno 4 < x < 128).

Prema uvjetu zadatka treba rijesiti jednadzbu
\/7— log, © — \3/10g2x -2=1
Uvedemo li supstituciju ¢t = log, z slijedi niz ekvivalentnih jednadzbi:
Vi—t—vVit—2=1
Vi—t—1=vt-2
(Vi—t—1)=t—-2
(T—t)VT—t—=37T—t)+3VT—t—1=t-2
(10 — )7 —t = 20 — 2t
(10 — )7 —¢)" = (20 — 2t)°
(10 — t)*(7 — t) = 4(10 — t)?
(10-t)*(3—t) =0
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Rjesenja posljednje jednadzbe sut =101t = 3,

pa je log, x = 10 odnosno log, v = 3.

Zbog uvjeta, prva jednadzba ne vodi rjesenju naseg problema. 1 bod
Iz log, x = 3 slijedi z = 8. 1 bod
Trazene duljine stranica kvadrata i brida kocke su b=21ia = 1. 1 bod
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
28. sijecnja 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.

1\ 2019
U razvoju binoma | /z + odredite ¢lan koji ne sadrzi x.
2z
Rjesenje.
2019 1y 2019k 1
Opéi ¢lan u razvoju danog binoma je ( I > (x1> AL 2 boda
S . .. o e (1N2019—K1g 0
Kako trazimo ¢lan koji ne sadrzi x, mora vrijediti (a;4> cxT 8 =1 1 bod
1 1
odnosno 1(2019 — k) — §k = 0. 1 bod
Rjesavanjem dobivamo k = 1346. 1 bod
2019
Trazeni ¢lan je . Q1846 1 bod
1346

Zadatak B-4.2.

Rijesite nejednadzbu 45" ™ 4 3. 405" 70 < g,

Rjesenje.

Primjenimo li osnovni trigonometrijski identitet sin? o + cos? & = 1 dobivamo
gsinre 4 g gt g

PN 4sin2 T 3. 41—sin2 ™ <

<

8
S P R 1 bod

Uvodenjem supstitucije t = gsin® e nejednadzba prelazi u
12
=8t +12 <0.
Rjesenje ove nejednadzbe je t € [2, 6] 1 bod
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pa dalje dobivamo
2

2 < 4Si1’1 T < 6

<sin?7x < log, 6 1 bod
1

— < [sin7z| < y/log, 6

\/5 ‘ | < 84

Kako je log, 6 > 1, nejednakost |sinmz| < y/log, 6 vrijedi za sve z € R.

DO | =

1
Preostaje rijesiti [sinmz| > —=. To je ekvivalentno s

V2

2 2
sinmx > 5N ili  sinwx < —i. 1 bod
Dakle, uz k € Z,
3 3
Z—i—2l€7r<7r:l:<—7T+2k'7r ili ——W+2k7r<7r$<—z+2k7r,
4 4 4 4
t].
1 3 . 3 1
- +2k<z<-+2 i —-+4+2k<2<—-+2k. 1 bod
4 4 4 4
, . .1 3
Krace mozemo zapisati 1 +k<x< 1 +k
. 1 3
te konacno x € U {f—i-k:,f—i-k .
wez 4 4
Zadatak B-4.3.
Pravac z—2y = 0 je asimptota hiperbole kojoj su zarista u tockama Fi(5,0) i F5(—5,0).
Odredite koordinate svih tocaka hiperbole iz kojih se zarisna udaljenost FiF5 vidi pod
pravim kutom.
Prvo rjesenje.
b 1
Ako je pravac x — 2y = 0 asimptota hiperbole, tada je — = 5 tj. a = 2b. 1 bod
a
Iz a? + b? = €2 slijedi
a®? + b? = 25, odnosno 4b* + b? = 25, pa je
b? =5, a® = 20. 1 bod
JednadZba hiperbole je % - % = 1 odnosno z? — 4y? = 20. 1 bod
Kako je obodni kut nad promjerom kruznice pravi kut, tocke 7" mozemo dobiti kao
sjecista kruznice 22 +y? = 25 (sa srediStem u ishodi$tu, promjera 2e = 10) i hiperbole.
1 bod
Rjesavanjem sustava 22 — 4y? = 20, 22 + y?> = 25 dobivamo 22 = 24, y? = 1 tj.
r =426, y = +1. 1 bod

Trazene tocke su

Ty(2v6,1), To(—2v6,1), T3(2v6,—1), Ty(—2v6,—1). 1 bod
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Drugo rjeSenje.

Jednadzbu hiperbole dobijemo kao i u prvom rjesenju. 3 boda
1

Iz jednadzbe hiperbole proizlazi y? = 1 x? — 5, pa proizvoljna tocka T hiperbole ima

koordinate T' = (x, + ixQ — 5).

Tocke T koje zadovoljavaju uvjet zadatka mozemo odrediti primjenjuju¢i Pitagorin
poucak na trokut FiTF,.

Vrijedi |TF > + |[TF|? = |FiFy]? tj.

2 2
1 1
(x —5)% + (i\/4x2—5—0> +(z+5)%+ <i,/4x2—5—0> = 10° 1 bod

Sredivanjem dobivamo

1 1
x2—1Ox—|—25+1x2—5+x2+10x+25+1x2—5:100

5
odnosno §x2 = 60.

Dakle, 2 = 24, y* = 1. 1 bod

Trazene tocke su

Ti(2v6,1), To(—2v6,1), T5(2v6,—1), Ty(—2v6,—1). 1 bod

Zadatak B-4.4.
. T . . boo! .
Odredite najveci prirodan broj n takav da je o prirodan broj.

Rjesenje.
Potrebno je prebrojati koliko se puta broj 7 pojavljuje u umnosku 1 bod
500!=1-2-3-4----- 500.

Visekratnika broja 7 u tom umnosku ima k, pri ¢emu je 7k najveéi prirodni broj takav
da je 7k < 500.

Dakle, broj visekratnika broja 7 u umnosku je 71. 1 bod
Medu visekratnicima broja 7 postoje i visekratnici broja 72 = 49 a njih ima ukupno

10. 2 boda
Kako je medu visekratnicima broja 49 i broj 7 = 343, zakljuc¢ujemo da se faktor 7 u
promatranom umnosku pojavljuje 71 + 10 4+ 1 = 82 puta. 2 boda

500!
Najveci prirodan broj n takav da je o prirodan broj je broj 82.
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Zadatak B-4.5.

Duljina visine uspravnoga stosca jednaka je promjeru baze stosca. Koliki je omjer
polumjera tome stoscu upisane kugle i tome stoscu opisane kugle?

Rjesenje.

Promatrat ¢emo osni presjek stosca, odnosno jednakokracan trokut ABC' kojemu je
osnovica promjer baze stosca, a krak izvodnica stosca. Tada je polumjer kugle upisane u
stozac jednak polumjeru kruznice upisane u taj trokut, a polumjer kugle opisane stoscu,
jednak je polumjeru kruznice opisane tom trokutu. (umjesto ovog opisa dovoljna je
skica osnog presjeka s upisanom i opisanom kruznicom)

Oznac¢imo polumjer upisane kruznice s r,, a opisane kruznice s r,, te polumjer baze s
r.

C

Duljina izvodnice stosca je |AC| = /1% + (2r)% = /5.
Povrsina trokuta ABC' jednaka je P = % - 2r - 2r = 212,

1
a njegov poluopseg iznosi s = 5(27" +2-rV5) =r(1 +5).

Polumjer trokutu ABC' upisane kruznice racunamo iz P = r, - s:
P 2r? 2r

’]"u = — = = .
s r(l+v5) 1+5
b
Polumjer trokutu ABC opisane kruznice racunamo koriste¢i formulu P = Z ‘.
To
abe  2r-r/5-r/5 10r* 5
7’0 = — = = = —
4P 4 - 2r2 8r2 4
Konac¢no, omjer polumjera stoscu upisane i stoscu opisane kugle je
2r
145 8 2(v5-1)
=~ = = .
To 1 r 5(1 + \/3) 5
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Napomena: Polumjeri upisane i opisane kugle mogu se dobiti i pomocu sli¢nosti.
Ty

r
b 2r—ry

Uocimo na prvoj skici da je trokut ANC' slican trokutu C'D4S,. Zato je

2
odalkle slijedi r, = —— . (2 boda)

1++5

Iz pravokutnog trokuta AN S, na drugoj skici slijedi 72 = r? + (2r — r,)? odakle slijedi
5

o= T (2 boda)

Preostala 2 boda su za skicu i racunanje trazenog omjera kao i u prethodno raspisanom

rjesenju.

Zadatak B-4.6.

Odredite troznamenkasti broj ¢iji se zapis u bazi 11 sastoji od istih znamenaka kao i

zapis u bazi 9, ali u obrnutom redoslijedu.

Rjesenje.

Trazimo broj za koji vrijedi xyzg) = zyxay), gdje su z,y,z € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}

(znamenke u bazi 9), x # 0, z # 0.

Raspisivanjem dobivamo

-4y 9+z=2-11%4+y-11 +2
8lr + 9y + 2= 12124+ 11y + =
80x — 2y — 1202 =0
y = 40x — 60z = 20(2z — 3z)
Kako je y znamenka, jedina mogucnost je y = 0.
Dakle 2x — 32 =0, tj. 22 = 3z.
Broj z mora biti paran.
Ispitajmo sve mogucénosti:
iz z = 2 slijedi x = 3: 3029y = 203(11) (= 245)
iz z = 4 slijedi x = 6: 6049y = 406(11) (= 490)

za z > 6 bilo bi z > 9 pa nema drugih rjesenja.

Zadatak B-4.7.
Odredite sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi Re z > 01 2%+ (1 —4i)2* —4i = 0.
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Rjesenje.
Uvodenjem supstitucije 2* = ¢ dobivamo kvadratnu jednadzbu

2+ (1 — 4i)t — 4i = 0. (%)

Rjesavanjem jednadzbe (*) dobivamo

—1+4it /(1 —4i)2+160  —1+4i+/(1+4i)> —1+4i£(1+4)

119 = = -
b2 2 2 2 ’
tj. t1 =4a, ty = —1. 2 boda
Zapisemo li t; = 4¢ u trigonometrijskom obliku ¢; = 4 <cosg + 2 sin g) iz 24 =t
dobivamo
4k + 1 4k + 1
21k = V2 (COS (g)” + i sin (J8r)7T> , k=0,1,2,3. (xx) 2 boda
Iz (**) slijedi:
za k=0, 2= (COS — 4 isin — )
5
zak=1, 2= (COS——}—ZSlng),
9
za k=2, 219 = (cos——i—zsing),

13 13
za k=3, 213 = \/5(003% +isin—7r).

8
Iz uvjeta Rez > 0 slijedi da su rjeSenja 21 1 21 3. 2 boda
Analogno, zapiSemo li t, = —1 u trigonometrijskom obliku t, = cos m+isin 7, iz z* = t,
dobivamo ok 1 1 ok 1 1
zz,k:cos(l_”rﬂsm(z)”, k=0,1,23. (+%%) 2 boda

Iz (***) slijedi:

T .. T
za k=0, zg,ozcosz—i-zsmz,

b1 3T s 3
ak= = coS — + ¢sin —
7 s 22’1 4 7 S111 4 i
D )
za k=2, 299 —coszw—i-zsm Z
7 7
za k=3, 23 = coszﬂ —l—isinzﬂ.
Iz uvjeta Rez > 0 slijedi da su rjesenja 290 i 223. 2 boda

Dakle, trazena rjesenja su:

z € {\/ﬁ(cosgjLz’sinW

13 13 7
8>’ ﬂ(cos;—i-isingﬂ), cos%—i—isinz cosl—i-isin—w}.

4’ 4 4
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