ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.
Na stranici AB trokuta ABC nalaze se tocke P;, P, i P3 tako da vrijedi

1
[API| = |PiPy| = |PoPs| = [P B| = 7|AB.

Tim tockama povucene su paralele sa stranicom BC| koje dijele trokut na cetiri dijela.
Povrsina dijela koji se nalazi izmedu paralela kroz P, i P5 iznosi 5.

Kolika je povrsina trokuta ABC?

Prvo rjeSenje.

Oznacéimo s @)1, Q2 i Q3 redom tocke u kojima paralele kroz Py, P, i P5 sijeku stranicu

CA, kao na slici.

B

Buduéi da je BC' || P,Q; za i = 1,2,3, zakljucujemo da je

<ABC = <IAP1Q1 = <IAP2Q2 = <AP3Q3. 1 bod

Takoder, trokuti ABC, AP,QQ1, AP,(Qs i AP3()3 imaju zajednicki kut u vrhu A, pa

prema K-K poucku o slicnosti zakljucujemo da su ti trokuti sli¢ni. 2 boda
Neka su X i Y redom povrsine trokuta AP; () i cetverokuta P Py(Q2Q).
Buduéi da je |AB| = 4|APy|, slijedi da je povrsina trokuta ABC' jednaka 16.X. 1 bod
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Buduéi da je |AP,| = 2| APy, slijedi X +Y =4X.

Takoder, bududi da je |APs| = 3|APy|, vrijedi X +Y +5 = 9X.
Iz posljednje dvije jednakosti slijedi 4X 4+ 5 =9X, tj. X = 1.
Stoga je povrsina trokuta ABC' jednaka 16.

Drugo rjeSenje.

Oznacéimo s @)1, Q2 i Q)3 redom tocke u kojima paralele kroz Py, P, i P5 sijeku stranicu
CA. Buduéi da tocke Py, P, i P; dijele duzinu AB na Cetiri jednaka dijela, zbog
Talesovog teorema o proporcionalnosti i tocke Q1, Q2 i Q3 dijele duzinu AC na &etiri
jednaka dijela. Sliéno, povucimo kroz Py, P5 i P; paralele sa stranicom C'A i ozna¢imo
tocke u kojima sijeku stranicu BC redom s R;, Ry i R, kao na slici.

A

Buduéi disu pravci PRy, PRy i P3R3 paralelni s pravcem AC, tocke Ry, Ry i R3 dijele
duzinu C'B na cetiri jednaka dijela. Sada po obratu Talesovog teorema zakljucujemo
da su pravci Q1 R3, Q2Rs 1 Q3R paralelni s pravcem AB.

Na taj nac¢in smo trokut ABC' podijelili na mrezu manjih trokuta ¢ije stranice leze na
pravcima paralelnim stranicama trokuta ABC. Buduéi da svi ti manji trokuti imaju
iste kutove kao trokut ABC', oni su sli¢ni.

Usto, susjedni trokuti u toj mrezi imaju zajednic¢ku stranicu, pa zaklju¢ujemo da su
svi ti manji trokuti sukladni.

Cetverokut P, P3(Q3Qs se sastoji od pet manjih trokuta, pa zakljuéujemo da svaki manji
trokut ima povrsinu 1.

Bududi da se trokut ABC sastoji od ukupno 16 manjih trokuta povrsine 1, povrsina
trokuta ABC je jednaka 16.

Napomena: Moguée je i krenuti od toc¢aka R;, Ry i R3 koje dijele duzinu C'B na éetiri
jednaka dijela, pa argumentirati da su pravci P, Ry, Q3R itd. paralelni s odgovaraju¢im
stranicama.
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Zadatak A-1.2.

Dokazi da ne postoje pozitivni realni brojevi x i y za koje vrijedi

(® +9°) (@ +9°) = 2(x +y) = 2

Rjesenje.
Izraze z2 + y* i 2® + y® mozemo (koriste¢i x + y = 1) zapisati kao
22+t = (r+y)? — 22y =1 — 2y, 1 bod
Py =(+y)@? -y +yP)=1-(1—- 22y —ay) =1 3zy. 2 boda
Stoga iz
(1= 32y)(1 - 2zy) = (2% +y*) (2" +¢*) = 2

sredivanjem dobivamo
62%y* — bxy — 1 =0,

sto rastavljanjem srednjeg ¢lana na —6zy 4+ xy mozemo faktorizirati kao
(6xy + 1)(zy — 1) =0. 3 boda

Bududi da su x i y pozitivni, o¢ito je xy > 0, pa je 6zy + 1 # 0. 1 bod

Zakljucujemo da je xy — 1 = 0, odnosno xy = 1. Uvrstavanjem y = 1 — 2 dobivamo
(1l —z)=1,tj. 22 — r + 1 = 0. Nadopunjavanjem na potpun kvadrat dobivamo

1\%2 3
_ - =0,
(x 2) "1
sto nema rjesenja u skupu realnih brojeva. Dakle, ne postoje takvi x i y. 3 boda

Napomena: Izraz 2° + y® se moZe rastaviti i na sljedeéi nacin:

® +y’ = (z+y)* — 3%y — 32y’ =1 - 3zy(z +y) =1 — 3ay.
Ucenik moze obrazloziti da slucaj xy = 1 nema rjeSenja na vise nacina. Primjerice,

buduéi da su z,y > 0, iz x + y = 1 zaklju¢ujemo da mora biti x < 11y < 1. Slijedi
xy < 1, ¢ime dolazimo do kontradikcije.

Zadatak A-1.3.
Odpredi sve prirodne brojeve n > 2 za koje postoji djelitelj d broja n takav da je

n=a+d,

pri ¢emu je a najmanji djelitelj broja n veéi od 1.
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Prvo rjeSenje.

Ako pretpostavimo da je n neparan, onda su i njegovi djelitelji neparni, kao i njihovi
kubovi, pa to zna&i da je a® 4+ d® paran broj. S druge strane, zbog n = a® + d* vidimo
da je to nemoguce. Prema tome, n mora biti paran.

Za parne brojeve, najmanji pozitivni djelitelj veé¢i od 1 je 2, tj. a = 2.

Ako je d djelitelj broja n, onda je i djelitelj broja n — d2.

Iz n — d® = a® = 8 slijedi d | 8, pa su jedini moguéi kandidati d = 1,2, 4, 8.
Za d =1 slijedi n = 9, sto nije rjeSenje jer n mora biti paran broj.

Iz ostalih moguénosti d = 2,4, 8 redom dobivamo rjesenja n = 16, n = 72 i n = 520.

Drugo rjeSenje.
Uocimo da je a prost broj.

Buduéi da a dijeli a® = n — d® i n, mora dijeliti i d®. Kako je ujedno i prost, posebno
vrijedi da a dijeli d.

S druge strane, d dijeli d® = n — a® i n, pa mora dijeliti i a3.

Kako je a prost i dijeli d, jedine moguénosti su d =a, d =a?id = a?.

Ako je d = a, onda je n = 2a®, pa je n paran i mora vrijediti a = 2, n = 16.

Ako je d = a?, onda je n = a® + a®% = a®(1 + ¢®). Bududi da su a® i 1 + @® razlicite
parnosti, zaklju¢ujemo da je n paran i mora vrijediti a = 2, n = 72.

Ako je d = a®, onda je n = a*(1 + a®), pa sli¢no zakljuCujemo da je a = 2, n = 520.

Zadatak A-1.4.

Osnovica BC je najdulja stranica jednakokrac¢nog trokuta ABC'. Neka je M tocka na
stranici BC takva da je |[BM| = |AB|. Noziste okomice iz tocke M na AB je tocka N.

Dokazi da trokut BM N i ¢etverokut ACM N imaju jednake povrsine i jednake opsege.

Rjesenje.

Neka je P poloviste osnovice BC.

B C

Bududi da je trokut ABC jednakokrac¢an, AP je njegova visina i vrijedi <BPA = 90°.

Usto je PABP = %PABC-
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Trokuti ABP i M BN imaju zajednicki kut <ABP = <M BN, oba imaju pravi kut
(<BPA =90°= <BNM) i vrijedi |AB| = |M B|, pa po K-S-K poucku o sukladnosti
zakljucujemo da su ti trokuti sukladni.

Bududi da sukladni trokuti imaju jednake povrsine, zakljucujemo da je Pagp = Pygn,
odnosno Pypy = %PABC.
Slijedi

1 1

Pacyun = Papc — Pupn = Papc — §PABC = §PABC = Pypn-

Nadalje, iz ranije pokazane sukladnosti imamo
INB|+ |BM| = |PB| + |BA| = L Oanc.
pa je i
Oacmun = Oapc — |[NB| — |[BM| + |[MN|

1 1
= Oupc — §OABC+ |MN| = §OABC+ ‘MN|

Napomena: Alternativno, umjesto sukladnosti trokuta ABP i M BN moze se dokazati
i koristiti sukladnost trokuta APM i M N A.

Zadatak A-1.5.

Na stolu su 42 kamencic¢a. Dva igraca naizmjence odigravaju poteze. U svakom potezu
igrac treba uzeti najmanje jedan kamenci¢, ali ne vise od polovine preostalih kamencica.
Pobjeduje igrac¢ nakon cijeg poteza na stolu ostane samo jedan kamencic.

Koji igra¢ sigurno moze pobijediti?

Prvo rjeSenje.

Prvi igra¢ moze pobijediti sa sljede¢om strategijom: ostavit ¢e protivniku redom 31,
15, 7, 31 1 kamencic.

U prvom potezu uzme 11 kamenci¢a. Tada drugi igra¢ mora uzeti izmedu 1 i 15
kamencica, ¢ime ¢e na stolu ostati izmedu 16 i 30 kamencic¢a. Koliko god da ih ostane,
prvi igra¢ moze uzeti dovoljno da ih na stolu nakon njegovog poteza ostane 15.

Kada je na stolu 15 kamencica, drugi igra¢ mora uzeti izmedu 1 i 7 kamencica, ¢ime
¢e na stolu ostati izmedu 8 i 14 kamencic¢a. Koliko god da ih ostane, prvi igra¢ moze
uzeti dovoljno da ih na stolu nakon njegovog poteza ostane 7.

Kada je na stolu 7 kamencic¢a, drugi igra¢ mora uzeti izmedu 1 i 3 kamencica, ¢ime ¢e
na stolu ostati izmedu 4 i 6 kamencica. Koliko god da ih ostane, prvi igra¢ moze uzeti
dovoljno da ih na stolu nakon njegovog poteza ostane 3.

Kada su na stolu 3 kamencica, drugi igra¢ moze uzeti samo to¢no 1 kamencié¢, ¢ime na
stolu ostaju 2 kamencica. Prvi igrac¢ tada uzima 1 kamenci¢, ostavlja jedan na stolu i
time pobjeduje.
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Drugo rjeSenje.
Sigurno moze pobijediti prvi igrac.

Promotrimo situaciju u kojoj su na potezu nekog igraca na stolu 3 kamenci¢a. Tada
taj igra¢ smije uzeti samo tocno 1 kamenci¢ pa preostalom igracu ostaju na stolu 2
kamencic¢a, od kojih on uzima toc¢no jedan i pobjeduje. Prema tome, igrac koji na svom
potezu (prije uzimanja) ima 3 kamenci¢a na stolu sigurno gubi.

Nadalje, promotrimo situaciju u kojoj je na potezu nekog igraca na stolu 7 kamencica.
Tada taj igra¢ smije uzeti najmanje 1, a najvise 3 kamencica. U svakom od tih
slucajeva, preostali igra¢ moze uzeti to¢no onoliko kamencica koliko je potrebno da
ostavi 3 kamencic¢a na stolu i, prema prethodnom, pobijedi. Prema tome, igrac¢ koji na
svom potezu (prije uzimanja) ima 7 kamenci¢a na stolu sigurno gubi.

Sli¢no, promotrimo situaciju u kojoj je na potezu nekog igraca na stolu 15 kamencica.
Tada taj igra¢ smije uzeti najmanje 1, a najvise 7 kamenci¢a. U svakom od tih
slucajeva, preostali igra¢ moze uzeti tocno onoliko kamencica koliko je potrebno da
ostavi 7 kamencic¢a na stolu i, prema prethodnom, pobijedi. Prema tome, igra¢ koji na
svom potezu (prije uzimanja) ima 15 kamenci¢a na stolu sigurno gubi.

Konac¢no, promotrimo situaciju u kojoj je na potezu nekog igraca na stolu 31 kamencic.
Tada taj igra¢ smije uzeti najmanje 1, a najvise 15 kamenci¢a. U svakom od tih
slucajeva, preostali igra¢ moze uzeti tocno onoliko kamencica koliko je potrebno da
ostavi 15 kamencica na stolu i, prema prethodnom, pobijedi. Prema tome, igra¢ koji
na svom potezu (prije uzimanja) ima 31 kamenci¢ na stolu sigurno gubi.

Uoc¢imo sada da prvi igra¢ u prvom potezu moze uzeti najmanje 1, a najvise 21
kamenci¢. Posebno, prvi igra¢ moze uzeti to¢no 11 kamencica i ostaviti drugom igracu
31 kamenci¢ na stolu. Prema prethodno dokazanom, u tom slucaju drugi igrac¢ sigurno
gubi, a prvi igrac¢ pobjeduje.

Napomena: Gore navedena strategija je jedina pobjednicka. Ako prviigrac¢ u bilo kojem
potezu odstupi od te strategije, drugi igra¢ moze preuzeti pobjednicku strategiju.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Odpredi vrijednost realnog parametra p tako da rjesenja jednadzbe
(p—3)2*+(P*+ 1)z —1lp+18=0

budu duljine kateta pravokutnog trokuta s hipotenuzom duljine v/17.

Rjesenje.

Neka su 7 i x5 rjeSenja zadane jednadzbe. Uvjet zadan u zadatku tada glasi 2 + 22 =
17. Prema Vieteovim formulama imamo
pr+1 _ —11p + 18

i Ty = ——————

p—3 p—3

T+ T2 =—

pa je

ﬁ+12_2—npus
p—3 p—3

Zbog toga trazimo sve realne brojeve p takve da vrijedi

2403 = (o1 02)? — 210 = (

17

2+ 1\ —11p+ 18

(5s) > 5

— (P*+ 1) =2(=11p+18)(p—3) = 17(p — 3)*
— pt4+Tp?—44=0.

Zamjenom t = p? dolazimo do kvadratne jednadZbe

£ +Tt—44=0
Cija su rjesenjat =4it = —11.
Buduéi da jednadzba p? = —11 nema rjeSenja odbacujemo drugu opciju. Prva opcija
vodi do p? = 4, odnosno p = £2.
Rjesavanjem pocetne jednadzbe za p = —2 dobivamo rjesenja x5 = PT*/@ od kojih
jedno nije pozitivan broj, stoga opciju p = —2 odbacujemo.

Rjesavanjem jednadzbe za p = 2 dobivamo da su 1 = 11 xy = 4 doista pozitivni realni
brojevi. Zbog toga je jedino rjesenje p = 2.
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Zadatak A-2.2.

Odredi sve parove (a,n) prirodnih brojeva za koje vrijedi

3a% + 2" = a*.

Prvo rjeSenje.
Iz pocetnog uvjeta Citamo 2" = a* — 3a?, to jest 2" = a?(a® — 3).

Uocimo da su a? i a®—3 suprotne parnosti. S druge strane, buduéi da je njihov umnozak
jednak 2", jedini prosti faktor koji se moze pojaviti je 2. Zbog toga zaklju¢ujemo da je
manji od dva faktora jednak 1, a veéi 2".

Drugim rije¢ima, imamo
a*—3=1 i a*=2"

Iz prve jednadzbe, jer je a > 0, dobivamo a = 2, pa iz druge slijedi n = 2.

Zakljucujemo da je jedino rjesenje (a,n) = (2,2).

Drugo rjeSenje.

Neka je (a,n) cjelobrojno rjesenje zadane jednadzbe. Tada je a® rjeSenje kvadratne
jednadzbe 3z + 2" = 22, to jest 2% — 3z — 2" = 0.

Da bi kvadratna jednadzba s cjelobrojnim koeficijentima imala cjelobrojno rjesenje,
njezina diskriminanta mora biti kvadrat cijelog broja. Dakle, postoji cijeli broj k takav
daje 944 2" = k2

Odavde je 2" = (k — 3)(k + 3).

Zakljucujemo da su k—3 i k+3 potencije broja 2. Nadalje, uo¢imo da najveci zajednicki
djelitelj M brojeva k — 31 k+ 3 dijeli (k+3) — (k — 3) = 6. Istovremeno M mora biti
potencija broja 2. Zbog toga je jedina moguénost

Ek—3=2 i k+3=2"

Iz prve jednadzbe je k = 5, pa iz druge slijedi n = 2.

Uvrstavanjem n = 2 u pocetnu jednadzbu sada dolazimo do kvadratne jednadzbe
2> —3r—4=0.

Njezina rjeSenja su ¢ = 4 i = —1. Kako je = a2, drugo rjesenje odbacujemo.
Iz prvog slijedi a? = 4, to jest a = 2, buduéi da je a prirodan broj.

Zakljucujemo da je jedino rjesenje pocetne jednadzbe (a,n) = (2,2).

Zadatak A-2.3.
Dokazi da za nenegativne realne brojeve a i b takve da je a + b < 2 vrijedi

1 n 1 < 2
14+a2 1402 " 1+4ab

Kada se postize jednakost?
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Prvo rjeSenje.
Nazivnici 1 + a?, 1+ b? i 1 + ab su pozitivni pa je poetna nejednakost ekvivalentna s
(14+6*) (1 +ab) + (1 +a®)(1+ab) < 2(1 +a*)(1 +b?).
Sredivanjem ovog izraza dobivamo
T4+ab+®+ab® +1+ab+a?+a®b—2 —2a%0* — 24> — 20> <0
odnosno
ab® + 2ab + a®b — 2a*0* —a® — b* <0
ab(b—a)* — (b—a)* <0
(b—a)*(ab—1) <0

O¢ito vrijedi (b — a)* > 0.

Takoder, primjenom nejednakosti izmedu geometrijske i aritmeticke sredine dobivamo
wgim+m%

Prema uvjetu zadatka slijedi ab < i(a +0)? < i .22 =1.

Time je nejednakost (b—a)*(ab — 1) < 0 dokazana, a ona je ekvivalentna zadanoj
nejednakosti, pa smo dokazali da vrijedi nejednakost iz zadatka.

Jednakost u pocetnoj nejednakosti vrijedi ako i samo ako je (b—a)*(ab — 1) = 0,
odnosno a = b ili ab = 1. 1z dokaza nejednakosti ab < 1 vidimo da se jednakost ab = 1
postize samo ako je a = b i a+ b= 2, odakle je a = b = 1. Time smo dokazali da se
jednakost postize ako i samo ako je 0 <a=10< 1.

Napomena: Umjesto nejednakosti izmedu geometrijske i aritmeticke sredine mozemo
koristiti

0< (a—0)° <= 0<a®—2ab+ b < 4ab < a®+ 2ab+ b* < 4ab < (a+b)>.

Drugo rjeSenje.
Imamo
1 1 2+a®+0? 1 —av?
I I B = Rl ) R =) Sl S PR T gy o)
Uocimo da vrijedi (14 ab)® < (14 a2)(1 + b?) jer je

(14ab)? < (1+a®)(1+1?) <= 14+2ab+a’b* <1+a*+b*+a’b* <= 0< (a—b)>

Kao u prvom rjeSenju pokazujemo da je ab < 1, tj. 1 — a?b? > 0.
Zbog toga je

1 — a?b? <1+1—a2b2: Jr1—ab: 2 .
(1+a?)(1+0?) (1 + ab)? l4+ab 1+ab

Time smo dokazali trazenu nejednakost.

1+

Kao u prvom rjesenju vidimo da se jednakost postize ako i samo ako je a = b, te su
a,bel0,1].
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Zadatak A-2.4.

Tocka P je poloviste duzine AB duljine 2. Neka je T diraliSte tangente iz tocke A na
kruznicu promjera PB. Odredi duljinu |PT.

Prvo rjeSenje.
Neka je O poloviste duzine PB. Iz uvjeta zadatka je jasno da je |AP| = |BP| = 1.

T

Bududi da je AT tangenta, vrijedi da je <ATP = <PBT. Zaista, imamo

JATP =90° — <PTO =90° — <T'PO =90° — <T'PB = <I'BP. 2 boda

Ovdje prva jednakost slijedi iz ¢injenice da je AT tangenta, a PT polumjer kruZnice
(stoga je <ATO = 90°). Druga jednakost vrijedi jer je trokut OPT jednakokracan,
treca je ocCita, a posljednja vrijedi jer je po Talesovom poucku trokut BPT pravokutan.

Trokuti PAT i TAB imaju zajednicki kut u vrhu A, pa zbog <ATP = <TBP, po
K-K poucku, zaklju¢ujemo da su ti trokuti sli¢ni. 2 boda

Zato vrijedi
|PT|  |AT|  |AP|

= = . 2 bod
[BT| ~ |AB| ~ |AT] o
Iz toga dobivamo
|AT|> = |AB||AP| =2,  tj. |AT|=vV2. 1 bod
Takoder, slijedi da je
|PT| _ V2 .
—= tj. |BT| = V2|PT|. 1 bod
BT~ 2 |BT| = V2|PT| o
Ve¢ smo komentirali da je trokut PT B pravokutan. Zato po Pitagorinom poucku
imamo
|PT|* + |BT|* = |PB]* = 1. 1 bod
1
Uvrstavanje |BT| = /2| PT| slijedi 3|PT|> = 1, pa je konac¢no |PT| = —=. 1 bod

S
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Napomena: Tvrdnja da je <AT P = <PBT naziva se poucak o kutu tetive i tangente,
te se moze koristiti bez dokaza ako se navede ime poucka (ili da je to poznata tvrdnja).
Iz |AT| = V2, |PT|?> + |TBJ> = 1i |AB| = 2 moZemo direktno izracunati da je
|PT| = % koriste¢i formulu za duljinu teziSnice (ili Stewartov poucak) u trokutu

ATB:
4|PT|? = |AT)? + 2|BT > — |AB|*.

Drugo rjeSenje.

Neka je O poloviste duzine PB. Iz uvjeta zadatka je jasno da je |AP| = |BP| = 1,
|PO| = |OB| = 1.

Trokut ATO je pravokutan zbog ¢injenice da je polumjer okomit na tangentu. Zato
po Pitagorinom poucku slijedi |AT|> + |OT)?> = |AO?, pa uvrstavanjem |OT| = 1 i

|AO| = 2, slijedi
|AT| = V2.

Neka je N noziste okomice iz T na PB.
Oznac¢imo |PN| = z. Tada je |[BN| = |BP|—|PN| =1 —z.

Trokut PT'B je pravokutan jer je PB promjer kruZnice. Primjenom Euklidovog poucka
na trokut PT'B dobivamo

INT|? = |PN|-|NB| = 2(1 — ).

Po Pitagorinom poucku za trokut ATN slijedi (1 + z)? + (1 — x) = 2.
Slijedi 1 + 3z =2, tj. z = %

Sada direktno slijedi iz ranijih jednakosti slijedi

2
NBl=1-2=2 i INT|=\/a(l—2)=

o5

Iskoristimo li jo§ Pitagorin poucak u trokutu PTN, slijedi |PN|? + |[NT|?> = |PT|*.
Kona¢no uvrstavanjem |PN| i |[NT|, dobivamo

1

PT|= —=.
IPTI =75

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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Napomena: Tvrdnju |AT|* = |AP|-|AB| moZemo argumentirati promatrajuéi potenciju
tocke A ili koristeci slicnost trokuta APT i AT B, kao u prvom rjesenju.

Stewartov poucak mozemo primijeniti direktno na trokut AT'O. Tako dobivamo
|AP| - |TO|? + |OP| - |AT|* = |AO| - (|PT)?* + |AP| - |PO)).

Ako prethodno izracunamo |AT| = v/2, odavde lako dobivamo |PT].

Zadatak A-2.5.

Na plocu dimenzija 8 x 8 postavljeni su kraljevi i topovi, tako da nijedna figura nije
napadnuta. Kralj napada susjedna polja (njih osam, osim kada je na rubu ploce), a
top napada sva polja u retku i stupcu u kojem se nalazi. Koliko je najvise figura na
ploci ako je broj topova jednak broju kraljeva?

Rjesenje.
Jedan top pokriva svoje polje i napada po 7 dodatnih polja u svom retku i stupcu.

Drugi top pokriva svoje polje i napada po 6 dodatnih polja u svom retku i stupcu (ne
broje¢i ona koja ve¢ napada prvi top).

Nastavljajuci dalje, Sesti top pokriva svoje polje i po 2 dodatna polja u svom retku i
stupcu. Ukupno je 15+ 13 + 11 + 9 + 7+ 5 = 60 pokrivenih ili napadnutih polja.

Dakle, ako stavimo Sest topova, ostaju samo 4 slobodna polja na koja nikako ne mozemo
postaviti Sest kraljeva.

Na slici je jedan valjan raspored pet kraljeva (¥) i pet topova (&), pa je odgovor 10.

Napomena: U dokazu da nije moguce postaviti Sest kraljeva i Sest topova dovoljno je
komentirati da je nakon postavljanja Sest topova blokirano 6 redaka i 6 stupaca; zbog
toga ostaju samo 4 slobodna polja.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.
Rijesi jednadzbu

cos(2x) + cos(2y) + 2sinzsiny + 2cosx cosy = 4.

Prvo rjesenje.

Primjenom adicijske formule dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
cos(2x) + cos(2y) + 2cos(z — y) = 4.

Buduéi da je kosinus najvise 1, zakljucujemo da je cos(2x) = cos(2y) = cos(x —y) = 1.
Slijedi da je 2x = 2nm za neki cijeli broj n i 2y = 2mmn za neki cijeli broj m.

Takoder i x — y = (n — m)7 mora biti cjelobrojni visekratnik od 2w, pa stoga n i m
moraju biti iste parnosti.

Stoga su rjesenja (x,y) = (2km,2l7) i (z,y) = ((2k+ )7, (21 + 1)7) za k,l € Z.
Drugo rjeSenje.
Racunamo:

cos(2x) + cos(2y) + 2sinzsiny + 2 cos x cosy
= cos?(x) — sin®(z) + cos*(y) — sin?(y) + 2sinxsiny + 2 cos x cos y

= (cosx + cosy)? — (sinz — sin y)?.
Prema tome, pocetna jednadzba ekvivalentna je s
(cosz + cosy)? = 4 + (sinz — siny)>.

Izraz na lijevoj strani jednakosti iznosi najvise 4, a na desnoj najmanje 4, pa svaka
strana jednakosti mora biti jednaka 4, tj. mora vrijediti

| cosx + cosy| = 2 i sinx —siny = 0.
Gornji uvjeti ekvivalentni su s
cosx =cosy =1 ili cosx =cosy = —1.

Stoga su rjeSenja (x,y) = (2km,2l7) i (z,y) = ((2k + 1)m, (2L + V)7) za k,l € Z.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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2 boda
1 bod

2 boda

4 boda

3 boda
1 bod

13/26



Trece rjesenje.

Primjenom formula za pretvorbu zbroja kosinusa u produkt i adicijske formule dobivamo
ekvivalentnu jednadzbu

2cos(x —y)(cos(z +y)+ 1) =4. 2 boda
Buduéi da je kosinus najvise 1, zakljucujemo da je cos(z —y) =11 cos(x +y) = 1. 4 boda
Slijedi da je x — y = 2nm za neki cijeli broj n i © + y = 2mm za neki cijeli broj m. 1 bod
Zbrajanjem dobivamo da je x = (n + m)m, Sto znaci da je x cjelobrojni visekratnik
broja 7, a zbog prve jednadzbe slijedi da su z i y viSekratnici iste parnosti. 2 boda
Sva rjesenja su (z,y) = (2km,2l7) i (z,y) = ((2k + 1)m, (21 + 1)7) za k,l € Z. 1 bod

Zadatak A-3.2.

Cetiri sfere polumjera R leze na bazi stosca tako da svaka dodiruje dvije od preostalih
sfera te plast stosca. Peta sfera istog polumjera dodiruje prve Cetiri sfere i plast stosca.
Odredi volumen tog stosca.

Rjesenje.

Neka su A, B, C'i D sredista sfera koje leze na bazi stosca, a E srediste pete sfere.

Tada je ABC'DFE pravilna Cetverostrana piramida ¢iji su svi bridovi duljine 2R. Stoga

je ABCD kvadrat i vrijedi |AC| = 2RV/2. 1 bod
Bududi da je |[AE| = |CE| = 2R i |AC| = 2RV/2, slijedi da je <AEC = 90°. 2 boda
Promotrimo presjek stoSca s ravninom koja prolazi tockama A, C'i E. 1 bod

Oznac¢imo vrh stosca s P, te neka su () i R preostala dva vrha tog presjeka.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019. 14/26



Q

R

Buduéi da sfere sa sredistima A, C'i F diraju plast stosca, slijedi AE || QPiCFE || RP,

pa je <QPR = 90°. 1 bod
Dakle, trokut QPR je jednakokracan pravokutan, pa je polumjer baze stosca jednak
njegovoj visini. 1 bod

Neka su S i T redom diralista pete sfere i izvodnica QP i RP. Tada je éetverokut
PSET kvadrat stranice duljine 7 i zaklju¢ujemo da je |PE| = Rv/2. 1 bod

Neka je O srediste kvadrata ABCD, tj. poloviste duzine AC. Tada je

1
OB| = ;|AC| = RV2. 1 bod

Konacno, neka je N noZiste visine stosca, tj. poloviste duZine QR. Tada je |[ON| = R
i zakljucujemo da je visina stoSca

Sada je volumen stosca

v = |PN| = |PE| +|EO| 4+ |ON|
=RV2+RV2+R
= (14 2V2)R. 1 bod

1
V:§B/U

= :13(1 +2V2)2R*r - (1+ 2V2)R
(1+2y/2)3

:f'R%
95 1 991/3
:5+3\f-R37r. 1 bod
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Zadatak A-3.3.

Odredi sve uredene parove (m,n) prirodnih brojeva za koje postoji prost broj p takav
da vrijedi
9m 4+ 3™ —2=2p".

Prvo rjeSenje.

Faktorizacijom lijeve strane dobivamo

(3" = 1)(3™+2) =2p". 2 boda

Kada bi oba faktora s lijeve strane jednakosti bila djeljiva s p, onda bi i njihova razlika

3" 42— (3" —1)=3

bila djeljiva s p, tj. vrijedilo bi p = 3. 2 boda
No, lijeva strana jednakosti nije djeljiva s 3, pa to nije moguce. 1 bod
Zaklju¢ujemo da p ne dijeli 3™ — 1, tj. daje 3" —1=1ii 3™ - 1= 2. 3 boda
Prvi faktor je paran broj, pa mora biti 3" —1 =21 3™ 42 = p". 1 bod
Iz prve jednakosti je m = 1, pa uvrstavanjem u drugu dobivamo p =5in = 1. 1 bod

Drugo rjeSenje.

Faktorizacijom lijeve strane dobivamo

(3™ = 1)(3™+2) =2p". 2 boda

Najveci zajednicki djelitelj brojeva 3™ — 1 i 3™ + 2 iznosi

M(@3™ —1,3"+2)=M(3,3"+2)=1. 3 boda
Stoga je 3" —1=2i3"+2=p" ilijed" —-1=11i3"+2=2p". 3 boda
U prvom sluc¢aju imamo 3™ =3, tj. m=1,pajep=5in=1. 1 bod
U drugom slucaju je 3™ — 1 = 1, sto nije moguce. 1 bod

Jedino rjesenje je (n,m) = (1,1).

Zadatak A-3.4.

Unutar trokuta ABC nalazi se tocka T" takva da vrijedi |AT| = 56, |BT| = 40, |CT| =
35. Nozista okomica iz tocke T na stranice trokuta ABC' vrhovi su jednakostrani¢nog
trokuta. Odredi kut <ABC.
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Rjesenje.
Neka su K, L i M redom nozista okomica iz tocke T na stranice BC, CA i AB, te

neka je d duljina stranice jednakostrani¢nog trokuta K LM. Oznac¢imo na uobicajen
nacin s a, 8 i v veli¢ine kutova, a s a, b i ¢ duljine stranica trokuta ABC.

Uocimo da je ¢etverokut AMTL tetivan jer ima dva nasuprotna prava kuta. 1 bod

Duzina AT je promjer opisane kruznice tom ¢etverokutu, pa vrijedi
d=|LM| = |AT|sina = 56sin a. 2 boda

Analogno pokazujemo d = 40sin 3 i d = 35sin . 2 boda

Koristeéi poucak o sinusima za trokut ABC' zaklju¢ujemo

a sin « 40 5

@ _sma _20_° 1 bod
b sing 56 7 ©
c 40 8
- 1 o= 1 bod
i analogno o= oo = = o
Prema poucku o kosinusu imamo b? = ¢+ a? — 2ca cos 3, pa dijeljenjem s b?> dobivamo
c\? a\? c a
(< 2Y 922
! (b) +(b> b b P
iz ¢ega uvrstavanjem dobivenih omjera slijedi
64 25 80
1= 222 % s 2 bod
19 "1 a9 o
Sredivanjem dobivamo cos § = %, pa je 8 = 60°. 1 bod
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Zadatak A-3.5.
Za par brojeva {a, b} kazemo da ima tezinu |a—b|. Na koliko se na¢ina skup {1,2,...,12}
moze razdijeliti na Sest parova tako da ukupan zbroj tezina tih parova bude 307
Rjesenje.
Oznacimo parove s {a;, b;} zai =1,2,...,6, pri ¢emu je a; uvijek vedi, a b; manji broj
u paru. Primijetimo da je zbroj svih brojeva

a1+b1+a2+b2++a6+b6:1+2+—|—12:78
S druge strane, zbroj tezina je

(a1—b1)+(a2—b2)—|—~-~+(a6—b6):30.

Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo da je 2(a; + as + - - - + ag) = 108, odnosno,
zbroj ve¢ih brojeva u svim parovima je 54.
Buduéi da je 7+ 8+ 9+ 10+ 11 + 12 = 3 - 19 = 57, slijedi da od tog zbroja treba

oduzeti 3 kako bi zbroj bio 54. To mozemo uciniti na tri nacina.

i) Skup veéih brojeva je {4,8,9,10,11,12}. To znadi da je skup manjih brojeva
{1,2,3,5,6,7}. U paru s brojem 4 moze biti bilo koji od tri manja broja, a za
preostale brojeve mozemo proizvoljno odabrati manji broj u paru. To nam daje
ukupno 3-5-4-3-2-1 = 360 nacina.

ii) Skup veéih brojeva je {5,7,9,10,11,12}. To znaéi da je skup manjih brojeva
{1,2,3,4,6,8}. U paru s brojem 5 moze biti bilo koji od ¢Cetiri manja broja, a u
paru s brojem 7 bilo koji od Sest manjih brojeva osim onih u prvom paru (dakle,
takoder Cetiri moguénosti). U ovom slucaju imamo 4-4-4-3-2-1 = 384 nacina.

iii) Skup veéih brojeva je {6,7,8,10,11,12}. To znaci da je skup manjih brojeva
{1,2,3,4,5,9}. Sli¢no kao u prethodnim slucajevima, imamo 5-4-3-3-2-1 = 360
nacina.

Postoji ukupno 360 + 384 + 360 = 1104 nacina.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.
Odredi sve parove cijelih brojeva (a,b) takve da je b > 0 i

a’® + 2ab + b = 131.

Rjesenje.
Zapigimo danu jednadzbu kao a? + 2ab + b* + b! = 131 + b?, odnosno
(a+b)* =131 +b* — b.

Kako je lijeva strane nenengativna, mora biti 131 + % > b!.
Primijetimo da je za b = 6, 167 = 131 + 62 < 6! = 720.

Dokazimo da ista nejednakost vrijedi i za sve b > 6, matematickom indukcijom. Gore
je dokazana baza. Pretpostavimo da je 131 + b* < b! za neki prirodni broj b. Tada je

b+ 1)!=0b-(b+1)
> (131 +b%) - (b+ 1) = b* + b* + 131b + 131
> b® +2b+ 1+ 131
=(b+1)*+131.

Po principu matematicke indukcije zakljuéujemo da je b! > 131 + b?, za svaki prirodni
broj b > 6.

Dakle b € {0,1,2,3,4,5}. Uvrstavanjem b = 0, 1,2, 3,4 vidimo da niti jedan cijeli broj
a ne zadovoljava jednakost.

Konaéno, uvrstavanjem b = 5 dobivamo jedina dva rjesenja: (a,b) € {(1,5),(—11,5)}.

Napomena: Nejednakost 131 + b? > b! moze se dokazati i bez matematicke indukcije.
Primjerice, za brojeve b > 6 vrijedi

b!>b-(b—1)-4-3-2-1=24(*>—b) > 120* > b* + 11-36 > b* + 131,

gdje smo iskoristili 2(b? — b) > b?, Sto je ekvivalentno b(b — 2) > 0.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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Zadatak A-4.2.

Za polukrug kazemo da je pravilno smjesten u veci
polukrug ako su im promjeri paralelni, krajevi promjera
manjeg polukruga leze na polukruznici veceg polukruga
i polukruznica manjeg polukruga dodiruje promjer veéeg
polukruga.

Dan je niz polukrugova Ki, Ky, K3, ..., pri ¢emu je, za svaki n € N, polukrug K,
pravilno smjesten u polukrug K,. Podrucje koje pripada polukrugu K, i ne pripada
polukrugu K, obojeno je plavom ako je n neparan, a zutom bojom ako je n paran
broj.

Polumjer polukruga K iznosi 1. Odredi ukupnu povrsinu obojenu plavom bojom.

Prvo rjeSenje.
Neka je, za n € N, polumjer polukruga K, jednak r, i njegova povrsina jednaka P,.

Neka je AB promjer polukruga K, CD promjer polukruga K>, te neka je F poloviste
duzine CD. Neka je tocka F diraliste polukruznice K, i pravca AB.

Tada je EF polumjer kruznice Ko, te je okomit na tangentu AB. Bududéi da su AB i
C'D paralelni, slijedi da su pravci CD i EFF takoder okomiti. 1 bod

Buduéi da je F poloviste duzine C'D, pravac EF je simetrala te duzine. Poloviste
duzine AB je srediste polukruznice na kojoj se nalaze tocke C'i D, pa i ono lezi na
pravcu EF. Zaklju¢ujemo da je F' upravo poloviste duzine AB. 1 bod

Ky

A E B

Prema pokazanom, trokut EFFC' je jednakokra¢ni pravokutni trokut s pravim kutom
pri vthu F. Njegove katete su duljine |FE| = |FC| = ry i hipotenuza je duljine
1

|EC| = ry. 1z Pitagorinog poucka za taj trokut zakljucujemo da je ry = ﬁrl' 2 boda
Analogno je r,,1 = —=7,, odnosno
gno Jj +1 V2
1 n—1
= |—7 , za svaki n € N. 1 bod
V2
Nadalje, racunamo da je
1 1 /1\*!
Pn:2-ri-7r:2-<2> '7T:21n, za svaki n € N. 1 bod
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Povrsinu prekrivenu plavom bojom mozemo izrac¢unati tako da prvo ubrojimo povrsinu
plave P, pa od nje oduzmemo povrsinu zute P, pa njoj pribrojimo povrsinu plave Pj,
pa opet oduzmemo povrsinu zute Py, itd. Dakle, trazimo

P:P1—P2+P3—P4—|—"'.

Uvrstimo li izraze za P, slijedi

m m m m
P=__"_ 4+ _ _ 4.

2 178 16"
_w@ 1+1 1+ >
2 2 4 8
_r T2 7
2 1+4 23 3

U predzadnjem koraku smo koristili formulu za sumu geometrijskog reda:

S - Le -1
¢"'=——, zaqg=--€(-1]1)
n=0 1_q 2

Drugo rjeSenje.

us

Kao u proslom rjesenju, nademo da je povrsina n-te polukruznice jednaka P, = 5.

Ukupnu plavu povrsinu mozemo izracunati tako da izracunamo zbroj povrsina skupova

K\ Ky, K3\ Ky, ...

Tocnije, racunamo
P=(P —P)+(Ps—P)+ (Ps—Fs)+---,

gdje je jedna od zagrada jednaka

™ ™ ™

™
PZk_l_PmC:W_ﬁ:ﬁ:E'

Rac¢unamo ukupnu povrsinu:

gdje smo koristili formulu za sumu geometrijskog reda, za g = i € (—1,1).

Zadatak A-4.3.

Neka je n > 2 prirodan broj. Plo¢i dimenzija n X n odstranjena su dva nasuprotna
kutna polja. Na koliko nacina je na tu plocu moguce postaviti n figura tako da nikoje
dvije ne budu u istom retku ili stupcu?

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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Prvo rjeSenje.

Promatrajmo standardnu (dakle, onu kojoj nisu odstranjena kutna polja) ploc¢u dimenzija
n X n. Dva nasuprotna kutna polja koja bi trebala biti odstranjena obojimo crnom, a
sva ostala polja bijelom bojom.

Dobar raspored je raspored n figura na standardnoj plo¢i u kojem nikoje dvije figure
nisu u istom retku ili stupcu. Trebamo odrediti broj razlicitih dobrih rasporeda takvih
da nikoja figura nije na crnom polju. 1 bod

Najprije, svih dobrih rasporeda ima n! jer u svakom od n redaka moramo izabrati
jedinstven stupac u kojem se nalazi figura. 2 boda

Dobrih rasporeda u kojem je jedna figura na jednom crnom polju je naprosto (n — 1)!
jer je ta figura u kutu, a sve ostale razmjestamo na ostatak ploce, Sto je standardna
ploca dimenzija (n — 1) x (n — 1). 2 boda

Broj dobrih rasporeda u kojima su oba crna polja zauzeta je (istom logikom kao u
prethodnom slucaju) (n — 2)L. 2 boda

Konac¢no, formula uklju¢ivanja i iskljuc¢ivanja nam daje rezultat

nl—2-(n—1'+(n—-2)!="n*-3n+3)(n-2). 3 boda

Drugo rjeSenje.
Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da smo odstranili prvo polje u prvom
retku i zadnje polje u zadnjem.

Promotrimo prvi redak ploce. Razlikujemo dva slucaja ovisno o tome nalazi li se figura
na zadnjem polju. 2 boda

Ako u njemu figura stoji na zadnjem polju, onda ostale figure mozemo razmjestiti na
tofno (n—1)! nacina, $to je naprosto standardna ploc¢a (n—1) x (n—1) (kao i u prvom
rjeSenju). 2 boda
Ako figura u prvom retku nije na zadnjem mjestu, onda ona moze stajati na nekom od
n — 2 mjesta (ono koje nije prvo ni zadnje). Nadalje, figura u zadnjem stupcu moze
stajati na nekom od n — 2 mjesta (bilo gdje osim u prvom i zadnjem retku). 2 boda

Preostalih n — 2 figura moramo razmjestiti u n — 2 redaka (ne mogu biti u prvom retku
ili u retku gdje se nalazi druga ve¢ postavljena figura) te u n — 2 stupaca (ne mogu
biti u zadnjem stupcu ili u stupcu gdje se nalazi prva postavljena figura). To moZzemo
napraviti na (n — 2)! nacina. 2 boda

Konacno, ukupno imamo

n—1)!'+n-2)-n—2)-(n—2) = (n*—3n+3)(n—2). 2 boda
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Zadatak A-4.4.

Odredi sve trojke (x,y, z) realnih brojeva za koje vrijedi
(P + 1Dy =2"+1
(VP +1)z=2"+1
(Z+Dz=y"+ 1

Prvo rjeSenje.
Izmnozimo li sve tri dane jednadzbe vidimo da je
(@ + Dy + (" + Dyze = (° + D(@* + 1)(y* +1).
Primijetimo da za sve realne brojeve t vrijedi t> +1 > 1 > 0, stoga iz gornje jednadzbe
zakljucujemo da je xyz = 1.
Kako je 224+ 1 > 01i 22 + 1 > 0, zakljuujemo da je y > 0, te analogno z > 01z > 0.
Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je z = min{z,y, z}.
Pretpostavimo da je z < 1. Tada je nuzno xy > 1 > 22 (jer je zyz = 1).

Promotrimo prvu jednadzbu
241= @+ 1y =22y =0y +ay> 2> +1,
gdje u prvoj jednakosti koristimo da je, za svaki realni broj x, 2 4+ 1 > 2z, a u drugoj
¢injenice da je xy > 2% i xy > 1. Dakle, slu¢aj u kojemu je z < 1 je nemogudé.
Ako je z > 1, onda je jedina moguénost x =y = z =1 (jer je xyz = 1).
Uvrstavanjem vidimo da je z = y = 2z = 1 uistinu rjesenje, pa je i jedino rjesenje danog
sustava.
Drugo rjeSenje.
Kao i u prvom rjesenju zakljucimo da je xyz =11 x,y,z > 0.

1
Primijetimo da je z = — i uvrstimo to u drugu jednadzbu. Dobivamo
Ty

1
(V' +1) —=2+1,
ry
'+ 1= (2* + )y,
v — (2* +2)y+1=0.

Posljednja kvadratna jednadzba (u varijabli y) mora imati barem jedno realno rjeSenje
pa njezina diskriminanta mora biti nenegativna, tj.

(2% + 1) —4

(:1:3 + a:)2
3

(=R N )

8
_|_
8
VoV VWV

(x—1)(z* +2+2)
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3 boda

1 bod
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1 bod
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2 boda
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(pretposljednja ekivalencija vrijedi zato sto je z > 0). Iz zadnje nejednakosti zakljuéujemo
da je nuzno x > 1 (drugi faktor je uvijek pozitivan).

Analogno mozemo dobitidajey > 11z > 1.

Konacno, kako je xyz = 1, vidimo da je jedina moguc¢nost da je x =y =2 =11 to je
jedino rjesenje.

Zadatak A-4.5.

Na sahovskom turniru sudjelovali su djecaci i djevojcice. Svaki je natjecatelj odigrao po
jednu partiju sa svakim drugim natjecateljem, a nijedna partija nije zavrsila neodlucenim
rezultatom. Odredi najmanji moguci broj natjecatelja na turniru ako je poznato da je
svaka djevojcica pobijedila barem 21 djecaka i da je svaki djecak pobijedio barem 12
djevojcica.

Prvo rjeSenje.

Neka je m broj djevojcica, a n broj djecaka na natjecanju. Potrebno je odrediti
minimalnu vrijednost za m 4+ n. Buduéi da nije potrebno zadovoljiti nikakve uvjete
na medusobne partije djevojcica i medusobne partije djecaka, u rjesenju promatramo
samo partije izmedu djevojcica i djecaka.

Medu njima je odigrano mn partija (svaki djecak sa svakom djevojéicom). Broj partija
u kojima su pobijedile djevojcice, iz uvjeta zadatka, vedi ili jednak je od 21m, dok je
broj partija u kojima su pobijedili djecaci barem 12n. Iz toga zaklju¢ujemo da je

mn = 21m + 12n.

Tu nejednakost mozemo zapisati kao (m — 12)(n — 21) > 252.

Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dobivamo da je

(m —12) + (n — 21) > 2y/(m — 12)(n — 21) > 2v/252 > V961 = 31,

pa je m +n > 64. Iz toga zakljucujemo da je m +n > 65.

Preostaje pokazati da je moguée da je na turniru bilo m +n = 65 natjecatelja.
Konstruirat ¢emo primjer za slucaj m = 30 i n = 35.

Podijelimo djevojc¢ice u Sest skupina (nazovimo ih Xj,..., Xs), a djedake u sedam
skupina (nazovimo ih Y7,...,Y7) po 5 osoba.

Za svaki par skupina X; i Y; neka je djevojcica koja je na mjestu k u grupi X; pobijedila
djecake koji su na mjestima k, k + 11k + 2 u grupi Y;, pri cemu mjesta promatramo
ciklicki (Sesto mjesto je prvo, sedmo je drugo, osmo je trece).

1 bod
1 bod

1 bod

2 boda

2 boda

2 boda

1 bod

2 boda
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Tada je svaka djevojcica pobijedila 7 - 3 = 21 djecaka, te je svaki djecak pobijedio
6 - 2 = 12 djevojcica. 1 bod

O O O 0O O 0 O O 0O O O O O 0 O O O O 0O 0 0 O 0 O

\

O O 0 0 O O O O 0O O 0 O O 0 O O O O 0 Q0

Napomena: Iz nejednakosti (m — 12)(n — 21) > 252 ne mozemo direktno zakljuciti da
¢e m—+n biti najmanje kad vrijedi jednakost. Naime, ab < cd ne povlaci a+b < c+d za
cijele brojeve, kao sto pokazuje primjer: 76 = 4-19 < 77 = 7-11, iako je 4+19 > 7+11.
Zbog toga moramo koristiti neki oblik nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine ili razmisljanja kao u drugom rjesenju.

Napomena: Primjer iz rjesenja mozemo opisati i na drugaciji nac¢in. Podijelimo djevojcice
u pet skupina od po njih 6 (nazovimo ih Ay, A, Az, Ay, As), a djecake u 5 skupina od
po njih 7 (nazovimo ih By, By, B, By, B5). Imamo 5 skupina djevojcica i 5 skupina
djecaka (1 bod).

Neka su svi djecaci iz skupine B; pobijedili djevojcice iz skupine A; 1 A;11, za 1 <@ < 4,
te Bj su pobijedili djevojcice iz A5 i A;. Od svih ostalih djevojcica su izgubili. (2 boda)
To znaci da je svaki djecak pobijedio djevojcice iz tocno dvije skupine djevojcica, dakle
u tocno 2-6 = 12 partija. Svaka djevojcica je pobijedila sve djecake iz tocno tri njihove
skupine, dakle u tocno 3 -7 = 21 partija. (1 bod)

Drugo rjeSenje.
Uz oznake kao u prvom rjesenju opet dolazimo do nejednakosti mn > 21m + 12n. 2 boda

Neka je S = m + n, tada je

n? —9n
(S —n)n > 21(S —n) + 12n, odnosno S > 51 1 bod
n J—
. k2 =9k . .
Neka je ap = o gdje je k > 22 prirodan broj, racunamo
k? — 41k + 168
Qg1 — A = ,
TR (R = 21) (K — 20)
stoga je ap41 > ay, ako i samo ako je k? — 41k + 168 > 0, a to vrijedi ako i samo ako je
k > 37. Dakle, vrijedi ass > agg3 > -+ > az7 < azg < azg < -+ -. 2 boda
259
Bududi da je je ag; = = 64.75, zaklju¢ujemo da je S > 65. 1 bod
Kao u prvom rjesenju konstruiramo primjer za S = 65. 4 boda
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Napomena: Konstruirat ¢emo primjer za m = 26 i n = 39. Podijelimo djevojcice
na 13 skupina po 2 djevojcice (Ai,...,A3) te djecake na 13 skupina po 3 djecaka
(Bl7 ey Bl3)- (1 bOd)

Neka su svi djecaci iz skupine B;, za 1 < ¢ < 13, pobijedili sve djevojcice iz skupina
Aiy Aiv,y .o, Aips (koristimo notaciju A;113 = A;), a izgubili od ostalih djevojcica.
(2 boda)

Svaki djecak pobijedio je toc¢no 6 - 2 = 12 djevojcica, te je svaka djevojcica pobijedila
tocno 7 -3 = 21 djecaka. (1 bod)

Napomena: Konstruirat ¢emo primjer za m = 28 i n = 37.
Podijelimo 28 djevojcica u 7 skupina po 4 djevojcice. (1 bod)
Postoji ukupno (g) = 35 razli¢itih odabira 3 od tih 7 skupina i pri tome svaka od

2
pridruzimo toc¢no jednom djecaku. Neka je svaki od tih djecaka pobijedio sve djevojcice

iz odabira koji mu je pridruzen, a izgubio od svih ostalih. Time je svaki od tih 35
djecaka pobijedio to¢no 12 djevojc¢ica, dok je svaka od tih djevojcica izgubila najvise
15 partija. (2 boda)

tih skupina sudjeluje u tocno (6) = 15 odabira. Svaki od tako dobivenih odabira

Za preostala 2 djecaka odaberimo dva disjunktna odabira po 3 skupine ($to mozemo jer
postoji 7 skupina) i na isti nac¢in svakom od tih djec¢aka pridruzimo po jedan odabir.
Ovime su i preostala dva djecaka pobijedila tocno 12 djevojcéia, dok sve djevojcice
imaju najvise 16 izgubljenih partija. Dakle, svaka djevoj¢ica je pobijedila u barem
37 — 16 = 21 partiji. (1 bod)
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