ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
1. razred — srednja Skola — A varijanta

28. veljace 2019.

Zadatak A-1.1.
Na stranici AB trokuta ABC nalaze se tocke P;, P, i P3 tako da vrijedi

1

Tim toc¢kama povucene su paralele sa stranicom BC, koje dijele trokut na ¢etiri dijela. Povrsina
dijela koji se nalazi izmedu paralela kroz P, i Pj iznosi 5.

Kolika je povrsina trokuta ABC'?

Bodovanje: U prvom rjesenju, 3 boda ukupno donosi dokaz da su trokuti AP,QQ1, AP>Q)-,
AP3;Q3 i ABC slicni. Po 1 bod nose ispravno postavljeni omjeri povrsina za par trokuta
(maksimalno 3 boda). 3 boda nosi koristenje dobivenih jednakosti s uvjetom zadatka kako bi
se dobila povrsina trokuta AP;Q; (tj. rjeSavanje sustava da se dobije ekvivalentna informacija
iz koje slijedi konac¢no rjesenje). Konacno rjesenje nosi 1 bod.

U drugom rjesenju, ideja uvodenja tocaka Ry, Ry i Rs (ili crtez kao u rjeSenju) nosi 1 bod.
Obrazlozenje da tri klase paralelnih pravaca prolaze odgovarajué¢im tockama nosi 2 boda. Ar-
gumentacija zasto su svi manji trokuti sli¢ni nosi 2 boda, a da su sukladni jos 2 boda. Uocavanje
da se dio izmedu paralela kroz P, i P3 sastoji od pet takvih manjih trokuta nosi 2 boda, a ko-
nacno rjesenje vrijedi 1 bod.

Samo tocno rjesenje P(ABC') = 16 bez obrazlozenja vrijedi 1 bod.

Zadatak A-1.2.
Dokazi da ne postoje pozitivni realni brojevi x i y za koje vrijedi

(@ + ) (2* +y°) = 2(z +y) = 2.

Bodovanje: IzraZavanje izraza x> +y? i 2°+y* pomoéu x+y i zy vrijedi 1 bod, odnosno 2 boda
redom. Sljedeéa 3 boda nosi faktorizacija (6xy + 1)(zy — 1) = 0. Obrazlozenje za odbacivanje
slucaja 6xy + 1 = 0 vrijedi 1 bod, a drugi slucaj vrijedi 3 boda. Ako ucenik bez obrazlozenja
napise da drugi sluc¢aj nema rjesenje, dobiva 0 bodova (od ta 3 boda).

Zadatak A-1.3.
Odredi sve prirodne brojeve n > 2 za koje postoji djelitelj d broja n takav da je

n=a+d,

pri ¢emu je a najmanji djelitelj broja n veci od 1.
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Bodovanje: Rjesenje se sastoji od dva klju¢na zakljucka. Prvi je da je a = 2, a drugi da je
d € {a,a* a*}. Svaki nosi 5 bodova.

U prvom rjesenju se prvo zakljuci da je a = 2, te 3 boda nosi dokaz da je n paran, a 2 boda
zakljucak da najmanji djelitelj mora biti 2. U drugom rjesenju je tih 5 bodova rasporedeno na
tri slucaja koji se svi rjesavaju na gotovo isti nacin. U svakom slucaju je potrebno zakljuciti
da je n paran, odakle slijedi a = 2. Broj bodova u tom dijelu ovisi o tome je li ucenik izveo
zakljucak samo u nekim slucajevima ili opcenito.

U oba rjesenja 5 bodova za zaklju¢ak da d mora biti jednak a, a? ili a® se dijeli na sljede¢i
nacin: 2 boda nosi zakljuc¢ak da d dijeli a®, 1 bod nosi eliminacija sluc¢aja d = 1 (tj. ekvivalentno
zakljucak da a dijeli d), te 2 boda nosi koristenje ¢injenice da je a prost (tj. u prvom rjesenju
da je Stovise a = 2) kako bi se iz d | a® zakljucilo da d mora biti potencija broja a.

Ucenik koji konac¢na rjesenja samo napise bez obrazlozenja, moze dobiti najvise 1 bod.

Zadatak A-1.4.

Osnovica BC' je najdulja stranica jednakokra¢nog trokuta ABC. Neka je M tocka na stranici
BC takva da je |[BM| = |AB|. Noziste okomice iz tocke M na AB je tocka N.

Dokazi da trokut BM N i ¢etverokut ACM N imaju jednake povrsine i jednake opsege.

Bodovanje: Uocavanje i oznacavanje tocke P vrijedi 1 bod. Pronalazenje sukladnih trokuta
nosi sljede¢ih 5 bodova. Po 1 bod nosi koristenje odgovarajué¢e jednakosti te izjednacavanje
opsega, odnosno povrsine.

Zadatak A-1.5.

Na stolu su 42 kamenci¢a. Dva igraca naizmjence odigravaju poteze. U svakom potezu igrac
treba uzeti najmanje jedan kamenci¢, ali ne viSe od polovine preostalih kamenci¢a. Pobjeduje
igra¢ nakon ¢ijeg poteza na stolu ostane samo jedan kamenci¢.

Koji igra¢ sigurno moze pobijediti?

Bodovanje: U prvom rjesenju, uc¢enik mora napisati pobjednicku strategiju. Gore navedena
strategija je jedina koja je uspjesna neovisno o potezima drugog igraca. Samo ispisivanje
strategije vrijedi 6 bodova. ObrazlozZenje strategije vrijedi preostala 4 boda.

U drugom rjesenju, ucenik koji uoci da su 3 kamencic¢a gubitnicka kao i 1 kamenci¢, dobiva
2 boda. Sli¢no, po 2 boda vrijedi uocavanje da su potezi sa 7, 15 i 31 kamenci¢em jednako
gubitnicki. Naposljetku, uocavanje da prvi igra¢ moze dovesti drugog igraca na gubitnicki
potez vrijedi 2 boda.

Ako ucenik samo napise da prvi igra¢ moze pobijediti, bez obrazlozenja, dobiva 0 bodova.

Navedena strategija je jedina pobjednicka. Ako ucCenik ponudi strategiju koja odstupa od
gore navedene, moze dobiti onaj broj bodova koji odgovara dijelu strategije koja se poklapa s
pobjednickom.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
2. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2019.

Zadatak A-2.1.

Odredi vrijednost realnog parametra p tako da rjesenja jednadzbe
(p—3)2*+ (p* + 1)z —1lp+18=0

budu duljine kateta pravokutnog trokuta s hipotenuzom duljine /17.
Bodovanje: Ideja koristenja Vieteovih formula nosi 1 bod.

Uvjet zadatka moze se izraziti kao jednadzba cetvrtog stupnja u varijabli p. Postoje i drugi
nacini da se dode do ove jednadzbe, npr. izracunavanjem nultoc¢aka x; i 5. Neovisno o nac¢inu
na koji je dobivena, jednadzba u varijabli p kojom je izrazen pocetni uvjet vrijedi 4 boda.
Sredivanje takve jednadzbe do oblika p* + 7p? — 44 = 0 nosi dodatna 2 boda. Konacno,
rjeSavanje ove jednadzbe nosi 2 boda. Po 1 bod nosi provjera da za p = —2 jedno rjeSenje nije
pozitivno, a za p = 2 oba rjesenja jesu pozitivna.

Zadatak A-2.2.

Odredi sve parove (a,n) prirodnih brojeva za koje vrijedi
3a? 4+ 2" = a®.

Bodovanje: U prvom rjesenju ideja faktorizacije nosi 3 boda. U drugom rjesenju koristenje
diskriminante vodi do rjesenja, no uz vise tehnickih poteskoca. Zbog toga ideja promatranja
kvadratne jednadZbe uz ispravan zakljucak da vrijedi 9+4-2" = k? nosi samo 2 boda. Ispravno
rjeSenje u kojem nije eliminirana opcija a = —2 nosi svih 10 bodova.

Zadatak A-2.3.

Dokazi da za nenegativne realne brojeve a i b takve da je a + b < 2 vrijedi

1 n 1 < 2
1+a2 1402 14ab

Kada se postize jednakost?

Bodovanje: Mnozenje s nazivnicima i jednadzba
T4+ab+b>+ab®>+1+ab+a®+a’b— 2 —2a%0* — 24> — 20> < 0

u prvom rjesenju nose 0 bodova ako nakon nje ne postoji pokusaj faktorizacije. Dokaz da
je pocetna nejednakost ekvivalentna s (b—a)*(ab — 1) < 0 nosi 5 bodova. Dokaz da ova
nejednakost vrijedi nosi 3 boda, od kojih 2 boda vrijedi dokaz da je ab < 1.
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Dokaz da vrijedi (1+ab)? < (1+a?)(1+ %) nosi 2 boda. Dokaz da pocetna nejednakost slijedi
iz te nejednakosti nosi 6 bodova, od kojih 2 boda vrijedi dokaz da je ab < 1.

Uvjet jednakosti u oba rjesenja nosi 2 boda. Od toga 1 bod nosi zakljucak da treba biti a = b, te
1 bod uocavanje na kojem mjestu u dokazu je koristena nejednakost koja treba biti jednakost.

Zadatak A-2.4.

Toc¢ka P je poloviste duzine AB duljine 2. Neka je T diraliste tangente iz tocke A na kruznicu
promjera PB. Odredi duljinu |PT.

Bodovanje: Bodovi iz razlicitih rjesenja se ne zbrajaju! U oba rjesenja racunanje |AT| donosi
2 boda.

U prvom rjesenju, primjena Pitagorina poucka na trokut PT B 1 bod, te dobivanje kona¢nog
rjesenja jos 1 bod. Preostalih 6 bodova se moze dodijeliti za postupak naveden u rjesenju ili
koristenje formule za duljinu tezisnice.

U prvom rjesenju, uocavanje jednakosti <ATP = <PBT donosi 2 boda. Pritom je dovoljno
napomenuti da trazena jednakost vrijedi jer je AT tangenta (odnosno, pozvati se na poucak o
kutu izmedu tetive i tangente). Ako je taj zakljucak izveden bez ikakvog valjanog opravdanja,
umjesto 2 boda treba dodijeliti 1 bod.

U drugom rjesenju 8 bodova se moze dodijeliti za postupak naveden u rjesenju ili primjenu
Stewartovog poucka. Koristenje Euklidovog poucka u trokutu PT'B da bi se izrazilo |[NT|
preko |PN| i |[NB]| donosi 2 boda. Alternativno, Euklidov se poucak moze dokazati/izbje¢i
koristenjem Pitagorinog poucka na trokute PT'B, PNT i BNT ili uocavajuéi slicnost trokuta
PNT i BNT, no ako se ucenik jasno pozove na Euklidov poucak, taj izvod nije potreban.

Ucenici se smiju pozvati na formulu za duljinu tezisnice ili Stewartov poucak bez dokaza.

Ako je postupak tocan, a zbog racunske greske konac¢ni rezultat nije, ucenik gubi 1 bod ako
se krivi broj javlja samo u kona¢nom rjesenju, a 2 boda ako je jos barem jedna duljina krivo
izracunata.

Moguca su i rjesenja ovog zadatka koja koriste trigonometriju pravokutnog trokuta. Primjerice,
nakon $to izra¢unamo |AT| = /2, iz trokuta AT'O dobivamo sin(<AOT) = sin(2a) = 2—‘3/5,
pri ¢emu je o« = <ABT = <PBT (jednakost <AOT = 2« dobivamo primjenom teorema o
sredisnjem i obodnom kutu). S druge strane, promatrajuci trokut PT' B mozemo izraziti sin «
i cosa preko |PT|, pa iz formule za sinus dvostrukog kuta sin(2«) = 2sin(a) cos(a) dolazimo
do jednadzbe

2v/2

iz koje mozemo izrac¢unati |PT|.

U trigonometrijskom rjesenju koristenje teorema o obodnom i sredisnjem kutu za kutove <AOT
i <PBT donosi 1 bod. Toc¢no izracunata duljina |AT'| donosi 2 boda. Izrazavanje sinusa,
odnosno kosinusa kuta <<P BT preko |PT| donosi po 1 bod. Napisana formula dvostrukog kuta
sama za sebe ne donosi bodove, no ako je iz nje dobivena kvadratna jednadZba po |PT|?, treba
dodijeliti 2 boda. Rjesavanje te jednadzbe i dobivanje kandidata za |PT| donosi 1 bod. Toc¢an
argument kojim eliminiramo pogresnu opciju i dobivamo to¢nu duljinu donosi jos 2 boda.
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Zadatak A-2.5.

Na ploc¢u dimenzija 8 x 8 postavljeni su kraljevi i topovi, tako da nijedna figura nije napadnuta.
Kralj napada susjedna polja (njih osam, osim kada je na rubu ploce), a top napada sva polja
u retku i stupcu u kojem se nalazi. Koliko je najvise figura na ploci ako je broj topova jednak
broju kraljeva?

Bodovanje: Zadatak se sastoji od dva dijela. Ucenik treba pokazati da je nemoguce postaviti
po Sest kraljeva i topova, te da je moguce postaviti po pet kraljeva i topova na valjan nacin.
Dokaz da je nemoguce postaviti 12 (ili vise) figura nosi 5 bodova, a da je moguce 10 figura nosi
5 bodova. Tvrdnja da je odgovor 10 sama za sebe ne nosi bodove.

Ucenik koji izbroji broj napadnutih polja za samo jednog topa treba dobiti 1 bod. Ako ucenik
izbroji koliko polja napada drugi top, nakon sto je jedan ve¢ postavljen, treba dobiti jos 1 bod.
Ako ucenik racunskom greskom dobije broj razlic¢it od 60 za broj pokrivenih ili napadnutih
polja, a sve ostalo je to¢no, dobiva 4 boda na tom dijelu zadatka. Ako ucenik na bilo koji
valjan nacin pokaze da Sest topova ukupno pokriva ili napada 60 polja i zbog toga ne mozemo
staviti Sest kraljeva, treba dobiti svih 5 bodova za taj dio zadatka.

Ucenik koji prikaze jedan valjan raspored pet kraljeva i pet topova treba dobiti 5 bodova za taj
dio zadatka, ¢ak i ako nije dokazao da je nemoguce postaviti veci broj figura.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
3. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2019.

Zadatak A-3.1.
Rijesi jednadzbu
cos(2x) + cos(2y) + 2sinzsiny + 2 cosx cosy = 4.

Bodovanje: Zapis jednadzbe u pogodnijem obliku (npr. cos(2x) + cos(2y) + 2cos(x — y) = 4
ili (cosx + cosy)? — (sinz — siny)? = 4) nosi 2 boda. Sljedeéa 4 boda nosi zakljucak o tocnoj
vrijednosti pojedinih izraza koji se pojavljuju. Uceniku koji zapise da su vrijednosti sinusa i
kosinusa manje ili jednake 1, ali to ne uspije primijeniti, moze se dodijeliti 1 bod od ta 4 boda.
Posljednja 4 boda nosi tocan zakljucak o rjesenjima.

Zadatak A-3.2.

Cetiri sfere polumjera R leze na bazi stosca tako da svaka dodiruje dvije od preostalih sfera te
plast stosca. Peta sfera istog polumjera dodiruje prve cetiri sfere i plast stosca. Odredi volumen
tog stosca.

Bodovanje: 3 boda nosi zakljucak da je <AEC = 90°, od kojih 1 bod nosi promatranje kva-
drata ABC'D. Promatranje presjeka stosca ravninom ACFE nosi 1 bod. Dokaz da je polumjer
baze stosca jednak visini nosi 2 boda. Ra¢unanje duljine visine stoSca nosi 3 boda (po 1 bod za
|PE|, |[EO|i|ON|). Konacan rezultat nosi 1 bod, u bilo kojem od oblika napisanih u posljednja
dva retka rjeSenja.

Zadatak A-3.3.

Odredi sve uredene parove (m,n) prirodnih brojeva za koje postoji prost broj p takav da vrijedi

9m 4+ 3Mm—2=2p".

Bodovanje: Faktorizacija (3™ — 1)(3™ + 2) = 2p™ nosi 2 boda. Odredivanje mjere faktora nosi
3 boda. Koristenje mjere za zakljucak da je manji faktor jednak 2 (ili 1) nosi 3 boda. 1 bod
nosi eliminacija slucaja 3™ — 1 = 1. Tocno rjeSenje nosi 1 bod, ¢ak i bez obrazlozZenja.

Parcijalni zakljucci koji se mogu dobiti gledanjem malih vrijednosti m i n ili npr. zakljucak da
p nije 3, ne nose bodove. Isto vrijedi i za promatranje ostataka pri dijeljenju s 4,9 i sl.
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Zadatak A-3.4.

Unutar trokuta ABC' nalazi se tocka T takva da vrijedi |AT| = 56, |BT| = 40, |CT| = 35.
Nozista okomica iz tocke T na stranice trokuta ABC vrhovi su jednakostrani¢nog trokuta.
Odredi kut <ABC.

Bodovanje: Dokaz da je a : b : ¢ = 8 : 7 : 5 nosi ukupno 7 bodova, od kojih 1 bod nosi
uocCavanje tetivnog cetverokuta, 4 boda nosi izrazavanje veza izmedu kutova trokuta ABC' i
duljine d (od kojih 2 boda za samo jedan kut), te 2 boda dobivanje omjera duljina stranica
trokuta ABC' (od kojih 1 bod za samo jedan omjer). Zakljucak da je cos§ = % nosi 2 boda.
Konacni odgovor da je § = 60° nosi 1 bod, i u slu¢aju da nije opravdan.

Zadatak A-3.5.

Za par brojeva {a,b} kazemo da ima tezinu |a — b|. Na koliko se nac¢ina skup {1,2,...,12}
moze razdijeliti na Sest parova tako da ukupan zbroj tezina tih parova bude 307

Bodovanje: Zakljucak da je zbroj ve¢ih brojeva u svim parovima 54 (ili ekvivalentan zakljucak
da je zbroj manjih brojeva 24) nosi 3 boda. Razlikovanje tri glavna slu¢aja moze se formulirati
na razli¢ite nacine, npr. preko skupa manjih brojeva u svim parovima. Toc¢no prebrojavanje u
svakom od tri slucaja nosi po 2 boda, a konacan rezultat nosi 1 bod. Ako ucenik pogrijesi na
vise mjesta u prebrojavanju, ali ima ispravno napisane slucajeve, onda 3 boda treba dodijeliti
za odredivanje slucajeva i po 1 bod za svako tocno prebrojavanje, te takoder 1 bod ako je
konacni rezultat dobiven kao zbroj rezultata u svakom slucaju. Ako ucenik navodi vise od tri
slucaja, treba oduzeti 2 boda (jedan od tri boda za ispisivanje sluc¢ajeva i jedan bod za konacni
rezultat).
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Dodatne napomene za ispravljace
4. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2019.

Zadatak A-4.1.
Odredi sve parove cijelih brojeva (a, b) takve da je b > 0 i

a’® + 2ab + b = 131.

Bodovanje: Zapis jednadzbe u pogodnijem obliku z kojega mozemo zakljuciti navedenu (ili
ekvivalentnu nejednakost) nosi 2 boda. Uocavanje (i isticanje) klju¢ne nejednakosti nosi dodatna
2 boda. Dokaz nejednakosti 131 + b* > b! (npr. matematickom indukcijom) nosi 3 boda (1 bod
za bazu indukcije, 2 boda za pretpostavku i korak). Konacno, isklju¢ivanje moguénosti b =
0,1,2,3,4 nosi 2 boda i pronalazenje konacnih rjesenja vrijedi 1 bod. Ucenik koji pronade samo
jedno rjesenje moze dobiti najvise 9 bodova. Ucenik koji dobije neka neto¢na rjesenja moze
dobiti najvise 9 bodova.

Zadatak se mozZe rijeSiti i nekom drugom nejednakosti (primjerice b! > b za b > 4) i provjerom
kona¢no mnogo preostalih slu¢ajeva. Nadalje, dokaz nejednakosti 131 + % > b! matematickom
indukcijom moze se provesti i s ve¢com brojem kao bazom. U oba slucaja ucenik treba provjeriti
vise rjeSenja. U svakom slucaju jednaka je podjela bodova: 2 boda za drugaciji zapis jednadzbe
iz zadatka, 2 boda za uocavanje nejedakosti koja nam daje provjeru kona¢no mnogo slucajeva za
provjeriti, 3 boda za njezin dokaz te 3 boda za provjeru slucajeva i nalazak kona¢nog rjesenja).

Ucenik koji ne dokaze 131 +b? > b! ili sli¢nu nejednakost, nego ju samo konstatira, moze dobiti
najvise 8 bodova.

Ucenik koji ne koristi nikakve nacine ograni¢avanja skupa rjesenja (nego primjerice gleda samo
djeljivosti) moze dobiti najvise 5 bodova: 2 boda za drugaciji zapis jednadzbe kao na pocetku
sluzbenog rjesenja, te 3 boda za provjeru slucajeva b € {0,1,2,3,4,5,6}.

Zadatak A-4.2.

Za polukrug kazemo da je pravilno smjesten u vec¢i polukrug
ako su im promjeri paralelni, krajevi promjera manjeg polukruga
leze na polukruznici vec¢eg polukruga i polukruznica manjeg po-
lukruga dodiruje promjer vec¢eg polukruga.

Dan je niz polukrugova K, Ky, K3, ..., pri ¢emu je, za svaki n € N, polukrug K, pravilno
smjesten u polukrug K,. Podruéje koje pripada polukrugu K, i ne pripada polukrugu K,
obojeno je plavom ako je n neparan, a zutom bojom ako je n paran broj.

Polumjer polukruga K; iznosi 1. Odredi ukupnu povrsinu obojenu plavom bojom.
Bodovanje: U oba rjesenja dokaz da manja polukruznica dodiruje promjer vece u sredistu vece
kruznice nosi 2 boda. Nepotpune dokaze ove tvrdnje treba bodovati u skladu s predlozenim

rjeSenjem. Iskazivanje polumjera manje polukruznice pomoc¢u onog vece nosi 2 boda. U pred-
loZenim rjesenjima to je napravljeno uocavanjem da je trokut EFFC jednakokracan, te da je
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pravokutan. Uocavanje jednog, no ne i drugog svojstva trokuta £FC (ili njemu sli¢nog trokuta
CDF) donosi 1 bod. Racunanje polumjera svih polukruznica nosi po 1 bod, kao i ra¢unanje
povrsine n-tog polukruga. Rjesenja se kasnije razlikuju, no u oba se primjena formule za sumu
geometrijskog reda boduje s 1 bod te nacin izracuna plave povrsine nosi 2 boda. Konacno
rjesenje nosi 1 bod.

Zadatak A-4.3.

Neka je n > 2 prirodan broj. Plo¢i dimenzija n x n odstranjena su dva nasuprotna kutna polja.
Na koliko nacina je na tu plo¢u moguce postaviti n figura tako da nikoje dvije ne budu u istom
retku ili stupcu?

Bodovanje: Prvo rjesenje se idejno razlikuje od drugog po tome sto koristi formulu ukljucivanja
i iskljuéivanja i ideju promatranja standardne ploce (bez odlomljenih polja). Zajednicko im je
da koriste ¢injenicu da na ploc¢i dimenzija k x k se mogu postaviti k figura na k! nacina, Sto u
svakom rjeSenju barem jednom na ispravan nacin iskoristeno nosi 2 boda.

U prvom rjesenju, ideja promatranja standardne ploce nosi 1 bod, a koristenje formule ukljuci-
vanja i isklju¢ivanja 3 boda.

U drugom rjesenju, ideja rastavljanja na slucajeve ovisno o polozaju figure u prvom retku nosi
2 boda, promatranje figure u zadnjem stupcu nosi 2 boda, te konac¢no rjesenje nosi 2 boda.

Ako ucenik ima to¢no zapisano rjesenje u obliku od najvise tri sumanda, no pogrijesi u pojedno-
stavljivanju izraza, i dalje dobiva 2 boda za ovaj dio rjesenja. Ako je rjeSenje netocno zbog
racunske greske, te nije zapisano po ovim pravilima, dobiva 1 bod manje nego sto bi dobio bez
racunske greske.

Rjesenja koja ne koriste formulu ukljucivanja i iskljucivanja u pravilu moraju odvojeno po
slucajevima promatrati barem neke od figura u prvom i zadnjem retku, te prvom i zadnjem
stupcu. Jedno moguce krivo rjeSenje je ignorirati takvu podjelu te pomisliti da se u prvom
retku figura moze postaviti na n — 1 nadin (svugdje osim u odlomljeni kut), u drugom retku
isto (svugdje osim u stupac u kojem se nalazi prva figura), u treéem retku na n — 2 nacina, pa
sve do predzadnjeg retka gdje se moze postaviti na 2 nacina te u zadnjem retku na 1 nacin.
Ta argumentacija je pogresna jer u zadnjem retku nismo ubrojali da je jedno kutno polje
odlomljeno. Takvo rjeSenje nosi 2 boda, budué¢i da odgovara brojanju samo jednog od slucaja
iz drugog rjesenja.

Zadatak A-4.4.

Odredi sve trojke (x,y, z) realnih brojeva za koje vrijedi

(2 + Dy =2"+1
(P +1)z=2>+1
(22 4+ 1)z =9*+ 1.

Bodovanje: U oba rjesenja, ucenik koji izmnozi sve tri jednadzbe, tj. proucava tako dobivenu
jednadzbu dobiva 2 boda. Ako izvede zakljucak da je xyz = 1 (komentirajuéi da nijedna druga
zagrada nije jednaka nuli) dobiva 1 bod. Ucenik koji zakljuci da je x > 0, y > 01 z > 0 dobiva
1 bod. Uocavanje rjesenja x = y = z = 1 i tvrdnja da je to jedino rjeSenje nosi 1 bod, a samo
rjeSenje bez tvrdnje da je jedino, nosi 0 bodova. Dokaz da drugih rjeSenja nema nosi 5 bodova.
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U prvom rjesenju bez smanjenja opcenitosti treba izabrati minimalan ili maksimalan broj, te
dobiti nejednakosti koje vode u kontradikciju ili jedino rjesenje jednadzbe. Tezi sluc¢aj donosi
4 boda (za dobivanje nejednakosti 3 boda i za zakljucak 1 bod). Laksi sluc¢aj nosi 1 bod.

U drugom rjesenju, izrazavanje jedne varijable pomocu druge dvije i uvrStavanje nosi 1 bod.
Promatranje parametarske kvadratne jednadzbe i njezine diskriminante donosi 2 boda. Pojednosta-
vljivanje diskriminante i zakljucak da to povlaci da je jedna od nepoznanica veca ili jednaka 1
donosi 1 bod. Zakljucak da su tada sve varijable barem 1 nosi 1 bod.

Zadatak A-4.5.

Na sahovskom turniru sudjelovali su djecaci i djevojcice. Svaki je natjecatelj odigrao po jednu
partiju sa svakim drugim natjecateljem, a nijedna partija nije zavrsila neodluc¢enim rezultatom.
Odredi najmanji moguéi broj natjecatelja na turniru ako je poznato da je svaka djevojcica
pobijedila barem 21 djecaka i da je svaki dje¢ak pobijedio barem 12 djevojcica.

Bodovanje: U svakom rjesenju ovog zadatka, dokaz da je broj ucenika barem 65 nosi 6 bodova,
a primjer u kojem je pokazano da je moguce da ih je to¢no 65 nosi 4 boda. Dakle, ucenik koji
ima samo dokaz da ih je barem 65, ali nema konkretan primjer da ih moze biti 65 ve¢ to samo
tvrdi, na ovom zadatku moze dobiti najvise 6 bodova. U oba rjesenja obrazloZzenje zasto vrijedi
nejednakost mn > 21m + 12n nosi 2 boda.

U prvom rjesenju, zapis pogodnije nejednakosti, tj. (m—12)(n—21) > 252 nosi 2 boda, primjena
nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine na nju i zakljucak m + n > 65 nosi jos
2 boda.

U drugom rjesenju, zapis te nejednakosti na pogodniji nacin, tj. m +n > 7;2__29{1 nosi 1 bod.

Analogno, ucenik moze ograniciti m +n pomocu varijable m. Za ideju diskusije ponasanja niza
9% y&enik dobiva 1 bod i kljucak j j 1 iza jos 1 bod
—1 uCenik dobiva 1 bod, a za ispravan zakljucak o najmanjem elementu tog niza jos 1 bod.
Konacno, za izracun najmanjeg elementa i zakljucak m + n > 65 ucenik dobiva 1 bod.

Konstrukcije ovakvih turnira s minimalnim brojem natjecatelja moguca su za kombinacije
(m,n) € {(26,39),(27,38),(28,37), (29, 36), (30, 35)}.

U napomenama su ponudene neke konstrukcije za tri od tih pet moguénosti. Konstrukcija
primjera za neki drugi par brojeva m i n nije moguca.
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