ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Rijesite u skupu realnih brojeva nejednadzbu

1
1
1
1+

< 2019.
1 —

r—1
Rjesenje.
1
Uvjet na rjesenje dane nejednadzbe je x —1 #4011+ o # 0,1, odnosno x # 0 i
x —
x # 1. 2 boda

Sredivanjem lijeve strane nejednadzbe redom dobivamo

— 1 < 2019. 1 bod
l——3
r—1
1
— = < 2019. 1 bod
x—1
1—
x
L < 2019
r—x+1 = ’
x
Dakle, z < 2019. 1 bod
Konaéno, rjesenje dane nejednadzbe je z € (—00,2019] \ {0, 1}. 1 bod

Zadatak B-1.2.

b4
Akojo ——s 5 = = 1 ab=—1 koliko je a” 47 ?
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Rjesenje.
a b

Sredivanjem jednakosti PR + R redom dobivamo

ab+a®+ab+ 0> 4
(a+)(b+a?) 5

5(a® 4 2ab + b%) = 4(ab + a® + b + a*V?)
a® +b® = 4a*b® — 6ab.

Prema uvjetu zadatka ab = —1, pa je a® + b® = 10.

Kubiranjem te jednakosti slijedi

3
(a3%—b3) — 1000
a’ + 3a%® + 3a0° + v° = 1000
a® +b° = 1000 — 3a3b3(a® + b°).

Kako je ab = —1i a® + b = 10, slijedi a® 4+ b? = 1000 — 3(—1)3 - 10 = 1030.

Zadatak B-1.3.

6

Odredite zadnje dvije znamenke broja 66"
——

2019
Prvo rjesenje.
Promotrimo potencije 6™, n > 2.
62 = 36, 6% =216, 6' =1296, 6> =...76, 6°=...56, 6" =...36, 65=...16, ...

Ocito je dvoznamenkasti zavrsetak potencije 6", n > 2 jedan od pet brojeva 36, 16,
96, 76, 56 koji se tim redom izmjenjuju. Odnosno, svaka peta potencija ima isti

dvoznamenkasti zavrsetak.

Potencija 6", n > 2 ima odredeni dvoznamenkasti zavrsetak ovisno o ostatku pri

dijeljenju broja n — 1 brojem 5.

Ako je taj ostatak 0, zavrsetak je 56;
ako je ostatak 1, zavrsetak je 36;
ako je ostatak 2, zavrsetak je 16;
ako je ostatak 3, zavrsetak je 96;
ako je ostatak 4, zavrsetak je 76.

Broj 6% = 60650 ima dvoznamenkasti zavrietak 56 jer je broj 46655 djeljiv s 5.

6
Nadalje broj 6% = 65" takoder ima dvoznamenkasti zavrietak 56 jer je eksponent

umanjen za jedan djeljiv s 5.

Iz istog Ce razloga i dodavanjem "nove Sestice” svaki sljedeci eksponent imati zavrsetak
6

56, pa tako i broj 6% ima zadnje dvije znamenke 56.
2019
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Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju promatramo prvih nekoliko potencija broja 6, odnosno njihove
dvoznamenkaste zavrsetke:

62 = 36, 6% =216, 6' =1296, 6> =...76, 6°=...56, 6" =...36, 65 =...16, ...

Ocito je dvoznamenkasti zavrsetak potencije 6", n > 2 jedan od pet brojeva 36, 16,
96, 76, 56 koji se tim redom izmjenjuju. Odnosno, svaka peta potencija ima isti
dvoznamenkasti zavrsetak.

Za potencije 6™, n > 2, u¢enik moze promatrati i ostatak pri dijeljenju eksponenta n
brojem 5 (umjesto n — 1 kao u prvom rjesenju). Tada, ako je

ostatak 2 - zavrsetak je 36,
ostatak 3 - zavrsetak je 16,
ostatak 4 - zavrsetak je 96,
ostatak 0 - zavrsetak je 76,
ostatak 1 — zavrsetak je 56.

Kako je u zadanoj potenciji broja 6, eksponent n takoder potencija broja 6, a svaka

potencija broja 6 ima zadnju znamenku 6, njezin je ostatak pri dijeljenju sa 6 uvijek

jednak 1. To znaci da sve potencije 6™ gdje je n potencija broja 6 imaju dvoznamenkasti
6

zavrsetak 56, pa tako i zadana potencija 65"
2019

Napomena: Ako je ucenik samo napisao da je zadnja znamenka jednaka 6, a nije odredio
predzadnju znamenku, te nema nista od postupka koji se boduje kao gore, dobiva samo
1 bod.

Ako ucenik ima drugacije od ponudenih rjesenja, zakljucak da ima pet razli¢itih dvoz-
namenkastih rjesenja (i njihovo ispisivanje) nosi 3 boda. Zakljucak da njihovo ponav-
ljanje ovisi o ostatku pri dijeljenju s 5, uz toéno obrazlozenje, nosi 1 bod, a zakljucak
i obrazlozenje, da zadana potencija ima dvoznamenkasti zavrsetak 56 jos 2 boda.

Zadatak B-1.4.

U kruznicu k sa sredistem u tocki O i polumjera 6cm,
upisane su dvije vece kruznice sa sredistima B i D, te dvije
manje kruznice sa sredistima A i C', kao na slici. Ove 4
kruznice dodiruju kruznicu k. Vece se kruznice medusobno
dodiruju u tocki O, a dvije manje kruznice dodiruju vece
kruznice. Odredite povrsinu cetverokuta ABCD.
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Rjesenje.

Dvije vece kruznice imaju jednake polumjere r = 3 cm, a zbog simetrije u odnosu na
pravac BD, dvije manje kruznice imaju jednake polumjere r;.

Cetverokut ABCD je romb jer je |AB| = |BC| = |CD| = |DA| =r +ry.

Kako se dijagonale romba raspolavljaju i sijeku pod pravim kutom, trokut AOD je
pravokutan i vrijedi:
324+ (6—r1)°=3+m)?

Odavde je ry = 2 cm.

4.r-(6—ry) 48

Povrsina romba iznosi P = 5 = 5 = 24 cm?.

Zadatak B-1.5.

1
Odredite najmanju vrijednost izraza 2z? + §y2 ako je y + 22 = 2.
Rjesenje.

Iz druge jednakosti izrazimo y = 2 — 2z i uvrstimo u prvu. Tada je

1 1
m¥+59—2m2:m?+§@—8x+@ﬂ

=42 —4x +2
=42 —4dr+1+1
=22 —1)? +1.

Kako je (2x —1)2 > 0, za sve z € R, izraz (2x — 1)? + 1 je veci od ili jednak 1 za sve
realne brojeve x, pa je njegova najmanja vrijednost jednaka 1.
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Zadatak B-1.6.

Bazen se moze napuniti s dvije slavine. Ako su obje slavine otvorene 2 sata, 4200 litara
vode ¢e nedostajati da bazen bude pun do vrha, a ako se obje drze otvorene 5 sati,
bazen ¢e biti pun do vrha i jos ¢e 3000 litara vode iscuriti izvan bazena. Prva slavina
u bazen ispusti u dva sata onoliko vode koliko druga slavine ispusti u tri sata. Koliko
litara vode stane u bazen i koliko je vremena potrebno da svaka slavina sama napuni
bazen?

(Brzine kojom slavine pune bazen su konstantne.)

Prvo rjeSenje.
Neka je B koli¢ina vode koja stane u bazen, x broj sati potrebnih da prva slavina sama

napuni bazen, a y broj sati potrebnih da druga slavina sama napuni bazen.

Omjer vremena punjenja (kad su obje slavine otvorene) jednak je omjeru kolic¢ine vode

u bazenu, odnosno vrijedi
B—4200 2

B +3000 5
Slijedi da je koli¢ina vode koja stane u bazen jednaka B = 9000 litara.

Tada za jedan sat slavine zajedno ispuste

9000 — 4200 _ 4800 9400 Titara.

2 2
Prema uvjetu iz zadatka, omjer vremena potrebnih da svaka slavina posebno napuni
x 2
bazen je — = -, pajey = - . *
je =g pajey=g (*)

. : o1 B
Prva slavina za jedan sat napuni — punog bazena, odnosno — litara.
x x

1 B
Druga slavina za jedan sat napuni — punog bazena, odnosno — litara.
Y )

Kako obje slavine zajedno za jedan sat ispuste 2400 litara vode u bazen, vrijedi
1 1
B ( + > = 2400,
r y
1 2

pa je zbog (*) B ( + ) = 2400.
r 3w

Dobivamo 35 - 9000 = 2400.

Xz

25
Dakle, vrijeme potrebno da prva slavina sam napuni bazen je x = T 6.25 sati, a

3 75
druga slavina ¢e napuniti bazen za y = 3 xr = 3= 9.375 sati.
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Drugo rjeSenje.

Neka je B koli¢ina vode koja stane u bazen, x broj sati potrebnih da prva slavina sama
napuni bazen, a y broj sati potrebnih da druga slavina sama napuni bazen.

Prema uvjetu iz zadatka, omjer vremena potrebnih da svaka slavina posebno napuni

2
bazen je ; =3 pa jey = 3% (*) 1 bod

1
Prva slavina za jedan sat napuni — punog bazena, a druga slavina za jedan sat napuni
x

— punog bazena.
(Y

1 1
Obje slavine zajedno za jedan sat napune ( + ) punog bazena. 1 bod
r oy
Tada je u slucaju, kada su slavine otvorene 2 sata
1 1 42
2.<+>:1_00, 1 bod
x oy B
a kada su otvorene 5 sati
1 1 3000
5-<+>:1+. 1 bod
Ty B

Ovaj sustav jednadzbi mozemo rijesiti tako da prvo podijelimo jednadzbe, a tada do-
bivamo

B —4200 2
I 2
B+3000 5 boda
odnosno B = 9000 litara.
Ako sada u prvu jednadzbu sustava uvrstimo dobiveni rezultat, slijedi
1 1 4800 8
2.2 42 ) = 225 - 2 2 bod
(x - y> 9000 ~ 15’ o
1 2 8 5 4
dakl imjenu (*) dobi 2-( ):. lijedi -~ — —.
odakle uz primjenu (*) dobivamo . + ™ Ir Slijedi T
. 25 .
Stoga je x = i 6.25 sati,
L - 3 75 .
a druga slavina ¢e napuniti bazen za y = 3 T = i 9.375 sati. 2 boda
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Zadatak B-1.7.

Na svakom kuponu proljetne lutrije uz natpis proljetni broj pise jedan niz od sedam
znamenaka, od 0000000 do 9999999. Ako se kupon zarotira za 180°, znamenke 0 i 8
se ne mijenjaju, znamenke 6 i 9 prelaze jedna u drugu, a sve ostale znamenke gube
smisao. Tako ¢e proljetni broj 9980896 rotacijom prije¢i u 9680866. Takve kupone,
¢iji proljetni brojevi rotacijom za 180° mijenjaju svoju dekadsku vrijednost, smatramo
nevazec¢ima. Koliko je nevazeé¢ih kupona?

(Napomena: Kupon s proljetnim brojem 8680898 ili 0808080 je vaze¢i kupon.)

Rjesenje.
Nevazedi su kuponi ¢iji brojevi sadrze znamenke 0, 6, 8, 9, a ne sadrze niti jednu od
znamenki 1, 2, 3,4, 51ili 7.

Sedmeroznamenkastih brojeva koji sadrze znamenke 0, 6, 8, 9 (vodecée nule su dozvo-
ljene) ima ukupno 4 -4-4-4-4-4-4 =47,

Od toga broja treba oduzeti sve one brojeve koji rotacijom ne mijenjaju svoju dekadsku
vrijednost.

Kod takvih brojeva znamenka u sredini (¢etvrta znamenka) mora biti 0 ili 8.

Prva, druga i tre¢a znamenka mogu biti bilo koje od znamenki 0, 6, 8, 9. No tada
je za svaki odabir tih triju znamenki mogu¢ samo jedan odabir pete, Seste i sedme
znamenke.

Dakle, prvu drugu i treéu znamenku mozemo odabrati na 42 nacina, ¢etvrtu znamenku
na 2 nacina, a petu Sestu i sedmu na jedan nacin.

Brojeva koji rotacijom ne mijenjaju svoju vrijednost ukupno ima 43 - 2 = 128.

Broj nevaZe¢ih kupona je 47 — 43 . 2 = 43(4* — 2) = 64 - 254 = 26256.

Napomena: Konacni rezultat koji je tocan ali je zapisan pomocu potencija broja 4 (ili
2) treba priznati, bez obzira Sto nije do kraja izra¢unata vrijednost.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.

Odredite sve realne brojeve k za koje je jedno rjesenje jednadzbe
(x —2k)* = k(z +2)

za 1 vece od drugoga.

Rjesenje.

Dana se jednadzba, nakon kvadriranja i sredivanja, moze zapisati u sljede¢em obliku:

22— dak +4k* —kx — 2k =0
22— bkx +4k* — 2k =0 1 bod

Primjenom Vieteovih formula dobivamo
b c 9
1+ 19 = —— =0k, 11 19 =— =4k" — 2k. 1 bod
a a
Prema uvjetu iz zadatka vrijedi 1 = x5+ 1 pa, nakon uvrstavanja u Vieteovu formulu

za zbroj rjesenja, slijedi 1 bod
To + 1+ To = 5]{3,

odnosno b5k —1 ok +1
To = , T1 = . 1 bod
2 2
Dobivene vrijednosti uvrstimo u Vieteovu formulu za umnozak rjesenja. Tada je
5k —1 bk+1
: = 4k* — 2k
2 2 ’
odnosno
25k? — 1 = 16k* — 8k,
9k* + 8k — 1 = 0. 1 bod
Rjesenja ove jednadzbe, brojevi ky = —11 ko = %, su trazeni realni brojevi. 1 bod
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Zadatak B-2.2.

U trokutu ABC' mjere kutova pri vrhu A i pri vrhu C redom iznose o = 60° i v = 75°.
Izracunajte udaljenost ortocentra trokuta ABC od vrha B ako je |BC| = 8/6.

Prvo rjeSenje.

Neka je H ortocentar trokuta ABC, a tocke D, E i F' redom noziSta visina iz vrhova

C,AiB.

D

Tada mjera kuta <ABC iznosi 180° — (75° + 60°) = 45°.

(bodovanje gornje skice s oznacenim kutovima, visinama i ortocentrom)

Iz trokuta BC'D slijedi

odnosno

|cu3|=:*é§-8»ﬂ§::8v§.

CD
Iz trokuta AC'D dobivamo tg 60° = || 1 D||’ odnosno
|AD| = 8—\/5 =8.
V3
te je |[HD| = |AD| = 8.
HD 8
Iz trokuta BH D dobivamo sin 30° = | |, odnosno |BH| = + = 16.
|BH| 3
2
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Drugo rjeSenje.

(bodovanje skice, kao i u prvom rjesenju, s oznac¢enim kutovima, visinama i ortocen-
trom) 2 boda

Trokut BCD je jednakokracan pravokutni trokut, odnosno polovica kvadrata kojemu
je |BC| = 8v/6 duljina dijagonale.

Tada je duljina stranice kvadrata jednaka |CD| = |BD| = 8—\*//56 =8V/3. 1 bod

Trokut BHD je polovica jednakostrani¢nog trokuta kojemu je jedna stranica BH, a
visina BD.

BHI|V/3
Za njihove duljine vrijedi |BD| = |2|\/_, 2 boda
pa je trazena udaljenost
2|BD 2-8V3
|BH| = | |: \/_:16. 1 bod
V3 V3

Zadatak B-2.3.
Iz kocke duljine brida a > 1, izrezana je u jednom njezinom vrhu kocka duljine brida
1 1
—. Odredite a tako da obujam novonastalog tijela iznosi V =4 (a — )
a a
Prvo rjesenje.

1 1
Prema uvjetima zadatka postavljamo jednadzbu  a® — — =14 <a — > . 1 bod

a a
Nakon sredivanja dobivamo  a® — 4a* + 4a®> — 1 = 0.
Rastavljamo lijevu stranu na faktore, grupiramo prvi i zadnji ¢lan te drugi i treéi ¢lan.
Tada je

a® —1—4a*(a* - 1) =0,
(a®* — 1) (a* +a* + 1) — 4a*(a® — 1) = 0,
(a®* —1)(a* — 3a®> + 1) = 0. 2 boda
Kako je a > 1 to je a®> — 1 # 0 pa je 1 bod
a* —3a®>+1=0, 1 bod
3 5 3 5
odakle je a* = 5 odnosno a = +2\/_. 1 bod
2
3 5 1 5 1 5

Napomena: Vrijedi +2\/_ = ( +2\/_> pa je a = +2\/_, ali ucenik moze ostaviti

3+5

zapis a = .
P 2
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Drugo rjeSenje.
1
Obujam novonastalog tijela je V = a® — —-
a

1
Neka je z =a — —. Iz a > 1 slijedi x > 0.
a

1\3 1 1 1
x3:<a—) :a3—3a+3—:a3——3<a—>,
a a a3 a?

Tada je

1
a odavde je a® — — = z3 + 3z,
a

odnosno
V =23+ 3z.
1
Prema uvjetu zadatka je V = 4(@ — —) = 4x. Tada je
a
22+ 3x = 4x
2 —x=0

z(z—1)(z+1)=0.

S obzirom da je x > 0 slijedi z = 1. Sada imamo

1
a——=1
a

a>—a—-1=0

1++5
5

1+
2

1%

Zbog a > 1 zaklju¢ujemo da je rjesenje a =

Zadatak B-2.4.

Matko je na papiru zapisao pet razli¢itih brojeva, a kada ga je Ana upitala koji su
to brojevi rekao je: ”"Odaberes li bilo koja cetiri od pet zapisanih brojeva, njihov ¢e
umnozak biti jedan od brojeva 9, 12, 18, 24, 36”. Koje je brojeve Matko zapisao?

Rjesenje.

Oznac¢imo zapisane brojeve a, b, ¢, d, e. Tada je

abed =9,

abce = 12,
abde = 18,
acde = 24,
bede = 36.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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Pomnozimo li ove cetiri jednadzbe, dobivamo
at-bt-ctdb e =9-12-18-24- 36
(abcde)* =3%-3-2%.2-.32.3.2%.22.32 =28.38
abcde =4 -9 = 36
Usporedivanjem (*) i (**) dobivamo
abcde =9e =36 = e =4,

a analogno se dobije i

d_@_ 36 36 3 36
12 18 24 2’ 36

3
Trazeni brojevi su 1, 5 2,31i4.

Zadatak B-2.5.

Pravilni Sesterokut upisan je u parabolu tako da su mu dva \

3, c=2=2 b="=2a="2=1

vrha na osi z, a preostala cetiri vrha na paraboli, kao na
slici. Koliko su medusobno udaljena sjeciSta parabole s osi
x, ako je duljina stranice pravilnog Sesterokuta jednaka 27

Prvo rjeSenje.

Udaljenost izmedu tocaka x; i x9, odnosno razlika xy — x1, nec¢e se promijeniti pomi-
canjem parabole u horizontalnom smjeru. Stoga, bez smanjenja opcenitosti, mozemo
parabolu pomaknuti u smjeru osi x tako da poloviste stranice Sesterokuta koja se nalazi

na osi x bude u ishodistu koordinatnog sustava.

P

&

L1

FE S e
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Nova parabola ima jednadZbu oblika y = az? + c. 1 bod
Odredimo koordinate dviju tocaka na paraboli.

Apscisa tocke A jednaka je negativnoj polovini duljine stranice pravilnog Sesterokuta,
odnosno r4 = —1. Ordinata tocke A jednaka je negativnoj duljini dijagonale AFE,

odnosno
2

Analogno dobijemo i koordinate tocke F'.

2v3
xF:_27yF:_ \/_:_\/57

: tj. F(=2,—V/3). 1 bod

Uvrstimo li koordinate to¢aka A i F' u jednadzbu parabole, dobit ¢emo sustav jednadzbi

—2\/§:a—l—c,
V3 =4da+ec

3 V3
Njegovo je rjeSenje a = \é_, c= —\3/—, odnosno jednadzba parabole je

_ V3 TV

v 1 bod
37 3
Tada, iz gxz - 7—‘3/?: =0, slijedi 21 = —V/7, 2o = V7 1 bod
paje xo —xp = 2/7 traZena udaljenost. 1 bod
Drugo rjeSenje.
Koristimo oznake kao u prvom rjesenju.
Ako ucenik ne koristi translatiranu parabolu, ve¢ zadanu parabolu s jednadzbom y =
a(z — x0)* + o, 1 bod
tada ¢e tocke A i F' imati koordinate
Alzg —1,-2V3), F(xo—2,—V3). 2 boda
Uvrstimo li koordinate to¢aka A i F' u jednadzbu parabole, dobit ¢emo sustav jednadzbi
—2V/3 = a+ o,
—\/§ = 4qa + Yo-
3 V3
Njegovo je rjesenje a = \é_, Yo = —\3/_. 1 bod

Uoc¢imo da je trazena udaljenost jednaka 2(z; — x).

Tada, ako u jednadzbu parabole uvrstimo koordinate nultocke (z1,0), dobivamo

V3 V3

0= g (ot
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odnosno

(l’l - {L'())z = 7, 1 bod
Ty — T = \/77
xg—x1:2(a:1—x0):2\/7. 1 bod

Zadatak B-2.6.

Rijesite jednadZzbu i2% 4+ 2z = 0 u skupu kompleksnih brojeva. Izracunajte kvocijent
zbroja kubova i umnoska svih rjesenja koja su razlic¢ita od nule.

Rjesenje.

Neka je z =z + 1y, x, y € R. Tada je

i (v +iy)* +2(x —iy) =0, 1 bod
i(z? + 2xyi — y?) + 20 — 2yi = 0,
ix? — 2wy — iy + 22 — 2yi = 0. 1 bod

Izjednacimo li realne i imaginarne dijelove dobit ¢emo sustav jednadzbi

—2xy 4+ 22 = 0,
22 —y* — 2y = 0. 1 bod

Lijevu stranu prve jednadzbe mozemo rastaviti na faktore: —2z(y — 1) = 0.

Ako je x = 0, iz druge jednadzbe slijedi y = 0 ili y = —2.

Kako je z # 0, mora biti y = —2 Sto znaci da je jedno rjeSenje danog sustava broj
21 = —2i. 1 bod
Ako je x # 0, slijedi y = 1, a tada, iz druge jednadzbe, slijedi

x = +V/3. 1 bod
Konacno, trazena rjeSenja jednadzbe su z; = —2i, 2o = /3 +1, 23 = —V/3 + 4. 1 bod

Izracunajmo zbroj kubova i umnozak tih rjesenja.

2 = (—2i)% = 8i,

23 = 3v3+ 9i + 3v/3i% +4° = 8, 1 bod
28 = —3V3 4 9i — 3V3i* +i® = 8i. 1 bod
Tada je
223 423 =3 8i = 24i,
22973 = —2i(V3+i)(—V3+1) = —2i(—3 — 1) = 8. 1 bod
24i
Trazeni kvocijent je 8—Z =3. 1 bod
1
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Zadatak B-2.7.

Odredite prirodni broj k£ tako da to¢no 2019 cijelih brojeva zadovoljava sustav nejed-

nadzbi
|z —2| <k
(3—x)?>3x+1.

Prvo rjeSenje.

Rijesimo jednadzbu |z — 2| < k, k € N.
—k<r—-2<k<=

2—-k<x<24+k<=

r€e(2—k2+k).(1) 2 boda
Kvadratna nejednadzba (3 — x)? > 3z + 1, odnosno nejednadzba z? — 9z + 8 > 0, ima
rjeSenje (—oo, 1) U (8, +00). (2) 2 boda
Presjek skupova rjesenja (1) i (2) mora imati 2019 cjelobrojnih rjesenja $to znaci da
interval [1, 8] mora biti sadrzan u intervalu (1). 1 bod
Tada je presjek skupova (1) i (2) jednak skupu (2 — k, 1) U (8,2 + k). 1 bod
U intervalu (2 — k,1) ima 0 — (2 — k) = k — 2 cijelih brojeva, a u intervalu (8,2 + k)
ima (2+ k — 1) — 8 = k — 7 cijelih brojeva. 2 boda
Dakle, rjesenje danog sustava nejednadzbi sadrzi ukupno k — 2+ k — 7 = 2k — 9 cijelih
brojeva. 1 bod
Tada, iz 2k — 9 = 2019, slijedi k£ = 1014. 1 bod

Drugo rjeSenje.

Bodovanje skice:

oznaceno rjesenje nejednadzbe |z — 2| < k, k € N, odnosno skica grafa y = | — 2| i

pravca y = k i/ili na osi apscisa oznaceni brojevi 2 — ki 2 + k. 2 boda
skica parabole y = 2% — 9x + 8 i oznaden skup (—o0, 1) U (8, +00). 1 bod
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Nejednadzba |z — 2| < k ima k — 1 cjelobrojno rjesenje veée od 2 i isto toliko rjesenja
manjih od 2.

Ukljucujuéi broj 2, imamo ukupno 2(k — 1) + 1 = 2k — 1 rjeSenja. 2 boda
Skup rjeSenja kvadratne nejednadzbe (3 — ) > 3z + 1, odnosno (nakon sredivanja)
nejednadzbe z2 — 9z + 8 > 0, je skup (—o0, 1) U (8, +00). 1 bod
Tada je skup svih cjelobrojnih rjesenja te jednadzbe skup Z \ {1, 2,3, ..., 8}. 1 bod

Ako sustav nejednadzbi ima 2019 rjesenja, brojevi 1,2,3,4,5,6,7,8 se nalaze medu
2k — 1 rjesenja prve jednadzbe. 1 bod

Kako ti brojevi nisu rjesenja sustava, slijedi da je ukupan broj rjeSenja sustava nejed-
nadzbi jednak
2k—1-8=2k—-0. 1 bod

Tada, iz 2k — 9 = 2019, dobivamo k£ = 1014. 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.

Presjek uspravnog stosca ravninom koja sadrzi njegovu os simetrije pravokutan je tro-
kut. Izracunajte oplosje kugle upisane u stozac ako je visina stosca 2 cm.

Rjesenje.

Osni presjek stosca i njemu upisane kugle je jednakokrac¢ni pravokutni trokut s upi-
sanom kruznicom polumjera R. Izvodnice stosca su katete, a promjer baze stosca je
hipotenuza tog pravokutnog trokuta. (skica) 1 bod

Polumjer R pravokutnom trokutu upisane kruznice ra¢cunamo po formuli

R=1(a+b—c), pri ¢emu su a i b katete, a ¢ hipotenuza 1 bod
(ili preko povrsine: P = R - %(a+b+ ¢) = 3ch).

Buduéi da je h = 2cm, slijedia = b= s =2y2cm i c=2r =4cm, pa je 1 bod

1
R=§(2\/§+2¢§—4):2(\/§—1)cm. 2 boda
Uvrstimo li R u formulu za oplo§je kugle, O = 4r2m, dobivamo

O = 167(3 — 2v/2) cm? 1 bod

Napomena: Ucenik moze do polumjera kugle doéi i koristeé¢i jednakost h = R + Rv/2

(2 boda), odakle je R = %ﬁ = %\@ (1 bod).
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Zadatak B-3.2.
U skupu pozitivnih realnih brojeva rijesite sustav jednadzbi

Yty =2V3

(x+y) 2" =3.

Prvo rjeSenje.
Uvodimo supstituciju x —y=aix+y=0b.

Tada sustav prelazi u

Vb=2V3, b-27°=3

Ako prvu jednadzbu potenciramo s eksponentom a, dobivamo da je b = (2v/3)®. Uvr-

stavanjem u drugu jednadzbu dobivamo
(2v3)*27% =3
2¢(V3)127* =3

1
2% =3.

w

Odatle je a = 2, pa je b = (2v/3)% odnosno b = 12.
Preostaje jos odrediti x i y iz sustava
T —y =2, x4y =12

Konacno, rjesenje polaznog sustava je x = 7, y = 5.

Drugo rjeSenje.

Logaritmiranjem obiju jednadzbi po bazi 2 dobivamo

1
r—y -logy(z +y) = log, 2V3

logy( +y) + (y — ) = log, 3.
Uvedimo supstituciju a = = — y, ¢ = log, (r + y). Tada imamo
c 1
— =14+ = log,3
4 + 5 1082
c—a=1logy3

Pomnozimo li prvu jednadzbu s a dobivamo ¢ = a + g log, 3, odnosno
a
c—a= - log,3.
a 5 &2

Slijedi § log, 3 = log, 3, pa je a = 2.
Sada je ¢ = a + logy 3 = 2 + log, 3 = log, 12.
Vratimo se na supstituciju kako bismo odredili z i y.
rT—y=2
log,(x + y) = log 12.
Dakle, x +y=12tejexz =7,y = 5.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.

1 bod

2 boda

2 boda

1 bod

1 bod

1 bod

1 bod

2 boda

1 bod

18/31



Zadatak B-3.3.

Unutar kuta <pO¢q mjere 60° odabrana je tocka A tako da je od jednog kraka udaljena
za 1cm a od drugog kraka 2 cm. Izracunajte duljinu duzine OA.

Rjesenje.

1 bod
Uz oznake kao na slici vrijedi
. o o 2
sina=— 1 sin(60°—a)=—. 1 bod
x x
Dijeljenjem ovih jednakosti dobivamo :
sin a 1
sin 60° cosa — cos 60° sinav 2
sin a 1
? cosa — % sinae 2
. V3 1
2sina = — cosa — = sinw
2 2
Ssina = V3 cosa
3
tga = £ 2 boda
)
1 1 25 28
Dalje, zbog 1 + ctg? a = ——, vrijedi —5— =1+ — = —. 1 bod
sin® «v sin® «v 3 3
Bududi da je « siljasti kut, onda je sina = +\/%.
28 2vy/21
Konacno, iz sina = % slijedi © =/ — = cm. 1 bod

3 3
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Zadatak B-3.4.

Cetiri su prijateljice odluéile provesti vikend u malom obiteljskom hotelu koji ima pet
soba, stilski uredenih razli¢itim bojama. One su jedine gosée u hotelu. Prepustile su
vlasniku hotela da ih rasporedi u sobe, ali tako da ne budu vise od dvije prijateljice u
jednoj sobi. Na koliko ih nac¢ina vlasnik moze rasporediti u sobe?

Rjesenje.
Promotrimo sljedece slucajeve:

1° Ako je svaka prijateljica u svojoj sobi. Tada je ukupno mogucih rasporeda 5-4-3-2 =
120.

2° Ako su samo dvije prijateljice zajedno u jednoj sobi, a preostale dvije svaka posebno.
Dvije prijateljice koje ¢e biti zajedno u sobi mozemo izabrati na T = 6 nacina

(dijelimo s 2 jer je primjerice par AB i BA isti raspored). Za svaki od tih odabira
mozemo 3 sobe odabrati na 5 -4 -3 = 60 nac¢ina (prvu sobu na 5 nacina, drugu na 4 i
trecu na 3 nacina).

Dakle, ukupan broj rasporeda u ovom je sluc¢aju jednak 6 - 60 = 360.
3° Ako su po dvije prijateljice zajedno u sobi.
Dovoljno je odrediti broj nacina da jedna od prijateljica odabere s kim ¢e biti u sobi
jer je time i preostali par odreden, a nije bitno koji je par prvi, a koji drugi. Dakle,
jedna prijateljica moze odabrati na 3 nacina s kim ¢e biti u sobi, pa postoje 3 nacina
za odabir dva para prijateljica.

4.3
(Ili: Prvi par prijateljica koje ¢e biti zajedno mozemo odabrati na —— = 6 nacina.
Preostali je par ovime odreden. Time smo odabrali dva para, ali kako nije bitno koji je
par prvi, a koji drugi, broj 6 dijelimo s dva, pa je ukupno 3 nac¢ina odabira dva para.)

Za svaki od tih odabira mozemo dvije sobe odabrati na 5 -4 = 20 nacina.
Dakle, ukupan broj rasporeda u ovom je sluc¢aju 3 - 20 = 60.

Konacan broj svih moguéih rasporeda dobivamo zbrajanjem prethodnih rezultata po
slucajevima i iznosi 120 + 360 + 60 = 540.

Zadatak B-3.5.
Duljine stranica trokuta ABC iznose |BC| = 4cm i |AC| = 5cm, a duljina dijela
simetrale kuta <AC B koji se nalazi unutar trokuta je s = 3 cm. Izracunajte duljinu

stranice AB.
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Rjesenje.
Simetrala kuta u trokutu sijece njemu nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih stranica

x
(Poucak o simetrali kuta u trokutu), odnosno vrijedi — = 7 gdje je x = |AD|, y =
Y

|DB|, a tocka D je sjeciste zadane simetrale i stranice AB. Tada je x = 5k, y = 4k. 2 boda

Primijenimo poucak o kosinusu na trokute ADC' i CDB.

102 102
s — 52 4 (?) — 25k Y <§) 442 — 16k2 b
= 10 ; = 10
2 2:5- 5 2 2-4- 3%
Izjednacavanjem desnih strana tih jednakosti dobivamo
2 2
52+ ()" — 25k (40) +4% — 16k
10 - 10
2.5. 4 2.4 1
4
odnosno nakon sredivanja k? = 9’ 1 bod
2
je k= —.
pa je 3
Tada je |AB| =z +y = 9%k = 6 cm. 1 bod

Napomena: Sli¢no se dode do rjesenja ako se primijeni poucak o kosinusu na trokute
ADC i ABC za odredivanje cos a.

5
Ako ucenik ne koristi poucak o simetrali kuta u trokutu, do omjera L 1 moze doci
i primjenom poucka o sinusu na trokute ADC i DBC'i to nosi 2 boda:
x ) Y 4
= , = , dje je p = <ADC.
sing  sing sind  sin(180° — ¢) saeIe

5
Kako je sin(180° — ¢) = sin ¢, slijedi da je - 7 a dalje postupamo kao u prvom
Y

rjesenju.
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Zadatak B-3.6.
Za koje vrijednosti realnog parametra a jednadzba asinx —tgax = 1 ima rjesenje u
intervalu <0, 72T> ?

Rjesenje.

Danu jednadzbu zapisimo u obliku asinx = tgx + 1.

Uoc¢imo da broj a mora biti pozitivan i razli¢it od 0 jer je x u intervalu <O, 72r> gdje su
isinz i tgx pozitivni.

) sinx + cosx
asing = ———
cos T

asinxcosx = sinx + cosx

a?sin® z cos? x = (sinz + cos x)”
leCLQSiHQ 2v =1+ 2sinxcoszx
a’sin® 2z = 4 + 4sin 2z.
Uz supstituciju y = sin 2z dobivamo kvadratnu jednadzbu a®y? — 4y — 4 = 0 &ija su

rjeSenja
4+£+/16 + 160> 2+2v1+ a?
= > .

2a? a

Y12 =

Vrijedi = € <O, 72T> pa je 2z € (0, 7) te sin 2z > 0.

24 2v1+a?
2

a

Zato je y = , uz uvjet y < 1, a to je zbog a # 0 ekvivalentno s

2V1+ a2 <a®—2.

Lijeva strana ove nejednakosti je pozitivna, pa mora biti a> — 2 > 0, tj. |a| > /2,
odnosno zbog a > 0 vrijedi a > /2. (*)

Uz taj uvjet nakon kvadriranja dobivamo
44+4a®> <a*—4a®>+4
a'—8a* >0
a?>8  la] >2V2

Iz (*) je a > /2, pa slijedi a > 2v/2 tj. a € {2\/5, oo>.

Napomena: Ako ucenik nije pri rjeSavanju nejednakosti naveo pocetni uvjet a > 0 i
uvjet (*) da je a® > 2, odnosno |a|] > /2, treba oduzeti 2 boda, bez obzira na toéno
rjesenje.
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Zadatak B-3.7.

Odredite najveci prirodni broj a za koje jednadzba

sin( -7z || =—-2x
3 a
ima tocno 600 razli¢itih rjesenja.
Rjesenje.
. . . (1 . 1
Promotrimo grafove funkcija f(z) = |sin (37m) ig(x)=—-u.
a
1 2
Period funkcije sin <37rm> je 1—7T = 6, pa je period funkcije f jednak g =3. 1 bod
2T
3

Uoc¢imo da su sva rjesenja jednadzbe nenegativna jer se grafovi ne sijeku lijevo od y
osl.

_M/ 0 3 6 9

2 boda
Na svakom od intervala [0, 3), [3,6), [6,9), ..., [3(k — 1),3k), grafovi funkcija f i g
sijeku se u dvije tocke. To znaci da je za 600 rjesenja potrebno 300 takvih intervala u
kojima su po dva rjesenja. 2 boda
Zadnji interval u kojem se grafovi mogu sjeéi je [3-299, 3 - 300) = [897,900), a za svaki
x > 900 funkcija g mora imati vrijednost veéu od funkcije f. (ili slika)
Promotrimo prikazane grafove funkcija f i g za x > 900.

: >
897 900 901.5 903
1 bod
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Uoc¢imo da funkcija f na intervalu [900,903| ima najvecu vrijednost 1 za z = 901.5 jer
je f(901.5) = |sin %2 7| = [sin 5| = 1.

1
Funkcija g(z) = — x ima vrijednost 1 za x = a.
a

1 1.
Neka je a = 902, odnosno g(x) = 003 & Tada je g(901.5) = 2015 < 1, a kako je

902
f(901.5) = 1, slijedi f(901.5) < f(901.5).
To znaci da se grafovi funkcija f i g na intervalu [900, 903] sijeku, pa zadana jednadzba

ima vise od 600 rjesenja. Kako bi isto vrijedilo i za a > 903, trazeni broj a manji je od
902.

1
= — .
901
Ocito je g(z) > 1 za sve z > 901, a kako je f(x) < 1 funkcije f i g se ne sijeku za
x > 901. Pokazimo da se ne sijeku ni za x € [900, 901].

Neka je a = 901, odnosno g(z)

Izracunajmo vrijednosti funkcija f i g za x = 900 i z = 901.

900
= —=0. 1)=1
1
£(900) = Sﬂlgqgﬂw —0,  £(901) = |sin 22 ﬂw ::\gg ~ 0.866.

3
Ocito je 0.9 < g(z) <110 < f(z) < \g— za sve x € [900,901] pa je na tom intervalu
f(z) < g(x) i njihovi se grafovi ne sijeku.
Zaklju¢ujemo da je najveci prirodni broj a s trazenim svojstvom jednak a = 901.

Napomena: Ako ucenik provede postupak do zakljucka koji je zadnji interval u kojem
se grafovi sijeku (uz obrazlozenje), a zatim samo napiSe da je a = 901 bez ikakvog
obrazlozenja i racunanja dobiva najvise 5 bodova.

Ako je ucenik uz sve prethodno i racunao vrijednosti funkcija f i ¢ za barem dvije
vrijednosti od z € {900,901, 902,903} (vidljivo je da je provjeravao nejednakost f(z) <
g(x) za x > 900), ali jos uvijek nema valjanog i potpunog obrazlozenja dobiva najvise
8 bodova.

Ako je pokazao za a = 901 vrijedi f(z) < g(z) za x < 900, ali nije pokazao da je to
najveci takav, odnosno da a = 902 nije rjeSenje, gubi 1 bod.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.

1 bod

1 bod

2 boda

24/31



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2019.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.
Odredite sve prirodne brojeve n za koje vrijedi

(91n1)2 — (8!(n + 1))?

(O — 18- (8)Pnl(n + D)l + Sln+ )2~ 0

Rjesenje.
Zapisimo lijevu stranu dane nejednadzbe u obliku

(9-81)2(n!)? — (8)2((n +1) - nl)?

2 bod
(9-802(n)2 — 18- (802n!l - (n + 1) -l + (8N2((n + 1) - n!)2 eda
Ako brojnik i nazivnik podijelimo s (8!n!)? dobivamo
1 — 2
81— (n+1) 1 bod
81 —-18(n+1) + (n+1)2
Uoc¢imo u brojniku razliku kvadrata, a u nazivniku kvadrat razlike.
O-—m+1))O9+(n+1) (8=n)(10+n)
_ 1 bod
(9—(n+1)) (8 —n)?
Nakon skrad¢ivanja s 8 — n (uz uvjet n # 8), slijedi
10+n
0
8—n
odnosno 8 —n > 0 (brojnik je uvijek pozitivan).
Dakle n < 8, pa je konac¢no rjesenje n € {1,2,3,4,5,6,7}. 2 boda

Zadatak B-4.2.

Dane su beskonac¢ne sume
a = 20207 4202012 + 2020° 4 2020° + . ..

b= 2019""* 4+ 2019"" + 2019" + 2019" " + ...
Odredite x € R tako da vrijedi % = 2018.
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Rjesenje.

Uoc¢imo da su beskonac¢ne sume a i b geometrijski redovi. Njihovi kvocijenti su redom
1 1

— i —. 1 bod
2020 2019
Kako su kvocijenti manji od 1 redovi su konvergentni, pa vrijedi
202073 20200t
a = 2020"%% + 2020"* 4 2020° " +2020° + - - = — =
1 — 5556 2019
20192 2019%*3
b=2019""% 4 2019""" +2019” + 2019" "' + ... = — = 2 boda
1 — 55 2018
Jos treba rijesiti jednadzbu
2020+
z+4
2019 _gpg o 20200 2018 g0 1 bod
20197+ 2019°+5 - 2019 ' °
2018
202074
Slijedi 20107+ — 1 odnosno x +4 =0, v = —4. 2 boda
Zadatak B-4.3.
Brojevi sin z i sin 2z su prva dva ¢lana geometrijskog niza kojemu su svi ¢lanovi razliciti
od 0. Odredite sve brojeve x € (0,27) za koje je treéi ¢lan toga niza jednak sin 4x.
Rjesenje.
9 94
Kvocijent geometrijskog niza je ¢ = s1.n - sm.x 8T _ 2cosx, 1 bod
sin x sin
k
Iz uvjeta q # 0, odnosno sinz # 0 i sin 2z # 0, slijedi x # g, ke Z. ()
Neka je az = sin4x. Tada zbog a3 = ay - q slijedi
sin4x = sin 2x - 2 cos x. 1 bod
Rjesavanjem dobivamo:
2sin 2x cos 2x = 2sin 2z cos x
2sin 2x(cos 2z — cosx) =0 1 bod
sin2z =0 ili cos2x —cosx =0
Kako je zbog (*) sin 2z # 0, 1 bod
slijedi cos 2x = cos x, odakle je 2x = +x + 2km. 1 bod
2k
Rjesenja te jednadzbe su x = 2k7 (ne zadovoljava (*)) i z = %
Kako je x € (0,27), za k = 1 i k = 2 dobivamo traZena rjeSenja.
2r 4
Tredi ¢lan zadanoga niza je sin4x za x € {;, ;} 1 bod
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Zadatak B-4.4.
1 /3
Zadan je kompleksan broj w = 5 + 1\2/_

Izracunajte (1 + w)(1 + w?)(1 4+ w?)... (1 +w?'9).
Rjesenje.

Izracunajmo prvih nekoliko potencija broja w.

1 V3
1—_7 -
we = 2+ 9
W L _ W3
2 2
2 2 2
2

Uoc¢imo da se bilo koje tri uzastopne potencije kompleksnog broja w ponavljaju.

Stoga dobivamo:
(L w)(L+w?)(1+w?)... (L4 w?) = (L4 w)(+ )1 +u?)

Kako je
1 V3 1 V3
1 =—+— 1+w'=—-—" 1+u?*=2
tw=o4 -, 4w =g 5 LHw

dobivamo

(meu+w%”(1+wm%:<<;+ﬂ;>(;_Q§>q> =207,

Zadatak B-4.5. H

Na kvadratnoj plo¢i dimenzija 8 x8 obojeno je polje u drugom retku

i treem stupcu. Neka je A broj kvadrata k x k, k € {1,2,...,8}

koji sadrze obojeno polje i B broj kvadrata koji ne sadrze obojeno

polje. Odredite omjer 5

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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Prvo rjeSenje.
Izrac¢unajmo ukupan broj kvadrata k x k.k € {1,2,3,4,5,6,7,8} na ploci 8 x 8.
Kvadrata 1 x 1 ima 64.

Kvadrata 2 x 2 ima 49, jer prvi redak tog kvadrata s dva polja mozemo smjestiti u prvi
redak dane mreze na 7 nacina, u drugi redak na 7 nacina i tako dalje do sedmog retka,
sto je ukupno 7 - 7 nacina.

Analognim zaklju¢ivanjem dobivamo da Kvadrata 3 x 3 ima 36, kvadrata 4 x 4 ima 25,
kvadrata 5 x 5 ima 16, kvadrata 6 x 6 ima 9, kvadrata 7 x 7 ima 4 i kvadrata 8 x 8
ima 1.

Dakle ukupan broj kvadrata je
1+4494 16+ 25+ 36 + 49 + 64 = 204.

Prebrojimo koliko je takvih kvadrata koji sadrze obojeno polje. Kvadrata 1 x 1 ima 1.
Kvadrata 2 x 2 ima 4 jer njih mozemo smjestiti tako da obojeno polje bude bilo koje
od cetiri polja tog kvadrata.

Kvadrate 3 x 3 mozemo smjestiti tako da obojeno polje bude u prva dva retka ili prva
tri stupca takvog kvadrata, a to znaci na 6 nacina.

Isto vrijedi i za kvadrate 4 x 4,5 x 516 X 6.

Kvadrata 7 x 7 ima 4 (jer obojeno polje moze biti samo u 1. i 2. retku i 1. i 2. stupcu).
Kvadrata 8 x 8 ocito ima samo 1.

Ukupnoje 1 +4+6+6+6+ 6+ 4+ 1 = 34 kvadrata koji sadrze obojeno polje.

1
Tada onih koji ga ne sadrze ima ukupno 204 — 34 = 170, pa je trazeni omjer % =5

Drugo rjeSenje.
Ukupan broj kvadrata racunamo kao i u prvom rjesenju, ima ih 204.

Na slican nacin (po retcima) prebrojavamo kvadrate koji ne sadrze obojeno polje i
dobivamo sljedece rezultate:

dimenzije | broj kvadrata koji ne sadrze obojeno polje
1x1 63

2x2 2:54+5-7T=45

3x3 2-3+4-6=30

4 x4 2-243-5=19

5 x5 2-142-4=10

6x6 2-0+1-3=3

TxXT 0

8 x 8 0

ukupno 170

Dakle ukupan broj kvadrata koji ne sadrze obojeno polje je B = 170, a onih koji sadrze
34 1

je A =204 — 170 = 34. Trazeni omjer je — = —.
je 0 70=3 razeni omjer je 170= 5
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Zadatak B-4.6.

Neka je ABC pravokutan trokut sa Siljastim kutovima <CAB = 30° i <ABC = 60°,
a tocka T njegovo teziste. Odredite kosinus kuta <AT B. U kojem su omjeru povrsina

trokuta ABC' i povrsina trokuta AT B?

Rjesenje.

Neka je |AB| = ci <ATB = ¢. Tada je |BC| =

3
Iz pravokutnog trokuta ACD slijedi 2 = () +

2

c
2
2

V/3\°

Iz pravokutnog trokuta BC'E slijedi 2 = <>

4

Q

C

Primijenimo li poucak o kosinusu na trokut AT B dobivamo:

9 2 2 2 \? 2 2
c :(3ta) —l—(tb) —2-—ta-§tbcosg0.

3

Uvrstavanjem (*) i (¥¥)

, 4 13¢ N 4 7
9 16 9 16
2 5o 5 VOl

C

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2019.
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u (***) dobivamo redom

4
9

V13
4

A
4

Sy

1 bod

(**) 2 boda

**xx%x 1 bod

1 bod

2 boda
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A3

Tada je Papc = i

8
12 2 2 VT /13 8 \*
P =— =ty =—tlysinp =~ ——- w1=1——= 1 bod
ATE =5 gle gAY Tt T Ty J <~/_91>
Vol 3v3 V3
PATB = . = . 1 bod
72 V91 24
Trazeni omjer povrsina jednak je
/3
Papc ] 3
= = -. 1 bod
Parg /3 1
24
Napomena: Ako ucenik koristi ¢injenicu da tezisnice dijele trokut na 6 trokuta jednakih
povrsina, pa je trazeni omjer 6 : 2, odnosno 3 : 1, dodijeliti 3 boda.
Zadatak B-4.7.
Neka je p pozitivan realan broj, a y? = 2px i 2% + 4y? = 2p? zadane krivulje. Odredite
povrsinu trokuta koji njihove zajednicke tangente zatvaraju s y osi.
Rjesenje.
Zadane krivulje su parabola y? = 2px i elipsa 2% + 4y? = 2p?.
Da bismo odredili povrsinu trazenog trokuta, treba odrediti jednadzbe zajednickih
tangenata parabole i elipse. Njihova sjecista s koordinatnim osima odreduju vrhove A,
B i C trazenog trokuta.
Y
C
A xr
B
2 boda

(Skica krivulja s jasno oznaCenim tangentama i vrhovima trazenog trokuta ili osjencani
trokut vrijedi 2 boda, a ako nije oznacen trokut dodijeliti 1 bod, kao i ako je ucenik
samo prepoznao da se radi o paraboli i elipsi.)
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2 2 2

JednadZbu elipse moZemo pisati u obliku % + % =1, odakle je a® = 2p?, b* = P
P

2

MR"@

Koristimo uvjet da je pravac y = kx + [ tangenta parabole pa vrijedi p = 2k, te da je
tangenta elipse pa vrijedi k%a? + b* = [2. Dakle, rjeSavamo sljede¢i sustav jednadzbi (s

nepoznanicama k i 1)

p?
p = 2k, H-m?+5:4%

p ¥ p

o tada slijedi 2p*k? + 5 = sto nakon

dijeljenja s p? i sredivanja daje bikvadratnu jednadzbu 8k* + 2k? — 1 = 0. S obzirom

Ako iz prve jednadzbe izrazimo [ =

da je k realan broj, mora biti k? > 0, odnosno k* = i Tada je k = i;, a iz p = 2kl
slijedi [ = %p.

(Kako je p je pozitivan realni broj, [ i k imaju isti predznak.)

Tada su jednadzbe tangenata

1 1

tl...y:§x+p tg...y:—ix—p

Sjecista tih tangenata s y osi su redom tocke C'(0,p) i B(0,—p), a sjeciste tangenata (i
osi z) je tocka A(—2p,0).

Ako s O oznacimo ishodiste, trazena povrsina trokuta ABC' je

_|AO[-|BC] _2p-2p _
- 5 =2 ==

P 2p2.
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