DRZAVNO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
Porec, 28. — 30. ozujka 2019.
5. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. U skolu je upisano 372 ucenika.
Rastavimo broj 372 na proste faktore:
372=2-2-3-31
U skolu je upisano 180 djecaka.
Rastavimo broj 180 na proste faktore:
180=2.2-3.3.5
Kako u svakom odjeljenju ima najvise 40 ucenika, a broj odjeljenja mora biti djelitelj od 180, slijedi
da su ucenici podijeljeni u 12 odjeljenja po 31 ucenik.
Dijeljenjem ukupnog broja djecaka s brojem odjeljenja, dobivamo da broj dje¢aka po odjeljenju
iznosi 15.
Djevojcica u svakom odjeljenju ima 16.

2. 5 macaka za 6 dana uhvati 5 miseva.
Pet puta manje macaka za isto vrijeme uhvati pet puta manje miseva:
1 macka za 6 dana uhvati 1 misa.
Dvostruko vise macaka za isto vrijeme uhvati dva puta vise miseva:
2 macke za 6 dana uhvate 2 misa.
Isti broj macaka za dvostruko krace vrijeme uhvati dvostruko manje miseva:
2 macke za 3 dana uhvate 1 misa.
Isti broj macaka za trostruko dulje vrijeme uhvati trostruko vise miseva:
2 macke za 9 dana uhvate 3 misa.

3. Prvi nacin:
Rjesavanje unatrag.

U vlaku je ostalo 105 putnika nakon §to se iskrcala 3 preostalih putnika na tre¢oj stanici.

To znaci da 105 putnika Cine ps putnika koji su ostali u vlaku nakon druge stanice.

105-6:5=126
Nakon druge stanice u vlaku je ostalo 126 putnika.

To znaci da 126 putnika Cine g putnika koji su ostali u vlaku nakon prve stanice.

126 -7:6=147
Nakon prve stanice u vlaku je ostalo 147 putnika.

To znaci da 147 putnika ¢ine 3 putnika koji su se ukrcali na pocetnoj stanici.

147 -8 :7=168
S pocetne stanice krenulo je 168 putnika.



Drzavno natjecanje 2019. godine, 5. razred

Drugi nadin:
Zadatak mozemo rijesiti grafickim prikazom kao na slici.

------------- I -
Druga stanica ———— - 17izash ——F—F—+—++—
Susmsssssssssssss sCiCC)
Treéa stanica —————+——— - -16izasli ———F+—F—+—
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4. Neka je godina rodenja abcd.
Osoba ima a + b + ¢ + d godina.
Vrijedi abcd +a+b+c+d=2019
1000a +100b+ 10c+d+a+b+c+d=2019
100la+ 101+ 11c+2d=2019

Broj a moze biti samo 1 ili 2.
Nekajea=1.

Tada je:

1001 + 1016+ 11c+2d=2 019
1016+ 11c+2d=1018

Broj b moze biti samo 9.
Iz b =9 slijedi:

909 + 11c+2d=1018
Ilc+2d=109

Broj ¢ moze biti samo 9.

Tada je:

99 +2d =109

2d=10

d=5.

Osoba je rodena 1995. godine.

Drugi slu¢aj dobijemo za a = 2.
Tada je:
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2002+ 101b+ 11c+2d=2019
1016+ 11c+2d=17

Broj b mora biti 0.

Iz b = 0 slijedi:

llc+2d=17

Broj ¢ moze biti 0 ili 1.

Za c =0, vrijedi 2d = 17, §to kao rjeSenje ne daje prirodni broj.
Za c =1 slijedi:

11+2d=17

2d=6

d=3.

Osoba je rodena 2013. godine.

Ove, 2019. godine, stariji brat ima 24, a mladi 6 godina.

5. Najprije nacrtamo kruznicu & sa srediStem u tocki S polumjera 3 cm.
Zatim nacrtamo toc¢ke K i L tako da je |SK| =6 cm, |SL| =4 cm, |KL| =5 cm:
- Nacrtamo kruznicu £, sa srediStem u tocki S polumjera 4 cm.

- Nacrtamo kruznicu £, sa srediStem u tocki S polumjera 6 cm.
- Nakruznici &, odaberemo tocku L.
- Nacrtamo kruznicu £, sa srediStem u tocki L polumjera 5 cm.
- Tocka K je (jedno) sjeciste kruznica k, i k; .

Dalje, konstruiramo simetralu s duZine KL .

Vrh M trazenog jednakokracnog trokuta je sjeciste simetrale s duZine KL i zadane kruznice k.

Postoje dva rjesenja. To su trokuti AKLM, 1 AKLM.

lf:s




DRZAVNO NATJECANIE 1Z MATEMATIKE
Porec, 28. - 30. travnja 2019.

6. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Iz povrsine Cetvrtog kvadrata, za koju vrijedi da je P, =9 cm?, slijedi da je a, =3cm.

Stranice tre¢eg kvadrata udaljene su od stranica cetvrtog kvadrata po 3 cm pa je duljina stranice
tre¢eg kvadrata a, =a, +3+3=3+3+3=9cm.

Stranice drugog kvadrata udaljene su od stranica treceg kvadrata po 2 cm pa je duljina stranice
drugog kvadrata a, =a, +2+2=9+2+2=13cm.

Povrsina drugog kvadrata je P, =a, -a, =13-13=169 cm’.

Drugi kvadrat se sastoji od cetiri medusobno sukladna trokuta, a prvi kvadrat sastoji se od osam
takvih trokuta pa je povrsina prvog kvadrata dva puta veéa od povrSine drugog kvadrata, tj.
P=2-P,=2-169=338 cm’.

2. Neka prvom printeru treba p minuta da sam isprinta cijeli model, drugom printeru d minuta, a
treCem printeru ¢ minuta.
Tada bi u jednoj minuti:

. . o111
- prvi i drugi printer isprintali: _+E:_ modela;
p



Drzavno natjecanje 2019. godine, 6. razred

e TSUTETURS SR B
- prviitre¢i printer isprintali: —+ - =— modela;
p t 40

T ..o 111
- drugi i treéi printer isprintali: 7 +-= o modela.

Zbrojimo li sve tri jednadzbe dobivamo:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 4+3+5 12 1 1 1 1 1
—F—t—F-t—+-=—+—+—= =—=— = —+—F-=—
p d p t d t 30 40 24 120 120 10 p d t 20

Oduzmemo li od dobivenog zbroja svaku pojedinu pocetnu jednadzbu, dobivamo:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 .
+ ——— = —-=— = t= 60 minuta;

p d t pd 2030 ¢ 60

l+l 1_1_1=i_i :l:i = d =40 minuta;
p d t p t 20 40 d 40

1 1 1 1 1 1 1 1 1 .
Ly =——-— = —=— = p =120 minuta.
p d t d t 20 24 p 120

Kako bi zasebno isprintao cijeli zadani model, prvom printeru je potrebno 120 minuta, drugom
40 minuta, a treCcem 60 minuta.

A B
Neka jea=|A4B|=|CD| i b=|BC|=|4D|. Tadajea=5b+4.
Opseg pravokutnika je 16 dm = 160 cm pa vrijedi:
160=2-a+2-b,
160=2-(b+4)+2-b,
160=2-b+8+2-b,

160=4-b+38,

4-bh=152,

b=38 cm.

Tadajea=38+4 =42 cm.

Kako je |NC| =3|DN| , tada je |NC| :%|DC| :%-42:31.5 cm.

Tocka M je poloviste stranice BC paje |[BM|=|MC|= %|BC| = % -38=19cm.

4219

Prisr = Busy — Pasur T PABMP:399_PABMP’
38-31.5
Povien = Pagen = Pagur = 5 — Py =598.5-Fpp s

Poon —Poggp = 598.5— Pyyyp — (399 — Py, ) = 598.5— Py, pp —399+ Py p =199.5 e,

PovrSina Cetverokuta PMCN veéa je od povrsine trokuta ABP za 199.5 cm?.
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4. Prvi naéin:
Kako bismo prebrojali koliko ima prirodnih brojeva koji su manji ili jednaki 2 019, a koji nisu djeljivi
zadanim brojevima, prebrojimo sve one brojeve koji su tim brojevima djeljivi.

Brojeva koji su djeljivi brojem 6 ima 336, jer je 2 019 : 6 =336 i ostatak 3.
Brojeva koji su djeljivi brojem 9 ima 224, jer je 2 019 : 9 = 224 i ostatak 3.
Brojeva koji su djeljivi brojem 15 ima 134, jer je 2 019 : 15 =134 i ostatak 9.

Ukoliko zbrojimo koliko ima pojedinih viSekratnika, neke od njih smo brojali vise puta.
Brojeve koji su djeljivi i brojem 6 1 brojem 9, tj. brojem V(6, 9) = 18, brojali smo dva puta.
Na isti nacin smo brojeve djeljive brojevima V(6, 15) =301 V(9, 15) = 45 brojali dva puta.
Brojeve djeljive brojem V(6, 9, 15) = 90 brojali smo tri puta.

Brojeva koji su djeljivi brojem 18 ima 112, jer je 2 019 : 18 = 112 i ostatak 3.
Brojeva koji su djeljivi brojem 30 ima 67, jer je 2 019 : 30 = 67 i ostatak 9.
Brojeva koji su djeljivi brojem 45 ima 44, jer je 2 019 : 45 = 44 i ostatak 39.
Brojeva koji su djeljivi brojem 90 ima 22, jer je 2 019 : 90 = 22 i ostatak 39.

336 +224 + 134 — (112 + 67 +44) + 22 =694 — 223 + 22 =493
Prirodnih brojeva koji su manji ili jednaki 2 019, a koji su djeljivi brojevima 6, 9 ili 15 ima 493.
Trazenih brojeva tada ima 2 019 —493 =1 526.

Prirodnih brojeva koji su manji ili jednaki 2 019, a koji nisu djeljivi s niti jednim od brojeva 6,91 15
ima 1 526.

Drugi nadin:
Neka je S skup brojeva koji su djeljivi brojem 6, D skup brojeva koji su djeljivi brojem 9, a P skup
brojeva koji su djeljivi brojem 15.

Brojeva koji su djeljivi brojevima 6, 91 15,
odnosno koji su djeljivi s V(6, 9, 15) = 90
ima 22, jer je 2 019 : 90 = 22 i ostatak 39.

Brojeva koji su djeljivi brojevima 6 i 9,
odnosno koji su djeljivi s V(6, 9) = 18 ima
112,jerje 2 019 : 18 = 112 i ostatak 3.

112=22+90
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Brojeva koji su djeljivi brojevima 9 i 15,
odnosno koji su djeljivi s V(9, 15) =45 ima
44, jer je 2 019 : 45 = 44 i ostatak 39.

44=22+22

Brojeva koji su djeljivi brojevima 6 i 15,
odnosno koji su djeljivi s V(6, 15) =30 ima
67,jerje 2 019 : 30 = 67 i ostatak 9.

67=22+45

Brojeva koji su djeljivi brojem 6 ima 336, jer
je 2019 : 6 = 3361 ostatak 3.

336=22+45+90+179

Brojeva koji su djeljivi brojem 9 ima 224, jer
je 2 019 : 9 =224 1 ostatak 3.

224=22+90+22+90
Brojeva koji su djeljivi brojem 15 ima 134,
jerje 2019 :15=1341 ostatak 9.

134=22+45+22+45

Brojeva koji nisu djeljivi s niti jednim od brojeva 6, 91 15 ima
2019-(22+90+22+45+179+90+45)=2019 -493 =1 526.

od prvoga, trec¢i ¢lan za 3 veci od drugoga, Cetvrti ¢lan za 4 veci od trecega, peti ¢lan za 5 veéi od

cetvrtoga i tako dalje, pa vrijedi:

- prvi redak tablice zavrSava brojem 1,

. Posljednji brojevi u svakom retku ¢ine niz: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28,... u kojem je drugi ¢lan za 2 veci

- drugi redak tablice zavrSava brojem 1 +2 =3,

- treci redak tablice zavrSava brojem 1 +2 + 3 =6,

- Cetvrti redak tablice zavrSava brojem 1 + 2 + 3 + 4 = 10,
- petiredak tablice zavrSava brojem 1 +2+3+4+5=15, ...

Opcenito, n-ti redak tablice zavrsava brojem 1+2+3+4+...+n=

Za n = 44 dobivamo n-(n+1) = 44-45

_n(n+1)

=22-45=990.
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Za n =45 dobivamo n-(n+l) _45:46

=45-23=1035.

Prema tome, broj 1000 se nalazi u 45. retku tablice koji zapocinje brojem 991, a zavrSava brojem
1 035, pa treba izraCunati zbroj 9914992 +993+...+1035.

Slijedi:

99149924993 +...+1035=1+2+3+...+1035— (1+2+3+...4+990)

_1035-1036  990-991
2

=536130-490 545 =45 585.

=1035-518-495-991



DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
28. —30.0zujka 2019.

7. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Oznacimo redom s x, y, z svotu novca koju je ustedio prvi, drugi i tre¢i od prijatelja.
Ukupnu ustedenu svotu trojice prijatelja oznacimo s k.
Tada iz uvjeta zadatka mozemo odnose zapisati kao jednadzbe:

xX+y+z=k
XY 2 2160
52 25

XY 040

2 4
22 i 2 2160 /-10
5 2 25

XXy Eo040 /12
2 4 3

2x+5y+4z=1600
6x+3y+4z=2880

Zbrajanjem tih jednadzbi dobije se:
8x+8y+8z=4480

= 8(x+y+2)=4480
=>x+y+z=560

Iznos ustedevine trojice prijatelja iznosi 560 kuna.

2. Prvi nacin:
Pogledajmo koliko ima uredenih parova prirodnih brojeva (a, b), tako da zadovoljavaju uvjete
zadatka.
Ako je a =1, tada b moze poprimiti vrijednosti 1,2, 3, ...,2 017.
Ako je a =2, tada b moze poprimiti vrijednosti 1, 2, 3, .. ., 2 016.

Ako je a=2017, tada b moze poprimiti samo vrijednost 1.

Dakle uredenih parova (a, b), pri ¢emu su a i b prirodni brojevi ima:
1+2+-~+2017=%22017=2035153

Pogledajmo koliko ima uredenih parova (a, b) koji zadovoljavaju uvjete zadatka, gdje su a i b cijeli

brojevi razli¢iti od nule.

Iz uvjeta |a| + |b| <2019 slijedi da svakom uredenom paru prirodnih brojeva (a, b), koji zadovoljava

uvjet zadatka mozemo pridruziti i uredene parove cijelih brojeva oblika (a, —b), (—a, b), (—a,—b)
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koji zadovoljavaju uvjete zadatka.
Uredenih parova cijelih brojeva (a, b), gdje su a i b cijeli brojevi razli¢iti od nule ima
4-2035153=8140612.

Ostalo je jos prebrojati uredene parove (a, b), u kojima je barem jedan od ¢lanova jednak nuli.
Ako je a = 0, tada prema uvjetu zadatka slijedi |b| <2019.

Cijelih brojeva b koji zadovoljavaju taj uvjet ima 2-2018+1=4037.

Analogno ako je b= 0.
Uredenih parova cijelih brojeva (a, b), u kojima je barem jedan od ¢lanova jednak nuli ima
4037+4037-1=8073 (ureden par (0, 0) smo brojali 2 puta).

Ukupno ima 8140612 +8 073 =8148 685 uredenih parova cijelih brojeva (a, b) s trazenim

svojstvom.

Napomena: Drugi nacin prebrojavanja uredenih parova cijelih brojeva (a, b) u kojima je
barem jedan od ¢lanova jednak nuli:

Ako je a =0, cijelih brojeva b # 0, a koji zadovoljavaju zadanu nejednakost, ima
2-2018= 4036.

Analogno ako je b = 0, cijelih brojeva a # 0, a koji zadovoljavaju zadanu nejednakost, ima
2-2018= 4036.

Postoji i jedan uredeni par (@, b) u kojem su oba ¢lana jednaka nuli.

Uredenih parova cijelih brojeva (a, b), u kojima je barem jedan od ¢lanova jednak nuli ima:
4036+4036+1=8073.

Drugi naéin:
Ako je a =0, tada b moze poprimiti vrijednosti —2 018, —2 017, ... ,2 017, 2 018, .

za a = 0 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatka ima 2 - 2 018 + 1.

Ako je a =1, tada b moze poprimiti vrijednosti —2 017, —2 016, ... ,2 016, 2 017, .

za a = 1 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatka ima 2 - 2 017 + 1.

Ako je a = —1, tada b moze poprimiti vrijednosti —2 017, —2 016, ... ,2 016,2 017, tj. za
a = —1 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatka ima 2 - 2 017 + 1.

Ako je a =2, tada b moze poprimiti vrijednosti —2 016, —2 015, ... , 2 015, 2 016, tj. za
a =2 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatka ima 2 - 2 016 + 1.

Ako je a = —2, tada b moze poprimiti vrijednosti —2 016, —2 015, ... ,2 015, 2 016, tj. za

a = —2 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatka ima 2 - 2 016 + 1.

Ako je a=2 017, tada b moze poprimiti vrijednosti —1, 0, 1, tj.

za a =2 017 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatka ima 2 - 1 + 1.

Ako je a = —2 017, tada b moze poprimiti vrijednosti —1, 0, 1, tj.

za a = —2 017 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatka ima 2 - 1 + 1.

Ako je a=2 018, tada b moze poprimiti samo vrijednost 0, tj.
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za a =2 018 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatka ima 2 - 0 + 1.

Ako je a=—2 018, tada » moze poprimiti samo vrijednost 0, tj.

za a = —2 018 uredenih parova koji zadovoljavaju uvjet zadatkaima 2 - 0 + 1.

Ukupno, takvih uredenih parova cijelih brojeva ima:
(2:2018+1)+2-((2:2017+1)+(2:2016 +1)+...+(2-1+1)+(2-0+1))
=2-2018+1+2-(2:(2017+2016+...+1)+2018-1)

2017-2018

=2-2018+1+2(2 +2018)

=2-2018+1+2-(2017-2018+2018)
=2-2018+1+2-2018-(2017+1)
=2-2018+1+2-2018-2018
=2-2018-(1+2018)+1
=2.2018-2019+1

=8 148 685

. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je viSe crvenih tocaka.

Dakle, medu 21 to¢kom, barem ih je 11 crvenih.
Razlikujemo dva slucaja:

1) Postoji stupac s 3 crvene tocke.
Kako preostalih 8 crvenih toc¢aka treba rasporediti u 6 stupaca, postoji

barem jedan stupac u kojemu su dvije crvene tocke. Te su dvije crvene
tocke, zajedno s crvenim tockama na odgovaraju¢im pozicijama iz
stupca s 3 crvene tocke, vrhovi pravokutnika.

Na primjer:

2) Ne postoji stupac s 3 crvene tocke.

To znaci da 11 crvenih to¢aka treba rasporediti u 7 stupaca s maksimalno dvije crvene toc¢ke pa
zakljucujemo da postoje barem 4 stupca s po dvije crvene tocke. U svakom od ta 4 stupca dvije
crvene tocke mogu zauzeti 3 razliite pozicije (prvi i drugi redak, prvi i tre¢i redak ili drugi i treci
redak), stoga postoji barem jedan raspored s odgovarajuc¢im pozicijama crvenih tocaka koje su
vrhovi pravokutnika.

Na primjer:
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4. Oznacimo na slici visinu E trokuta A4ABC na stranicu R‘ 1 visinu ﬁ trokuta AMNC na

stranicu NC . S
Dobiveni pravokutni trokuti AADC i AMEC imaju
zajednicki kut pri vrhu C pa su prema poucku K-K
slicni i vrijedi |AC|:|MC| =|4D|:|ME|.

Kako je [AM|:[MC|=1:m, vrijedi

|AC|:|MC| =(1+m):m pa je omjer duljina visina
trokuta AADC 1 AMEC jednak

|AD|:|ME| = (1+m): m, odnosno @:M
|ME|  m

Nadalje, kako je |BN|:|NC|=1: n, omjer duljina stranica BC i NC trokuta AABC i AMNC
jednak je|BC|:[NC| =(1+n): n, odnosno

[BC] _ (1+n)
|NC| oon
, |BC|-|4D| INC|-|ME| . .
Kakoje P, =——— , Pype =————— ivrijedi B, P, =21, ondaje
(18- 4D): (Nl sl =2:1

ili

[BC-|4D| _|BC| |4D] _

INC|-|ME| ~ |NC| |ME|
Stoga vrijedi:

l+n 1+m _5
n m

(1+n)-(l+m)=2nm
l+m+n+nm=2nm
nmm—n—m=1
nmm—n—m+1=1+1
n(m—l)—(m—1)=2

(m-1)(n-1)=2

Budu¢i da su m i n prirodni brojevi, imamo dvije mogucnosti:
m—1=1in—-1=2 i m—1=2in-1=1.

Konacno, trazeni brojevisu m=2in=3 ii m=3in=2.

Napomena 1: Jednadzba nm —n—m =1 moze se rijesiti i na ovaj nacin:
nmm—-—m=1+n
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m(n—1)=1+n
1+n n-—-1+2 2
m= = =1+
n—1 n-—1 n—1

Da bi m bio prirodni broj, n — 1 mora biti prirodni broj i djelitelj broja 2.
Prema tome, n — 1 moZe biti 1 ili 2 odnosno » moze biti 2 ili 3.

Broj m moze biti, redom u ovisnosti o #, 3 ili 2.

Konacno, trazeni brojevisu m=2in=3 ili m=3in=2.

Napomena 2: RjesSenje ne ovisi o vrsti trokuta tj. o vrsti unutarnjeg kuta s vrthom 4.

No, ukoliko je zadatak rjeSavan na nacin da se promatraju visina BD trokuta A4BC na stranicu

AC ivisina NE trokuta AMNC na stranicu M_C, rjeSenje se dobije analogno uz odgovarajuce
oznake.

Oznaéimo na slici visinu BD trokuta A4BC na stranicu AC i visinu NE trokuta AMNC na
stranicu MC.

Dobiveni pravokutni trokuti ABCD i ANCE imaju zajednicki kut pri vrhu C pa su prema poucku
K—K sliéni i vrijedi |BC| : |NC| = |BD| : |NE| .

Kako je |[BN|:|NC|=1:n, vrijedi |BC|:|NC| = (1+n): n, pa je omjer duljina visina trokuta

ABDC i ANEC jednak |BD|:|NE| =(1+n):n , odnosno B0 _(1+n) :

INE|  n
Nadalje, kako je |AM|:|MC|=1:m, omjer duljina stranica AC i MC trokuta AABC i AMNC
jednak je| AC|:|MC|=(1+m): m, odnosno

|4c] _ (1+m)
|MC| oom
Kako je P, .. =w s P :w ivrijedi P, : Pyne =2:1, onda je
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(cl-{Bot):aach | v) =21
ili
|[4C|-[BD] _|aC| |BD| _
|MC|-|NE|  |mc| |NE|

Stoga vrijedi:
l+m 1+n
— =
(1+m)-(1+n)=2mn

l+n+m+mn=2mn

2

mn—n—m=1
mn—n—m+1=1+1
n(m—l)—(m—1)=2

(m-1)(n-1)=2

Buduéi da su m i n prirodni brojevi, imamo dvije moguénosti:
m—-1l=1lin—-1=2 ili m-1=21in-1=1.
Konacno, trazeni brojevisu m=2in=3 ili m=3in=2.

5. Prvi nacin:

Vrijedi da je |LACB| = |LADB| =60° jer su to obodni kutovi nad tetivom AB i

| £CDA|=| £CBA|=60° jer su to obodni kutovi nad tetivom AC.

Slijedi da je | ZCDB|=120°.

Napomena: Veli¢ina ZCDB moze se odrediti i iz Cinjenice da je ¢etverokut ABDC tetivni pa je
zbroj veli¢ina nasuprotnih kutova jednak 180°. Iz ¢ega slijedi da je |4CDB| =120°.

Neka je E tocka duzine AD takva da je |DE|=|DB| .

Trokut ADEB je jednakostranican jer ima dvije sukladne stranice i kut veli¢ine 60° izmedu njih.
Trokuti AABE i ACBD su sukladni prema poucku S-S—K jer je |BD| =|BE| (stranice

jednakostrani¢nog trokuta ADER),

AB|=|BC| (stranice jednakostrani¢nog trokuta A4BC) i
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|4 CDB| = |4AEB| =120" ( LAEB je vanjski kut jednakostrani¢nog trokuta ADERB).
Posljedica te sukladnosti je zakljucak da je |4E|=|CD].
Dakle, |4D|=|4E|+|ED|=|CD|+|BD|.

Drugi nadin:

Nacrtajmo duzinu AD i na njoj ozna¢imo togku N tako da je |DC| =|DN].

Kako su ZADCi ZABC obodni kutovi nad istom tetivom AC, vrijedi |LADC| =60°, paje ANDC
jednakostrani¢an.

Analogno, na AD oznagimo tocku M tako da je |DB| =|DM|. Kako su £4DB i ZACB obodni
kutovi nad istom tetivom 4B, vrijedi |£4DB| =60° pajei AMBD jednakostranian.

Produljimo duzinu MB preko tocke M do sjecista s kruznicom & i oznacimo sjeciste s P.

|£BPC| = 60° jer je to obodni kut nad tetivom BC .

|£DMP| =120° jer je to vanjski kut jednakostrani¢nog trokuta AMBD .

Veli€ine triju unutarnjih kutova ¢etverokuta MDCP su 60°, 120° 1 60° pa je |LDCP| =120°.

Kako su nasuprotni kutovi tog cetverokuta sukladni, zakljuujemo da je MDCP paralelogram iz Cega
slijedi | DC| = |MP|.

Kako je /BPA obodni nad tetivom 4B (kao i ZACB) , vrijedi |/BPA| = 60°.

Nadalje,
Slijedi |MP| =|MA4|.

DN|=|DC] = |17t =[ 24

LAMP| = 60°jer je vrsni kut kuta Z/BMD pa je i AAMP jednakostranican.

,paje |AD| =|AM|+|MD| =|CD|+|DB, to je trebalo pokazati.

Konacno,




DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
Porec, 28. - 30. travnja 2019.

8. razred - rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

C Ay A A

Neka su a, b i ¢ standardne oznake za duljine stranica pravokutnog trokuta ABC.
Vrijedi Pitagorin poucak

a*+ b =c? (1)
Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutan trokut A;BC, sa duljinama stranicaa, b+ 7ic + 5,
dobivamo:

a*+(b+7)=(c+5)> )
Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutan trokut 4,8C, sa duljinama stranica a, b—41ic -2,
dobivamo:

a*+(b—472=(c-2)> 3)
Nakon kvadriranja binoma dobivamo sustav jednadzbi:
a’+b’=c’ (1%)
a*+b>+14b+49 =c* +10c +25 (2%)
a’+b*—8b+16=c’—4c+4. (3%)

Iz prvih dviju jednadzbi, oduzimanjem (1*) od (2*), ili supstitucijom ¢* = a* + b* dobije se
14b—10c=-24/:2

7b—5¢c=-12. 4
Iz prve i tre¢e jednadzbe, na sli¢an nacin dobije se
—8b+4c=-12/:4
—2b+c=-3. ®)]

Sada se iz sustava jednadzbi (4) i (5) izracunaju b i c:
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76—5¢=-12
—2b+c=-3/5

76—5¢=-12
—10b+5¢=-15

-3b=-27=b=9cm.
Iz (5) slijedi: ¢=2b-3=18-3=15cm.
Tadaje a’ =15 -9 =225-81=144=a=12cm.

Povrsina trokuta ABC jednaka je: P = %b = % =54 cm?.

2. Prvi nacin:
Razmotrimo sve moguce varijante parnosti brojeva m, n, p.

1. moguénost:
Jedan od tih brojeva je neparan, a druga dva parna.
Kvadrat neparnog broja je neparan, a parnog broja paran, pa je lijeva strana neparna.
Na desnoj strani su svi pribrojnici parni jer je umnozak neparnog i parnog, kao i parnog i parnog,
parni broj.
Dakle, ovakva je moguénost iskljucena.

2. mogu¢énost:
Jedan od brojeva je paran, a druga dva neparna.
Kvadrati neparnih brojeva su neparni, a njihov zbroj je paran, pa je lijeva strana parna.
Na desnoj strani su tri pribrojnika parna, a samo jedan neparan (umnozak dvaju neparanih
brojeva). Stoga je cijeli zbroj neparan.
Time je i ta mogucnost iskljucena.

3. mogucénost:
Sva su tri broja parna. Brojeve mozemo zapisati u obliku m = 2a, n = 2b i p = 2¢ pa jednakost
poprima oblik:

(2a)’ +(2b)" +(2¢)’ =4ab +4ac+4bc +50
4(a® +b* +c*)=4(ab+ac+bc+12)+2
Lijeva strana je djeljiva s 4, a desna pri dijeljenju s 4 ima ostatak 2, Sto iskljucuje i ovu jednakost.
4. moguénost:

Sva su tri broja neparna. Brojeve mozemo zapisati u oblikum=2a+ 1,n=2b+1,p=2c+ 11
jednakost poprima oblik:

(2a+1)" +(2b+1)’ +(2c+1) =(2a+1)(2b+1)+(2a+1)(2c+1)+(2b+1)(2¢+1)+50
4a’ +4a+1+4b° +4b+1+4c” +4c+1=4ab+2a+2b+1+4ac+2a+2c+1+4bc+2b+2c+1+50
4@’ +a+b*+b+c” +c)+3=4(ab+ac+bc+a+b+c+13)+1

Lijeva strana pri dijeljenju s 4 ima ostatak 3, a desna 1, $to konacno iskljucuje i ovu mogucénost.
Dakle, ne postoje prirodni brojevi m, n 1 p koji zadovoljavaju zadanu jednakost.

Drugi nadin:
Najprije pomnozimo zadanu jednakost s 2:
2m’ +2n° +2p° =2mn+2np+2pm+100.

Sada to mozemo malo drugacije zapisati kao:
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m* =2mn+n’>+n° =2np+ p*> + p> —2pm+m* =100,
(m—n)2+(n—p)2+(p—m)2=100. (1)
Uvedemo li oznake x° = (m—n)2 .y =(n —p)2 2 =(p —m)2 , izraz (1) zapisujemo kao
x*+y*+2°=100.
Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je x* > y* > z*.

Analizirajmo moguénosti:

2 2, .2 2 2 2

x y tz y y z
0 (ne moze jer bi vrijedilo n = p 1 p = m, pa bi bilo

1
00 0 0 0 m = n, §to je u suprotnosti s tim da je x> = 100)

16 3 (nije kvadrat prirodnog broja)

1 1 < .
8 ? <16 <9 | ne moze jerje y* >z’

0 (ne moze jer bi bilo p = m, pa bi prema tome
vrijedilo y* = (n — m)?, a kako je x> = (m — n)?,

36 A y R

znacilo bi da je y* = x?, §to ne vrijedi jer je

64 36 <36 x*=64,a)*=36)

25 11 (nije kvadrat prirodnog broja)

<16 | ne mozejerje y* >z’

49 2 (nije kvadrat prirodnog broja)

49 51 < 49 36 15 (nije kvadrat prirodnog broja)
<25 | ne moze jer y* >z’
<36 36 28 (nije kvadrat prirodnog broja)
36 64 jer x>y’ <25 | ne moze jerje y* >z’
25 <25 <25 ne moze jer bi zbroj iznosio najvise 75

Time smo zakljucili da ne postoje brojevi m, n i p koji zadovoljavaju zadanu jednakost.

3. Prvi na¢in:
Vrijedi 50=2-5.
Svaki broj u tablici napiSimo kao 1 ili kao umnozak prostih faktora.
Najprije u svako polje tablice upisimo broj 1, a potom ¢emo neke od tih brojeva pomnoziti
djeliteljima broja 50 ve¢im od 1. U takvom zapisu, faktor 2 mora biti upisan u to¢no jednom polju u
svakom retku i u to¢no jednom polju u svakom stupcu i to mozemo ucinitina 3-2-1=6 nacina.
Nadalje, u takvom zapisu, faktor 5 mora biti ukupno upisan tocno dvaput u svakom retku i tocno
dvaput u svakom stupcu. Razlikujemo tri moguénosti:
(i) u svakom retku i u svakom stupcu faktor 5° =25 ¢e biti napisan u to¢no jednom polju; takvih je
moguénosti 3-2-1=6.
(i1) u svakom retku i u svakom stupcu faktor 5 ¢e biti napisan u tocno dva polja; i takvih moguénosti
ima 3-2-1=6.
(iii) u jedno polje je upisan broj 25, a u Cetiri polja koja se ne nalaze u onim retcima i stupcima u
kojem je 25, upisan je broj 5. Takvih rasporeda ima 9.
Dakle, za upisivanje faktora 5 imamo 6+ 6+9 =21 moguc¢nost.
Ukupno, broj razli¢itih nacina za upisivanje brojeva u tablicu koji zadovoljavaju uvjete zadatka je

6-21=126.
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Drugi nadin:
Iz rastava 50 =2-5% se moze zaklju¢iti da u svakom retku i stupcu imamo jedan od sljedeéa &etiri
rastava tri broja ¢iji je umnozak 50; to su

(1 1-1-50,

(i) 1-2-25,

(i) 1-5-10,

(iv) 2-5-5.
Najprije, moguce je da u svakom stupcu i retku imamo uvijek isti rastav.
Zatim, uz rastav (i) u jednom retku i stupcu, moguce je imati samo dva rastava (ii) ili dva rastava (iii)
u preostalim retcima i stupcima. Ako u niti jednom retku i stupcu nemamo rastav (i), onda preostaju
samo moguénosti da u retcima i stupcima imamo dva rastava (iii) i jedan rastav (iv) ili po jedan rastav
(i1), (iii) 1 (iv).
Zato se tablica moze ispuniti isklju¢ivo na sljedece nacine:

1) U svakom retku i stupcu je jedan broj 50 i dva broja 1. Broj takvih rasporeda je 3-2-1=6.

2) U svakom retku i stupcu je jedan broj 2 i dva broja 5. Broj takvih rasporeda je 3-2-1=6.

3) U svakom retku i stupcu su brojevi 25, 2 i 1. Broj takvih rasporeda je 6-2-1=12.

4) U svakom retku i stupcu su brojevi 10, 51 1. Broj takvih rasporeda je 6-2-1=12.

5) U jednom je polju broj 50, u dva polja u retku i dva polja u stupcu sa 50 je broj 1, a u preostala

Cetiri polja su dva broja 10 i dva broja 5. Kako je 10 i 5 moguce upisati na dva nacina, a 50
moze biti na 9 mjesta, broj ovakvih rasporeda je 9-2=18.

5011 1 50| 1 1
1 10| 5 1| 5]10
1 |5 1]10 1 10| 5

6) U jednom je polju broj 50, u dva polja u retku i dva polja u stupcu sa 50 je broj 1, a u preostala
Cetiri polja su dva broja 25 i dva broja 2. Kako je 25 i 2 moguce upisati na dva nacina, a 50
moze biti na 9 mjesta, broj ovakvih rasporeda je 9-2=18.

50| 1 1 50 | 1 1
1 |25 2 1|2 1]25
1|2 ]25 1 125 2

7) U jednom je polju broj 2, u dva polja u retku i dva polja u stupcu sa 2 je broj 5, a u preostala
Cetiri polja su dva broja 101 dva broja 1. Kako je 10 i 1 moguce napisati na dva nacina, a 2 moze
biti na 9 mjesta, broj ovakvih rasporeda je 9-2=18.

2155 2155

5110 1 51110
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8) U jednom je polju broj 25, a u retku i stupcu s njim 1 1 2, koji se mogu rasporediti na Cetiri
nacina. Ostala Cetiri polja su jednozna¢no odredena: u polju gdje se sijeku 111 je broj 10, au
ostala tri broj 5:

250 1 | 2 250 1 | 2 251 2 | 1 251 2 | 1
1 110 5 215 |5 11510 21 5|5
21 5]5 1 110 5 21 5]5 11510

Buduc¢i se broj 25 moze staviti na 9 mjesta, broj ovakvih rasporeda je 9-4=36.

To su sve mogucnosti.
Ukupan broj rasporeda jednak je 6-2+12-2+18-3+36=126.

4. Prvi nadin:
Neka je

\/x—4\/x—4 +\/x+4\/x—4 =n.
S obzirom da su i s lijeve i s desne strane jednadzbe nenegativni brojevi, kvadriranjem se dobiva

ekvivalentna jednadzba:

x—4\/xT4+2\/(x—4\/E)(x+4\/x—_4)+x+4\/x—_4=712
2x+2\/(x—4x/xT4)(x+4\/xT4) =n’
A/W(x—él):n2 —-2x

2

\/x2—16x+64=%—x

2
(x—8)2 =%—x

Za 4<x<8 je \J(x—8)’ =—(x—8),aza x>8 je /(x—8)* =x—8, §to mozemo zapisati kao

2
|x—8|=%—x.

Za 4 < x <8 zato vrijedi:

2
8—x=n——x

2

g1

2

n* =16

n=4

Dakle, za prirodne brojeve x =4, 5, 6,7, 8 vrijednost zadanog izraza je prirodan broj 4.
Za x> 8 je:

x-8="_x
2

2
T _2x-8
2
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n’=4x-16

n* =4(x—4)
Prirodni broj x — 4 mora biti potpuni kvadrat pa piemo x—4=¢>, pri ¢emuje x—4>9-4=5,
tejezato t>3.
Dakle, za prirodne brojeve x > 8, rjeSenje je parametarsko x =¢> +4, pri éemu je ¢ >3 prirodan

broj.

Drugi nadin:
Neka je

n=\/x—4m+\/x+4\/xT4.

Tada je

n=vx—4-dx—d+4+\x—4+4/x_4+4
= (V7 -2) s+ (Veawa) =[Nra-2s]ra+2].

Vrijedi Vx—4-2>02za x>8 i yx—4-2<0 za 4<x<8,dokje Vx—4+2>0 zasvaki x>4.
Zato je,za 4<x <8,

n=—x—4+2+Jx-4+2=4,

aza x>8 je

n=Jx—-4-2+Jx-4+2=2/x-4.
S obzirom da je za 4 < x <8 broj n uvijek prirodan broj 4, trazeni brojevi u tom intervalu su
x=4,5,6,7,8.
Potrebno je jo§ naci sve prirodne brojeve x > 8 za koje je n= 2Jx—4 takoder prirodan broj.
Slijedi n* =4(x—4).
Prirodni broj x — 4 mora biti potpuni kvadrat pa pisemo x—4=¢>, pri emuje x—4>9-4=5,
teje zato £t >3.
Dakle, za prirodne brojeve x > 8, rjeSenje je parametarsko x=¢"+4, pri éemu je ¢ >3 prirodan

broj.
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Neka je tocka S sjeciste dijagonala kvadrata ABCD. To¢kom S nacrtan je bilo koji pravac m.
Ozna¢imo redom to¢kama M, N, P i R noziSta okomica nacrtanih vrhovima 4, B, C, D kvadrata na
pravac m.

Pogledajmo pravokutne trokute ADNS i ABPS. Budu¢i da vrijedi |DS| = |BS| i |4DSN | = |4BSP|
(vr$ni kutovi) i |LDNS| = |ABPS| =90° to su prema poucku K—S—K ta dva trokuta sukladna te slijedi
daje |[DN|=|BP|=y.

Pogledajmo pravokutne trokute AASM i ACSR. Buduc¢i da vrijedi |AS| = |CS| i |4ASM | =|4CSR|
(vr$ni kutovi) i |LAMS| = |4CRS| =90° to su prema poucku K—S—K ta dva trokuta sukladna te
slijedi da je |AM|=|CR|=x.

Pogledajmo pravokutne trokute AASM i ABPS. Buduci da vrijedi |AS|=|BS| i |£4SM|=|2SBP|
(kutovi sa okomitim kracima) i |£AMS|=|ZBPS|=90° to su prema poucku K-S—K ta dva trokuta
sukladna te slijedi da je |4M|=|SP|=x.

Neka je dijagonala |BD|=|AC|=d =2 . Primjenom Pitagorinog poucka na trokut ABPS dobijemo

2
ISP" +|BP|" =|SB] = x>+ y* = (%j

t.

Tada je
|AM[" +|CR[ +|DN[ +|BP[ =x*+ x>+ y* +)” =2(x* +y*) =1.



