DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
Porec, 29. ozujka 2019.

Zadatak A-1.1.

Ana i Vanja stoje zajedno kraj zeljeznicke pruge i ¢ekaju da prode vlak koji vozi stalnom
brzinom. U trenutku kad prednji kraj vlaka dode do njih, Ana krene stalnom brzinom u
smjeru kretanja vlaka, a Vanja istom brzinom u suprotnom smjeru. Svaka od njih se zaustavlja
u trenutku kad straznji kraj vlaka prode kraj nje. Ana je ukupno prosla 45 metara, a Vanja 30
metara. Koliko je dugacak vlak?

Prvo rjeSenje.

Uoc¢imo, Ana je prosla 45— 30 = 15 metara vise od Vanje, a dok je Ana prolazila tih 15 metara,
vlak je prosao 45 4 30 = 75 metara.

Prema tome, brzina vlaka je % = 5 puta veca od brzine hoda.
Uoc¢imo, dok je Vanja hodala 30 metara, vlak je za to vrijeme prosao 30 -5 = 150 metara.

Buduéi da je Vanja pocela hodati u trenutku kad je prednji kraj vlaka prosao kraj nje, a
zaustavila se kad je straznji kraj prosao, te da je hodala u suprotnom smjeru, ukupna duljina
vlaka je 150 + 30 = 180 metara.

Drugo rjeSenje.

U trenutku kada straznji kraj prode Vanju, obje su prosle jednak put od 30 metara, odnosno
ukupna udaljenost izmedu njih u tom trenutku je 60.

S druge strane, buduc¢i da su obje pocele hodati u istom trenutku i istom brzinom, u trenutku
kad straznji kraj vlaka prode Vanju, ispred Ane je proslo % = % vlaka.

Prema tome, izmedu njih je é vlaka, a duljina te tre¢ine je 60 metara. Iz toga slijedi da je

duljina vlaka 3 - 60 = 180 metara.

Trece rjesenje.

Oznacimo s [ duljinu vlaka, s v brzinu vlaka, a s h brzinu hoda.

Ana je prosla 45 metara u % vremena. S druge strane, vlak je za to vrijeme prosao [ + 45

metara brzinom v, pa vrijedi

[+45 45 v 1445
= —, odnosno — = ——.

) h h 45

Sli¢no, Vanja je prosla 30 metara u 32 vremena, a vlak je za to vrijeme prosao [ — 30 metara,

h
pa vrijedi

[ — 30 30 d v [ — 30
=" odnosno — = ——.
v h’ h 30
[+45 130

Izjednacavanjem tih jednakosti imamo , odakle slijedi [ = 180 metara.

45
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Zadatak A-1.2.

U pravokutnom trokutu duljine svih stranica su prirodni brojevi, a polumjer upisane kruznice
iznosi 4. Odredi sve moguce vrijednosti duljina kateta tog trokuta.

Prvo rjeSenje.

Oznacimo katete pravokutnog trokuta s a i b, hipotenuzu s ¢ te radijus upisane kruznice s r.
[zjednacavanjem formula za povrsinu pravokutnog trokuta dobivamo

T.a—l—b—l—c:P:aib
2 2

ab — 4a — 4b = 4c.
Kvadriranjem zadnje jednakosti, pa primjenom Pitagorinog poucka dalje slijedi

(ab — 4a — 4b)? = 162

(ab — 4a — 4b)* = 16a” + 16b°
a’b* — 8a®b — 8ab® + 32ab = 0
ab(ab — 8a — 8b + 32) = 0.

Kako su a i b stranice trokuta, moraju biti pozitivne pa zadnju jednakost mozemo podijeliti s
ab te dobivamo jednadzbu
ab—8a —8b+32=0, (1)

koju faktoriziranjem mozemo zapisati u obliku
(a—8)(b—8) = 32.

Kako su a i b cjelobrojni, zakljucujemo da brojevi a — 8 i b — 8 moraju biti djelitelji broja 32.
Preostaje provjeriti 12 mogucnosti, od kojih njih 6 mozemo preskociti uz pretpostavku da je a
manji od b. Dakle, promatramo mogucénosti:

a—8=—32 a—8=1
a—8=-16 a—8=2
a—8=-—8 a—8=4

Uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu i uzimajuéi u obzir da a mora biti pozitivan zaklju¢ujemo
da sljedeci parovi kateta zadovoljavaju uvjete zadatka

(9,40), (10,24), (12, 16), (16, 12), (24, 10), (40, 9).

ab

Za svaki taj par, izracunamo c koriste¢i Pitagorin poucak, te provjerimo da je aibre 4
a c
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Drugo rjeSenje.

Oznacimo katete pravokutnog trokuta s a i b, hipotenuzu s ¢ te radijus upisane kruznice s r.
Neka su A’ B’, C" diraliSta upisane kruznice sa stranicama a, b, ¢, redom te neka je S srediste
upisane kruznice.

Uocimo da cetverokut C'A’SB’ ima tri prava kuta i dvije stranice jednake, jer su to radijusi

upisane kruznice, pa zakljucujemo da je CA'SB’ kvadrat sa stranicom duljine r. Njegova

povrsina je P, = r2.

Trokuti AC'S i AB'S su sukladni (po S—S—K poucku o sukladnosti, jer su oba pravokutni, dijele
r(b—r)

hipotenuzu i oba imaju jednu katetu r) pa je njihova ukupna povrsina P, = 2- =5~ =r(b—r).

Analogno pokazemo da ukupna povrsina trokuta BC'S i BA'S iznosi P3 = r(a — r).
Za povrsinu trokuta ABC' vrijedi P = P, + P, + P3 i formula za povrsinu pravokutnog trokuta
je P = %b, pa izjednac¢avanjem dobivamo

C;b:42+4(a—4)+4(b—4)

ab —8a — 8b+ 32 = 0.
Bududi da smo dobili jednadzbu (1) dalje postupamo kao u prvom rjesenju.

Trece rjesenje.

Oznacimo katete pravokutnog trokuta s a i b, hipotenuzu s ¢ te radijus upisane kruznice s r.
Neka su A’, B’, (" diraliSta upisane kruznice sa stranicama a, b, ¢, redom te neka je S srediste
upisane kruznice.

Uoc¢imo da Cetverokut C'A’SB’ ima tri prava kuta i dvije stranice jednake, jer su to radijusi
upisane kruznice, pa zakljuéujemo da je C'A’SB’ kvadrat sa stranicom duljine 7.

Trokuti AC'S i AB'S su sukladni (po S—S—K poucku o sukladnosti, jer su oba pravokutni, dijele
hipotenuzu i oba imaju jednu katetu r) pa je |[AC'| = |AB'| =b—r.

Analogno pokazemo da su trokuti BC'S i BA'S sukladni te da vrijedi |BC'| = |BA'| =a — .
Ovime smo pokazali da je ¢ = a+b—2r = a+b—38, pa primjenom Pitagorinog poucka dobivamo
(a+b—8)%=a”+b*
64 + 2ab — 16a — 16b = 0
ab—8a—8b+32=0

Buduéi da smo dobili jednadzbu (1) dalje postupamo kao u prvom rjesenju.

Zadatak A-1.3.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 1. Dokazi da vrijedi

1+ 9a? 1+ 9p? 1+ 9¢?

4
It 2at 202122 " 142b 122 +2a2 1+ 2c 1 2a2 1 202
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Rjesenje.
Brojevi a, b i ¢ su pozitivni i vrijedi a + b+ ¢ = 1, pa se svi moraju nalaziti u intervalu (0, 1).
Iz toga slijedi da je a®? < a, b> < bic® < c.

Stoga je
1+ 9a? _ 1+ 9a®
1+ 2a+ 2%+ 2c¢2 1+ 2a2+ 202 + 2¢%’
i analogno
1+ 9v? 1+ 9v? . 1+ 9¢? 1+ 9¢?

< < .
14+2b4+2c242a> 14 2a%+ 26> 4+ 2¢2 ' 142c+2a%+ 20> 1+ 2a%+ 2b% 4+ 2¢2
Uz oznaku S = a® + b? + 2, zbrajanjem gornjih nejednakosti dobijemo

1 + 9a? N 1+ 9p? N 1+ 9¢c2 <3+9S
14+2a+202+2¢2  14+20+2c2+2a2 1+2c+2a%2+202  1+2S°

Buduéi da je S = a? +0* +c* < a+ b+ c =1, slijedi

3498 <4+8S_
1425 1425

Konacno, iz (2) i (3) slijedi trazena nejednakost.

Zadatak A-1.4.

Neka je k > 1 prirodan broj. Dano je k + 2 medusobno razli¢itih prirodnih brojeva manjih od
3k + 1. Dokazi da medu njima postoje dva cija je razlika veé¢a od k i manja od 2k.

Prvo rjeSenje.

Oznacimo sa S skup odabranih £+ 2 brojeva. Bez smanjenja op¢enitosti mozemo pretpostaviti
ds je 1 u skupu S. Zaista, ako se broj 1 ne nalazi u skupu S, svim elementima iz S mozemo
oduzeti vrijednost najmanjeg elementa skupa S i dodati 1, pritom ¢ée razlika izmedu svaka dva
elementa ostati sacuvana.

Ako se u skupu S nalazi barem jedan broj b iz skupa {k + 2,k + 3,...,2k}, onda za brojeve 1
i b vrijedi tvrdnja zadatka.

Pretpostavimo zato da niti jedan od brojeva k 4+ 2,k + 3,...,2k nije u S. Sve brojeve od 2 do
3k + 1 mozemo podijeliti u k parova (2,2k+1),...,(k+1,3k). Osim broja 1, u skupu S nalazi
se jos k + 1 brojeva, pa prema Dirichletovom principu postoji par koji sadrzi dva broja iz S.
Ta dva broja zadovoljavaju tvrdnju zadatka.
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Drugo rjeSenje.

Zapisimo odabrane brojeve u uzlaznom poretku, neka su to 1 < a; < ag < ... < agso < 3k.
Tada vrijedi agio —ay > k. Ako je apio — a1 < 2k, onda su a; i ag,o trazeni brojevi. Stoga
pretpostavimo da je agio — ay = 2k.

Neka je ¢ najveci indeks takav da vrijedi ag,o — a; = 2k.
Uocimo da vrijedi aj41 — a; < 2k — 1 za svaki indeks j = 1,2,...,k + 1. U suprotnom, zbog
aj = jiagse > a1+ (k+2—j— 1) vrijedilo bi

ak+2>aj+1+(k+2—j—1) >aj+2k—1+(k+2—j—1) 23]6,

sto je nemoguce.
Posebno, vrijedi ag.o — ary1 < 2k — 1, iz ¢ega slijedi ¢ < k + 1.

Takoder, prema definiciji indeksa ¢ vrijedi agyo — a;41 < 2k. Ako je agio — a;11 > k, onda su
Gpio 1 ;41 trazeni brojevi.

Petpostavimo zato da je ayo—a;11 < k. U tom slucaju, zbog ayo—a; > 2k slijedi a; 1 —a; > k.
Ako je a; 1 —a; > k. Tada, zbog a;11 — a; < 2k — 1 < 2k vrijedi da su a; 41 1 a; trazeni brojevi.

Ako je a;y1 — a; = k, onda imamo
k> ap2 — i1 = apo —a; — k 22k -k =k,

pa Slljedl Ay — Qi1 = k.

Pretpostavimo da vrijedi ¢ < k. Tada postoji ¢ takav da je i + 1 < ¢ < k 4+ 2. Tada je
ag—a; > a1 —a; =k iap—a; < appo —a; < 2k, pa su a; i ap trazeni brojevi.

Ako vrijedi i4+1 = k+1, tada je agro—api1 = ki agro—ap = 2k. Bududi da je ap+2k = a0 <
3k, tj. ap < k,avrijediiag > k, zakljuéujemodajea, = k. Sadajel < a1 <as < ...<ap =k,
pa mora biti a; = j za sve j = 1,2,..., k. Takoder, vrijedi ayy1 = 2k i ar42 = 3k. Sada su
trazeni brojevi, na primjer, a; i agy.

U svim slucajevima smo pronasli trazeni par brojeva, pa je time tvrdnja zadatka dokazana.

Zadatak A-1.5.

U jednakokra¢nom trokutu ABC' vrijedi |AB| = |AC| i <BAC < 60°. Neka je tocka D na
duzini AC takva da je <DBC = <BAC, neka je E sjeciste simetrale duZine BD i paralele s

BC kroz tocku A te neka je F' tocka na pravcu AC takva da se A nalazi izmedu C'i F' i vrijedi
|AF| = 2|AC.

(a) Dokazi da su pravci BE i AC paralelni.
(b) Dokazi da se okomica iz F' na AB i okomica iz F na AC' sijeku na pravcu BD.

U (b) dijelu zadatka dozvoljeno je koristenje tvrdnje iz (a) cak i ako nije dokazana.
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Prvo rjeSenje.

(a) Buduéi da je <DBC = <BAC, te <BCD = <BCA, trokuti BDC i ABC su sli¢ni.
Slijedi da je |BD| = |BC|. Neka je « = <BAC = <CBD i = <CBA = <DCB.
Neka je tocka E’ takva da je AE'BC paralelogram. Slijedi da je <ABE' = <BAC =
<CBD, pa je <ABC = <CBD + <ABD = <ABFE' + <ABD = <FE'BD. Bududi da je
i |BE'| = |AC|, po S-K-S poucku, slijedi da su trokuti E'BD i ABC sukladni. Dakle,
trokut £'BD je jednakokracan, pa E' leZi na simetrali stranice BD. Buduéi da su toc¢ke E
i E' obje na paraleli kroz tocku A s BC|, zaklju¢ujemo da se podudaraju. Dakle, AEBC
je paralelogram i pravci AC' i BE su paralelni.

(b) Neka je P poloviste duzine BC. Buduéi da je prema (a) dijelu AEBC paralelogram,
slijedi da je |BC| = |AE|. Zato je |AE| : |CP| =2 :1 = |AF|: |CA|. Prema S-K-S
teoremu slijedi da su trokuti CAP i AFFE slicni. Zato je <DFFE = %<IBAC’. Buduéi da
je poloviste u jednakokra¢nom trokutu ujedno i noziste visine, vrijedi <APC = 90°. pa je
i <AEF = 90°.

Neka je G noziste okomice iz F' na pravac AB, a H noziste okomice iz E na pravac AC.
Neka je tocka T presjek pravaca EH i F'G. Treba pokazati da T lezi na BD.

Prema dokazu (a) dijela trokuti EBD i ABC su sli¢ni, pa vrijedi
<ADFE = 180° — <«BDE — <BDC = 180° — <ACB — <ABC = <BAC.
Uoc¢imo da je
<DFT =90° — <FAG =90° — <BAC =90° — <ADFE = <DFEH = <DET.

Dakle, DEFT je tetivni cetverokut, pa je <DTE = <DFE = 3<BAC.
Slijedi da je <T'DH = 90° — %<IBAC’, dok je <BDH = 90° + %<ZBAC’, pasu B, D, T
kolinearne tocke.
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Napomena: Alternativno, mozemo uvesti tocku E’ na paraleli s BC kroz A tako da je AE'BD
tetivni ¢etverokut. Tada je <BDE' = <BAFE' = <ABC i <BE'D = <BAD = <BAC'". Dakle,
trokut £'BD ima iste kutove kao ABC. Dakle, tocka E’ lezi na simetrali duzine BD, pa je
E = E'. Sada slijedi da je <EBC = <EBD + <DBC = <ABC + <BAC = 180° — <BCD,
pa je AEBC paralelogram, tj. pravci AC' i BE su paralelni.

Drugo rjeSenje.

(a) Neka je O ortocentar trokuta ABC. Uoc¢imo da je O ujedno i srediste opisane kruznice
trokuta BC'D. Primjetimo da je zbog obodnog i sredisnjeg kuta <FOB = %<{DOB =
<DCB = <FAB iz cega slijedi da je ¢etverokut AEBO tetivan. Iz toga dobivamo da
je <AEB = 180° — <AOB = <ACB gdje zadnja jednakost vrijedi jer je O ortocentar
trokuta ABC'. A kako je AE || BC dobivamo trazenu tvrdnju.

(b) Kao u prvom rjesenju.

Trece rjesenje.

(a) Neka je a = |BC| = |BD|, b = |AB| = |AC|, « = <BAC = «CBD i = <CBA =
<DCB =<BDC. Tada je <DBA =<CBA - <CBD = — «.
Neka je X tocka na polupraveu AC' takva da je <XBC = <DBA =  — «. Tada je
<XBD = <XBC + <«CBD = = <BDX. Bududi da je |BD| = |BC|, jednakokra¢ni
trokuti XBD i ABC su sukladni i vrijedi |[XD| = |XB| = b.

E A

. N
SO \\ \
\////\
SR

S5l

S

X

Jednakokracni trokuti ABC' i BC'D su sli¢ni, pa je |[AC| : |BD| = |BC| : |CD]|, odakle
2

dobivamo |CD| = %. Sada zakljuc¢ujemo da je

2 2 2
\XC]:\XD\—\CD\:I)—(Z:[) b“
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Jednakokracni trokuti FBD i XBD imaju zajednicku osnovicu BD, stoga je njezina
simetrala X E ujedno i simetrala kuta <DX B.

Ozna¢imo s Y i Z redom tocke u kojima pravac X E sijec¢e duzine BC i AB.

Prema poucku o simetrali kuta u trokutu X BC' imamo:

¥ _|XB| _|[yBl _ |YB| _ |VB
—a |XC| |YC| |BC|—|[YB| a-[YB|

pa je |YB| = ab?

2b%2—a? "
Nadalje, prema poucku o simetrali kuta u trokutu X BA imamo:
|[ZB| |XB| | X B] B b o
1ZA| XAl |XC|+[CA] P52 4 p 202 —a?

Buduéi da je AB presjecnica paralelnih pravaca AE i BC', trokuti AEZ i BY Z su sli¢ni,
te je |AE| : |BY| = |AZ| : |BZ|, odakle je

|AZ]| 20° — a? ab?
[AE] |BZ| |BY] b2 2% — a?

=a = |BC|.

Zato je cetverokut BC' AE paralelogram, odnosno BE || C'A.

(b) Kao u prvom rjesenju.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
Porec, 29. ozujka 2019.

Zadatak A-2.1.

Odredi sve kompleksne brojeve a za koje su svi koeficijenti polinoma
P(z) = (z — a)(z — a*)(z — a’)
realni.

Prvo rjeSenje.
Svaki realni broj a zadovoljava trazeni uvjet, stoga pretpostavimo nadalje da a nije realan broj.

Ako je z nultocka polinoma s realnim koeficijentima, tada je i Z nultocka tog polinoma. Bududci
da je polinom P(x) treéeg stupnja, mora imati barem jednu realnu nultoc¢ku, pa zato imamo
samo dva slucaja: ili je @ = a? ili je @ = a?.

Ako je @ = a?, onda je |a| = |al?, pa buduéi da je a # 0 slijedi |a|] = 1. Nadalje, dobivamo

ad=a*>a=a-a=la*=1. Za takve a imamo

3 2

a = a’*a = d*|a|]® = a*.

Dakle, brojevi a i a® ¢ine konjugirano kompleksni par, a a® = 1 je realan broj, pa zaklju¢ujemo
da polinom P(z) ima realne koeficijente. Iz a® = 1 slijedi (a — 1)(a®* + a+ 1) = 0, a kako a nije
realni broj, vrijedi a®> 4+ a + 1 = 0. RjeSenja te jednadzbe su

143 —1-4iV3

a 9 1 a 9

Ako je @ = a®, na sli¢an nacéin pokazujemo da vrijedi a* = 1. Odavde je a = =i, buduéi

da realna rjesenja ne promatramo. Direktnom provjerom vidimo da obje mogucénosti za a
zadovoljavaju uvjete zadatka:

Plx)=(@xFi)(z+1)(z+i)=(2*+1)(z+1)=2*+2"+2+ 1.

Dakle, svi kompleksni brojevi koji zadovoljavaju trazeni uvjet su svi realni brojevi a te

{. C—1+iV/3 —1—@'\/3}
aec€ 1, —1, , .

2 2
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Drugo rjeSenje.
Kao u prvom rjesenju, svi realni brojevi su rjesenja pa pretpostavimo da a nije realan broj.
Neka je P(x) = 2® + Az? + Bz + C, ra¢unamo:

A=—a—ad*—ad*=—a(l +a+a?),

B=a*+a"+d" =d*(1+a+d?),

C = —aS.

Ako je A = 0, onda je 1 4+ a + a®> = 0 jer a nije realni broj. Istom provijerom kao u prvom
rjesenju, dolazimo do zakljucka da su oba kompleksna treca korijena iz jedinice rjesenja. Oni

1znose
—1+iV/3 R i3
2 2 '

B
Ako A # 0, onda je a? = - realni broj. Tada iz A = —a — a® — a® dobivamo

A+ a®=—a-(1+ad?).

Ako a? # —1, tada iz gornje jednakosti vidimo i da je a realan broj kao omjer dva takva, $to
je suprotno pretpostavci. Dakle, a?> = —1, pa je a = #i. Direktnom provjerom kao u prvom
rjeSenju vidimo da obje mogucénosti za a zadovoljavaju uvjete zadatka.

Dakle, svi kompleksni brojevi koji zadovoljavaju trazeni uvjet su svi realni brojevi a te

{. C—1+iV/3 —1—2'\/5}
a €1, —1, , .

2 2

Zadatak A-2.2.

Odpredi sve realne brojeve x za koje vrijedi

V2+1J+{x—1J_x(3x+1)

z+2 2 | 2x+2)°

Za realni broj t, |t| je najvecéi cijeli broj koji nije veci od t.

Na primjer, ako je t = 3.14, onda je |t| = 3.

Rjesenje.

Prema definiciji funkcije najvece cijelo, za sve realne t vrijedi |t| < ¢, pri ¢emu se jednakost
postize ako i samo ako je t cijeli broj.

Zato je

2 2 _ _
e+ 1 <ac +1 ; V 1J<x 1.
T+ 2 T+ 2

/
)

Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo:

z(3x+1)  |2?41 V—lJ<:172+1+a:—1_x(3x+1)
2r+2) | x+2 2 ] 42 2 2x+2)°
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241 —1
Dakle, obje gornje nejednakosti moraju biti jednakosti pa su zato a —t2 i 7 5 cijeli brojevi.
x

Drugi razlomak je cijeli broj ako i samo ako je x neparan cijeli broj.

Prvi razlomak zapisimo kao:

2241 5
=z -2+ .
T+ 2 T+ 2

Kako je x cijeli broj, nuzno je i dovoljno da x% bude cijeli broj. Zato je x+2 € {1,—1,5, -5},
odnosno z € {—1,-3,3,—=T7}.

Zadatak A-2.3.

Neka je ABC' trokut takav da je 3|BC| = |AB| + |C'A|. Neka je T tocka na stranici AC takva
da je 4|AT| = |AC| i neka su K i L tocke na stranicama AB i C'A redom, takve da je KL || BC
i da je pravac K L tangenta upisane kruznice trokuta ABC'.

U kojem omjeru duzina BT dijeli duZinu KL ?

Rjesenje.

Oznac¢imo s v duljinu visine trokuta ABC' iz vrha A, a s r polumjer upisane kruznice. Povrsinu
trokuta ABC' tada mozemo izraziti na dva nacina:

AB|+|B A -|B
. [ABI+[BCI+|CA] _ , _ v-|BC]

2 2
Iskoristimo li uvjet 3|BC| = |AB| + |C'A| iz zadatka u gornjoj jednakosti, dobivamo 4r = v.

Udaljenost pravaca KL i BC je 2r, pa zaklju¢ujemo da visina iz vrha A u trokutu AKL ima
duljinu v — 2r = 4r — 2r = 2r.

B T c

Bududi da su pravei KL i BC parelelni, trokuti AKL i ABC imaju iste kutove, pa su sli¢ni.
Omjer duljina visina iz vrha A u tim trokutima je 4r : 2r = 2: 1, pa je |KL| = |BC|, tj. KL
je srednjica trokuta ABC. Dakle, K i L su redom polovista duzina AB i AC'.

Bududi da je |AT| = $|AC| = 3|AL|, zaklju¢ujemo da je T poloviste duzine AL. To znaci da
su BT i KL tezisnice trokuta ABL, pa duzina BT dijeli duzinu KL u omjeru 1 : 2.
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Zadatak A-2.4.
Odredi sve parove (m,n) cijelih brojeva za koje vrijedi m? = n® +n* + 1, a broj m — 7n dijeli
m — 4n.
Prvo rjeSenje.
Uoc¢imo da vrijedi n® + n* +1= (n®> —n+ 1)(n® + n + 1), stoga imamo
m? = (n* —n+1)(n* +n+1).
Izracunajmo najveci zajednicki djelitelj izraza u zagradama:
M(@m* —n+1,n*+n+1) :M(n3—n—|—1—n(n2+n—|—1),n2+n+1)
n*—2n+1,n*+n+1)

n? —2n+1—|—(n +n+1),n*+n+1)

M (-
= M(-
(—n+2,n* +n+1)
(—
(—
(—

n+2,n°+n+1+n(—n+2))
—n+2,3n+1)
n+2,3n+1+3(—n+2))

= M(—n+2,7)

M
M
M
M

Zakljucujemo da je najveéi zajednicki djelitelj d brojeva n® —n +11in% +n + 1 jednak 1 ili 7,
stoga imamo dva slucaja.

Ako je d = 7, onda iz jednakosti m? = (n® —n + 1)(n? + n + 1) slijedi da je i m djeljiv sa 7.
Nadalje, iz d = M(—n + 2,7), vidimo da je d = 7 samo ako n daje ostatak 2 pri dijeljenju sa
7. Dakle, n nije djeljiv sa 7. Prema uvjetu zadatka,

m — 4n 3n
=1+
m—Tn m—Tn

mora biti cijeli broj. Zaklju¢ujemo da m — 7n dijeli 3n, no to je nemoguce jer je m — 7Tn djeljiv
sa 7, a 3n nije. Zato u slucaju d = 7 nema rjesenja.

Ako je d = 1, onda jednakost m? = (n®*—n+1)(n?+n+1) daje faktorizaciju potpunog kvadrata
m? na relativno proste faktore n® —n +11in? +n + 1. Buduéi da su faktori relativno prosti,
svaki od njih mora biti kvadrat cijelog broja.

Posebno, n? +n + 1 je kvadrat cijelog broja. Ovo o¢ito vrijedi za n = —1,0. Pokazimo da za
preostale cijele brojeve n ovo nije istina. Doista, za sve prirodne brojeve n vrijede nejednakosti

n*<n®+n+1<(n+1)>

Analogni zakljucak dobivamo za n < —1 koriste¢i nejednakosti (n+1)? < n?+n+ 1 < n? koje
vrijede za sve cijele brojeve n < —1.

Time smo pokazali da su jedine moguc¢nosti n = —1 in = 0. Za n = —1 iz pocetnog uvjeta
dobivamo m? = —1, pa ovaj slu¢aj odbacujemo. Za n = 0 dobivamo m? = 1, to jest m = —1
ilim=1.

Zan =01m # 0 vidimo da m — 7n dijeli m — 4n, pa su konac¢na rjesenja parovi

(m,n) =(—=1,0), i (m,n)=(1,0).
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Drugo rjeSenje.

Pogledajmo prvo jednadzbu m? = n® +n* + 1. U slucaju n < —2 imamo
m*=n’+nt4+1=nl+n")+1<n-1+1<-1<0,

sto nije moguce jer je kvadrat cijelog broja nuzno nenegativan broj. Dakle, nuzno je n > —1.
Za n = —1, dobivamo da je m =1 ili m = —1, no tada broj m — 4n nije djeljiv s m — 7n.
Za n =0 je takoder m = 1 ili m = —1, te oba para zadovoljavaju i prvi uvjet u zadatku.

Od sada promatramo slucaj n > 1. Iz drugog uvjeta u zadatku zakljucujemo i da je broj

3n _m—4n_

= 1
m—Tn m—Tn

cijeli. Kako brojnik nije jednak nuli, m — 7n je djelitelj od broja 3n. Buduci da je m — Tn
djelitelj broja 3n (koji nije 0), mora vrijediti |[m — 7n| < 3n, iz ¢ega dalje slijedi

—In<m—-—Tn<3n, tj. 4n <m < 10n.
Odavde prvo zaklju¢ujemo da je m > 0, a onda da je (10n)? > m?, tj.
100n2 =>m? =n>+n*+1>nd.

Iz toga slijedi n3 < 100, tj. n < 4. Direktnim uvrstavanjem vrijednosti n = 1,2,3,4 u izraz
n® + n* 4+ 1 dobivamo vrijednosti 3,49, 325, 1281, od kojih je samo 49 potpun kvadrat. U tom
slu¢aju imamo (m,n) = (7,2), no direktnom provjerom vidimo da broj

m — 4n 1

m—Tn 7
nije cijeli.
Konacno, jedini takvi parovi brojeva (m,n) su (—1,0) i (1,0).
Zadatak A-2.5.
Ukrug je napisano 299 nula i jedna jedinica. Dozvoljeni su sljedeci potezi:

« svakom broju istovremeno oduzeti njemu oba susjedna broja;

« odabrati dva broja izmedu kojih se nalaze to¢no dva broja te ih oba uvecati ili oba umanjiti
za 1.

Moze li se kona¢nim nizom dozvoljenih poteza posti¢i da ukrug budu napisane

(a) dvije uzastopne jedinice i 298 nula?

(b) tri uzastopne jedinice i 297 nula?
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Rjesenje.

Analizirat ¢emo $to se dogada s odredenim zbrojevima brojeva pri primjeni poteza. Oznac¢imo
s ax brojeve koji su zapisani u nekom trenutku, i to tako da je a; na onom mjestu u krugu na
kojem se na pocetku nalazi jedinica, te as, . .., agypy oznacavaju redom brojeve u smjeru kazaljke
na satu. Nakon primjene prvog poteza dobivamo brojeve

(a)

b1 = a1 — asp — az,
bk:ak—ak,l—akﬂ, k:2,,299,

bsoo = aso0 — G299 — 1.

Promotrimo kako se mijenja zbroj svih napisanih brojeva kad primjenjujemo dozvoljene
poteze. Ako ukupni zbroj brojeva ay iznosi

S=a+as+ ...+ asmp,
onda zbroj brojeva by iznosi
a; — Qso0 — Az + a2 —ay — ag + ... + aspo — Gogg — a1 = —S

jer svaki broj a jednom pribrojimo i dvaput oduzmemo.

Nakon primjene drugog poteza zbroj svih brojeva ¢e biti S + 2 ili S — 2. Zakljucujemo da
se primjenom dozvoljenih poteza ne moze promijeniti parnost zbroja svih brojeva. Buduéi
da je na pocetku zbroj svih brojeva 1 (neparan broj), nije moguce posti¢i da budu zapisane
dvije jedinice i 298 nula jer bi tada zbroj svih brojeva bio 2 (paran broj).

Promotrimo kako se mijenja alternirajuci zbroj napisanih brojeva. Ako alternirajuci zbroj
brojeva ay iznosi
!
S"=a; —ay+az— ...+ axy — asoo,

onda ¢e nakon primjene prvog poteza alternirajuc¢i zbroj svih brojeva by, biti
ay — G300 — G — Ay + a1 + ag + ... — as + Gggg + ay = 35,

dok ¢e nakon primjene drugog poteza alternirajuéi zbroj svih napisanih brojeva ostati S’.

Pretpostavimo da je moguce posti¢i da budu napisane tri uzastopne jedinice i 297 nula. Na
pocetku je alternirajuéi zbroj svih brojeva 1, a kad bi bile zapisane tri uzastopne jedinice
i 297 nula alternirajuéi zbroj svih brojeva bi iznosio ili 1 ili —1, ovisno o tome na kojim
mjestima se nalaze jedinice. Buduéi da se dozvoljenim potezima alternirajuéi zbroj ili
utrostrucuje ili ostaje isti, zakljucujemo da tri jedinice moraju biti na mjestima tako da
je alternirajuci zbroj 1 te da ne smijemo koristiti prvi potez.

Promotrimo zbroj brojeva na mjestima 3, 6, -, 300, tj.
50:a3+a6—|—...—|—a300.

Na pocetku je taj zbroj 0, a kad bi bile zapisane tri uzastopne jedinice i 297 nula taj bi
zbroj iznosio 1. No, primjenom samo drugog poteza parnost tog zbroja se ne mijenja jer ili
ne mijenjamo nijedan od brojeva ag, ag, . . . , asgg ili mijenjamo to¢no dva broja za 1. Kako
0 i 1 nisu iste parnosti, to pokazuje da dozvoljenim potezima nije moguce posti¢i da budu
napisane tri uzastopne jedinice i 297 nula.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
Porec, 29. ozujka 2019.

Zadatak A-3.1.
Dan je trokut ABC takav da je |AB| =4, |BC|=T7,|AC| = 5. Ozna¢imo o = <BAC.

[zracunaj
sin® @ + cos® @
2 2
Prvo rjeSenje.
Primijetimo da je
sin® — + cos® % = (sin2 % + cos? g) (S.in4 % — sin? % cos? % + cos? (;)
2
= (sin2 % + cos? 3) — 3sin? % cos? %
3
—1— ¢
;5
1 N )
=—+ —cos’ «
4 4
Primjenom poucka o kosinusu na trokut ABC' dobivamo
cosa — ABP+ACIP — |BCIP _16+25-49 1
- 2|AC| - |AB| - 2.5-4 5
Stoga 'esin6g+cos(5g—1+§-i—l
8a ) 2 24425 25
Drugo rjeSenje.
1
Kao u prvom rjesenju, dobivamo cosa = %
1— 1 3 2
Buduéi da je cos? YT 2 ﬂ, vrijedi cos? Y _Zian?2 =2
2 2 2 2 5 2 5
e o} 27 8 7
Hedi sy CosT = Jor T 195 T 25

Zadatak A-3.2.

Cetvorku prirodnih brojeva (a, b, ¢, d) zovemo zelenom ako vrijedi
b=a*+1, c=b0+1, d=c+1

i D(a) + D(b) + D(c) + D(d) je neparan, pri ¢emu je D(k) broj pozitivnih djelitelja prirodnog
broja k.

Koliko ima zelenih c¢etvorki ¢iji su svi ¢lanovi manji od 1000000 7
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Rjesenje.
Prirodni broj ima neparno mnogo djelitelja ako i samo ako je kvadrat nekog prirodnog broja.

Za prirodni broj m vrijedi
m*<m?*+1<m?+2m+1=(m+1)>

pa m? + 1 nije potpun kvadrat. Dakle b, ¢, d nisu potpuni kvadrati, pa imaju paran broj
djelitelja. Iz uvjeta zadatka slijedi da a ima neparan broj djelitelja, pa a mora biti potpuni
kvadrat. Kako je a < b < ¢ < d, svi élanovi su manji od 10° ako i samo ako je d < 10°.

Imamo niz nejednakosti
100>d=c+1>=F"+1)0>b" = (> +1)" > a.
Stoga mora biti a® < 10°. Zbog 10° = 10003 < 10243 = 2% < 22 = 88 zaklju¢ujemo da je
a < 8. Jedini kvadrati manji od 8 su 11 4.
Direktnom provjerom zakljuc¢ujemo da su obje ¢etvorke (1,2,5,26) i (4,17,290,84101) zelene.

Dakle, postoje dvije takve zelene cetvorke.

Napomena: Tvrdnju da je broj kvadrat prirodnog broja ako i samo ako ima neparan broj dje-
litelja ucenik ne treba dokazivati. Slijedi jednostavan dokaz te tvrdnje. Sve djelitelje broja

n mozemo grupirati u parove pri ¢emu je djelitelj d u paru s osim ako je n = k? za neki

Ev
prirodan broj k£ (tada je k u paru sam sa sobom).
Zadatak A-3.3.

Na plo¢u dimenzija 20 x 19 postavljene su ploc¢ice dimenzija 3 x 1 tako da prekrivaju toc¢no tri
polja ploce, a medusobno se ne preklapaju i ne dodiruju, ¢ak ni u vrhovima.

Odredi najve¢i moguci broj ploc¢ica 3 x 1 na toj ploci.
Rjesenje.
Promatramo vrhove jedini¢nih kvadrata. Svaki pravokutnik 3 x 1 prekriva toéno 8 vrhova.

Primijetimo da, kako god bio okrenut, pravokutnik 3 x 1 prekriva paran broj vrhova u svakom
vertikalnom nizu.

Buduéi da je u svakom vertikalnom nizu 21 vrh, moguce je pokriti najvise 20 vrhova.

Vertikalnih nizova vrhova ima 20, pa ¢emo ukupno modéi pokriti najvise 20 - 20 = 400 vrhova.

400
To znaci da na ploc¢u mozemo postaviti najvise 5 = 50 pravokutnika 3 x 1.
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Primjerom pokazujemo da zbilja mozemo postaviti 50 pravokutnika:

Zadatak A-3.4.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je a + b+ ¢ = 3. Dokazi da vrijedi

a’>+6 N b+ 6 N A+6 <3
202+ 202 4+2c24+2a—1  2a2+202+224+20—1  2a2+202+224+2c—1

Rjesenje.
Vrijedi
a’+6 - a’>+6
202+ 024+ +02+2+2a—1 " 2a2+b2+ 2+ 2bc+2a — 1
B a’+6
22+ (b+c)2+2a—1
B a’>+6
C 202+ (3—a)?+2a—1
_ ad®+6
302 —4a+8
2
B a“+6 <l

a2+ 64+2a—1)2

Analogno se pokaze da su i druga dva pribrojnika takoder manja od ili jednaka 1, iz Cega slijedi
tvrdnja zadatka.
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Zadatak A-3.5.

Dan je siljastokutan trokut ABC' takav da je |BC| < |CA| < |AB|. Neka su D, E i F redom
nozista njegovih visina iz vrhova A, B i C'. Pravac tockom F' paralelan s DF sijece pravac BC'
u tocki M, a simetrala kuta <M F'F sijece pravac DFE u tocki N.

Dokazi da je tocka F' srediste kruznice opisane trokutu DM N ako i samo ako je tocka B srediste
kruznice opisane trokutu F'MN.
Rjesenje.

Koristeéi uobicajene oznake za veli¢ine kutova trokuta ABC), iz uvjeta zadatka je a < f < 7.

Kutovi <ADB i <AEB su pravi pa je ¢etverokut ABDE tetivan, i vrijedi <CDE = <BAFE =
a. Analogno, tetivni su i ¢etverokuti BOCEF i CAF D, paje <BFE = 180°—<ECB = 180°—,
IBFD = <ACD =~i<FDB =<FAC = a.

S obzirom na to da je F'M || DE, vrijedi <BMF = <CDE = «, pa je <MFB = <CBF —
IBMF =  — «a. Buduéi da je <MFE = <MFB + <BFE = (f — «a) + (180° — v) = 20,
odnosno <M FN = 3, imamo

<BFN = <MFN — <MFB = a < v = <BFD,

zbog Cega se tocka N nalazi izvan trokuta ABC.
Zato je <BDN = <CDFE = a = <BFN, a ¢etverokut BNDF je tetivan.

Nadalje je <F'NB = <F DB = «, i primjecujemo da su trokuti FMD i BNF' jednakokracni,
stoga vrijedi |FM| = |FD|i|BN| = |BF|.
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Sljede¢im nizom ekvivalencija dovrsavamo dokaz:

F je srediste kruznice opisane trokutu DM N
<IMFN =2<MDN

£ =2«

b—a=«

<MFB=<BMF

BM| = |BF|

B je srediste kruznice opisane trokutu F'MN.

rreeet
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
Porec, 29. ozujka 2019.

Zadatak A-4.1.

Odredi sve kompleksne brojeve a za koje su svi koeficijenti polinoma
P(z) = (z — a)(z — a*)(z — a’)(z — a*)
realni.

Prvo rjeSenje.
Svaki realni broj a zadovoljava trazeni uvjet, stoga pretpostavimo nadalje da a nije realan broj.

Neka je z kompleksan broj koji nije realan. Ako je z nultocka polinoma s realnim koeficijentima,

tada je i Z nultocka. Zato imamo jedan od tri slucaja: @ = a?, @ = a® ili @ = a*.

Ako je @ = a?, onda je |a| = |a|?, pa buduéi da je a # 0 slijedi |a| = 1. Nadalje, dobivamo

a®=a?a=a-a=|al?> = 1. Zato je a® realna nultocka polinoma P(z) pa mora biti i a* buduéi
4
a
da ni s kojom drugom nultockom ne moze ¢initi kompleksno konjugirani par. Zato jeia = —
a

realan broj, kontradikcija.

Ako je @ = a®, na slican nac¢in pokazujemo da vrijedi a* = 1. Odavde je a = +i, buduéi

da realna rjesenja ne promatramo. Direktnom provjerom vidimo da obje moguénosti za a
zadovoljavaju uvjete zadatka

Pa)=@Fi)z+)(zxi)(z—1)=@*+1)(2*—1)=2*—1.

Ako je @ = a*, na sli¢an nacin pokazujemo da vrijedi a® = 1. RjeSenja koja nisu realna su

2 2
a = cos </;7r> + 7sin </;7r>7 k=1,2,34.

Primijetimo da iz ¢injenice da je a® = 1 slijedi

2 52 3,22

=a"a" =a"a"a 3

a = a’|al* = a®.

Dakle, za svaki kompleksan broj a, koji nije realan, takav da je a® = 1, brojevi a? i a® takoder
¢ine kompleksno konjugirani par. Kako su parovi (a,a?) i (a2, a®) kompleksno konjugirani,
zakljucujemo da polinom P(z) ima realne koeficijente.

Konacno, svi kompleksni brojevi koji zadovoljavaju trazeni uvjet su svi realni brojevi a te

a€ {i,—i}U {cos <2];7T> +isin (2];”) k= 1,2,3,4}.
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Drugo rjeSenje.
Kao i u prvom rjesenju, pretpostavimo da a nije realan broj.

Neka je P(x) = ' + Az® + Bx? + Cz + D, ra¢unamo:

A=—a—ad*—ad®—a*=—a(l+a)(1+ad),
B=ad"+a'+d’+ad’+a°+a" =a’(1+a*)(1+a+ad?),
C=—-a®—d"—a®—d =d°A,

D = a'°.
Ako je A =0, onda je a = =i i svi su koeficijenti realni, tj. £ takoder zadovoljavaju uvjete.

C
Ako A # 0, onda je a® = — realan broj. Vidimo da to znadi i da je D = (a°)? realan, stoga

moramo odrediti kompleksne brojeve a takve da su brojevi
a®, A=—a(l+a)(1+a*), B =B-2"=ad*+a*+ad®+d" =d*(1+a)(l+d°)

realni. Kako je A # 0, ovo znaci da je broj

B’ a’ + a° a®—1
1+= =1- S
A 1+a? 1+a?
b
realan. Ukoliko je a® # 1, onda je 1 + a® realan, pa i a?, a zato je i a = F realan, suprotno
a
pretpostavci. Dakle, zaklju¢ujemo da je a® = 1, tj.
2k 2k
a = cos o + 7sin o , k=1,2,3,4.
5 5
Sada imamo
0=a"—1=(a—1)(1+a+a®+a+a"),
sto zbog a # 1 daje da je druga zagrada jednaka nuli. Zato je A = 1, B’ = —1, te B =

B’ + 2a® = 1. Dakle, svi koeficijenti polinoma P(z) su realni.

Konacno, svi kompleksni brojevi koji zadovoljavaju trazeni uvjet su svi realni brojevi a te

2k 2k
a€e{i,—i}U {cos (;) + i sin (;) k= 1,2,3,4} :
Zadatak A-4.2.

Rudi i Miljen igraju igru na skolskoj plo¢i naizmjence odigravajuci poteze. Igrac¢ koji je na
potezu bira dva relativno prosta broja napisana na ploci, brise ih te zapisuje na ploc¢u njihov
zbroj. Gubi igra¢ koji to ne moze napraviti. Igru zapocinje Rudi. Dokazi da Miljen ima
pobjednicku strategiju ako je na pocetku na ploci bilo napisano

(a) 2019 jedinica;

(b) 2020 jedinica.
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Rjesenje.

(a) Tvrdimo da Miljen moze posti¢i da nakon svakog njegovog poteza na plo¢i bude zapisan
neki neparni broj n i parno mnogo jedinica, to¢nije, njih 2019 — n. Tada nakon 1009
Miljenovih poteza na ploci ostaje samo broj 2019 te Rudi ne moze napraviti potez, tj.
Miljen pobjeduje.

Na pocetku ploca izgleda upravo kako je opisano, zapravo je n = 1. Rudi moze izbrisati
dvije jedinice i na ploc¢u zapisati broj 2, tada Miljen izbrise brojeve n i 2, sto moze jer je
broj n neparan, te na plocu zapise broj n + 2. Miljen time ploc¢u dovodi u zZeljeno stanje.
Jedina druga opcija koju Rudi ima je izbrisati broj n i jednu jedinicu te zapisati broj
n + 1. No, tada Miljen izbrise broj n 4+ 1 i jos jednu jedinicu, Sto sigurno moze jer je u
tom trenutku neparno jedinica na ploci, te zapise broj n + 2.

Dakle, upravo opisana strategija Miljenu donosi sigurnu pobjedu.

(b) U ovom sluc¢aju Miljen koristi istu strategiju kao u (a), osim u svom zadnjem potezu.
Naime, nakon svakog Miljenovog poteza je na plo¢i neparan broj n i neparno mmnogo
jedinica, toc¢nije, njih 2020 — n. Preostaje samo opisati Miljenov zadnji potez, tj. njegov
1009. potez.

Ukoliko su nakon Rudijevog 1009. poteza na ploci napisani brojevi 2018, 1 i 1, onda Miljen
izbrise te dvije jedinice i zapiSe na plo¢u broj 2. Rudi tada vise ne moze napraviti potez,
jer brojevi 2018 i 2 nisu relativno prosti, tj. Miljen pobjeduje.

Ako su nakon Rudijevog 1009. poteza na ploci napisani brojevi 2017, 2 i 1, onda Miljen
obrise brojeve 2017 i 1 te na ploc¢u zapise broj 2018. Dakle, Miljen opet pobjeduje.

Zadatak A-4.3.

Neka je C realni broj, (a,) niz realnih brojeva i neka je, za svaki prirodni broj n,
_artaxt---tay

= - .

Ako za svaka tri medusobno razli¢ita prirodna broja i, j, k vrijedi

(i —3)My+ (j — k)M, + (k—i)M; = C,

dokazi da je niz (a,) aritmeticki.

M,

Prvo rjeSenje.
Uvrstavanjem (4, 7,k) = (1,2,3) i (4,4, k) = (2,1, 3) dobivamo da je
—Mg—M1+2M2:O:M3—2M2+M1,
tj. C = —C', odnosno C = 0. Uvrstimo sada (i, j, k) = (n,n + 1,n + 2) pa je
Mn + Mn+2
2 Y
za svaki prirodni broj n, $to znaci da je niz (M,,) aritmeticki. Dakle, postoje realni brojevi m i
d takvi da je

Mn_;’_l —

M, = m + nd,
za svaki prirodni broj n. Tada je
a, =nM, — (n—1)M,_1 =m+ (n2 —(n— 1)2) d= (m—d)+n(2d),

tj. niz (a,) je takoder aritmeticki.
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Drugo rjeSenje.

Kao u prvom rjesenju dobivamo da je C' =0 i

2Mip1 = M; + My, (4)
za svaki prirodni broj 1.
Uvrstavanjem ¢ = 1 u (4) dobivamo
ay + as
a9 = 5 y
tj. niz a1, as, ag je aritmeticki.
Pretpostavimo da je niz aq,as,...,a, aritmeticki, za neki prirodni broj n > 3. To znaéi da

postoje realni brojevi a i d takvi da je ay = a + d, za svaki ¢ € {1,2,...,n}.
Za iste te £ vrijedi
(a+1-d)+(a+2-d)+---+(a+£-d) (+1

M, = = —d.
0 ] a + 5

Uvrstimo sada i =n — 1 u (4)

1 2
MnH:2]\4,14\4”_1:2<a+"'2F d> . <a+gd> :a+";r d.
Sada je

m+1)(n+2)—n(n+1)
2

anp1 = (n+ 1) My —nM, =a+ d=a+ (n+1)d,

tj. i niz ay,as, ..., an, ay11 je aritmeticki.

Po principu matematicke indukcije tvrdnja zadatka je dokazana.

Trece rjesenje.
Kao u prvom rjesenju dobivamo da je C' = 0. Definirajmo d := ay — a;. Ocito za n = 1,2
vrijedi
a, =a;+ (n—1)d,
a uvrstavanjem (i, j, k) = (1,2, 3) i sredivanjem dobivamo da vrijedi i za n = 3. Dokazat ¢emo
da to vrijedi i za proizvoljan n > 4. Uvrstimo (i,7, k) = (n,2,1) 1 (4,4,k) = (n — 1,2,1), te
dobijemo:
(n - 2)M1 + Mn - (n - 1)M2 = O,

(TL — 3)M1 + Mn—l — (n — 2)M2 = 0.

Pomnozimo li prvu jednakost s n a drugu s (n — 1) i izjednacimo, dobivamo:
n(n —2)My + nM,, —n(n—1)My = (n—1)(n —3)M; + (n — 1)M,,_1 — (n — 1)(n — 2) M,.
Koristenjem a,, = nM,, — (n — 1)M,,_1, My = a; i My = g + ay i sredivanjem, dobivamo
an=[-nn—=2)+nn—-1)+n-1)n-3)—(n—1)(n—2)]a

+[n<n—1)—(n_1>(n_z)];l

:[n—(n—l)]a1—|—2(n—1)g:a1+(n—1)d-

Kako gornja jednakost vrijedi za sve n > 4, pa onda i za sve prirodne n, zaklju¢ujemo da je niz
(ay,) aritmeticki s prvim clanom a, i korakom d = ay — a;.
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Zadatak A-4.4.

Neka je ABC siljastokutan trokut takav da je |AB| > |AC/|. Neka su D, E i F noziSta visina
trokuta ABC' iz vrhova A, B i C, redom. Pravci FF' i BC sijeku se u tocki P. Paralela s EF
kroz tocku D sijece pravac AC u tocki @) i pravac AB u tocki R. Ako je N tocka na stranici
BC takva da je <NQP + <NRP < 180°, dokazi da je |BN| > |CN]|.

Prvo rjeSenje.

Trokut ABC je iljastokutan pa se tocke D F i F nalaze, redom, na stranicama BC, CA, AB.

Vrijedi da je |AB| > |AC|, stoga je |BD| > |CD|.
Dakle, <ACB > <ABC pa tocka P leZi na produzetku stranice BC preko vrha C. Tocka @
leZi na roduZetku stranice AC preko vrha C, a toc¢ka R na duZini BF.

Neka je tocka H ortocentar trokuta ABC, a tocka M poloviste stranice BC.

Pravci DR i EF su paralelni pa je <DRF = <EFA. Cetverokut AFHE je tetivan (<AFH =
JAEH = 90°) pa je <FFA = <FHA. Nadalje, cetverokut BDHF' je takoder tetivan
(«BDH = <«BFH = 90°) pa je <FHA = <DHB = <DFB = <DFR. Dakle, u trokutu
DFR je <DRF = <DFR,tj. |DR| = |DF].

Slicno, pravei D@ i F'E su paralelni pa je <DQFE = <FFEA, cetverokut AFHFE je tetivan pa
je <FEA = <FHA. Cetverokut CEHD je takoder tetivan (<CEH = <CDH = 90°) pa
je <FHA = <DHC = <DEC = <DEQ. Stoga u trokutu DQF vrijedi <DQFE = <DFEQ,
odnosno |DQ| = |DE|.

Tocke M, F, E'i D leze na Feuerbachovoj kruznici trokuta ABC stoga je cetverokut M F'ED
tetivan. Zato je <F'MD = 180° — <FED = <PED.

Nadalje je </'DH = <FBH = <ABE =90° — <CAB = <ACF = <FECH = <FEDH.

Zato je <FDM = 90° — <FFDH = 90° — <EDH = <PDEFE. Dakle, trokuti FDM i PDFE su
sliéni. Zakljuéujemo da je
|DF|  |DP|

|DM|  |DE|’
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iskoristimo da je |DF| =|DR| i |DE| = |DQ)| pa je
|DR[-[DQ| = [DP|-[DM].

Dakle, c¢etverokut PQM R je tetivan. Neka je k cetverokutu PQM R opisana kruznica.

Kako je <NQP + <NRP < 180°, tocka N se nalazi unutar kruznice k, tj. na duzini C'M i pri
tome je N # M. Tocka M je poloviste stranice BC pa je |BN| > |C'N].

Drugo rjeSenje.

Uz iste oznake kao u prvom rjesenju, na drugi nacin dokazimo da je cetverokut PQM R tetivan.

Kao u proslom rjesenju izvedemo zakljucke o pozicijama tocaka P, Q) 1 R na pravcima BC, AC
i AB. Takoder, zbog |BD| > |DC|, zaklju¢ujemo da se M nalazi na duzini BD.

Uoc¢imo da je c¢etverokut EC'BF tetivan jer je <CEB = <CFB = 90°. Takoder, ¢etverokut
MDEF je takoder tetivan jer mu sva cetiri vrha leze na Feuerbachovoj kruznici trokuta ABC'.
Promatrajuéi potenciju tocke P u odnosu na te dvije kruznice, dobivamo

|PC| - |PB|=|PE|-|PF|=|PD|-|PM|.
Odavde dobivamo

|DC|-|DB| = |[DC| - (|PB| - |DP[) = |DC| - |PB| = |DC| - |DP|
= (|DP[ = [PC|) - |PB| = (|MC| = [DM]) - [ DP|
=|DP|-|PB|—|PC|-|PB|—|MC|-|DP|+|DM]|-|DP|
— |DP|-|PB| - |DP|-|PM| —|MB| - |DP| + |DM| - |DP|
= |DP|- (|PB| - |PM| —|MB]|) +|DM|- |DP| = |DM| - |DP|.

Nadalje, tetivnost cetverokuta EC'BF i paralelni pravei EF i QR nam daju i sljedece:

<IRQC = <1FFA=180° — <CEF = <FBC = <RBC,
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odakle zaklju¢ujemo i da je cetverokut QC RB tetivan. Potencija tocke D na tu kruznicu daje

|DC|- |DB| = [DR[ - |DQ).

Dva dobivena rezultata zajedno daju

|DR|-|DQ| = [DC| - |DB| = |DM] - |DP|,
pa iz obrata poucka o potenciji tocke zakljucujemo da je PQM R tetivan.
Rjesenje dovrsavamo kao u prvom rjesenju.

Napomena: Relacija |PC|-|PB| = |PD|-|PM]| umjesto iz Feuerbachove kruznice moze se dobiti
i primjenom Menelajevog teorema na pravac E'F' i Cevinog teorema na visine trokuta ABC.

Zadatak A-4.5.

Odredi sve funkcije f: N x N — N koje zadovoljavaju sljede¢a dva uvjeta.
e Za sve a,b € N vrijedi
fla,b)+a+b= f(a,1)+ f(1,b) + ab.

o Ako su a,b € N takvi da je neki od brojeva a+b i a + b — 1 djeljiv prostim brojem p > 2,
onda je i f(a,b) djeljiv s p.

Prvo rjeSenje.

Uvrstimo li u jednakost iz prvog uvjeta (a,b) = (1,1) dobivamo f(1,1) = 1.

Pogledajmo jednadzbu iz prvog uvjeta za parove brojeva (a,b) i (a,b+ 1), te oduzmimo. Nakon
sredivanja, dobivamo

fla,b+1) = f(a,b) = f(1,b4+1) — f(1,b) +a— 1.

Neka je p > 2 prost broj koji dijeli a+b. 1z drugog uvjeta dobivamo da su oba izraza na lijevoj
strani jednakosti djeljiva s p, pa je zato i desna strana jednakosti djeljiva s p. Nadalje, kako je
a + b djeljivo s p, dobivamo

plfLb+1) = f(1,0) —b—1,

za svaka dva prirodna broja a,b, te za svaki prosti broj p > 2 koji dijeli a + b. Fiksirajmo
neki prirodni broj b. Kako izraz s desne strane ne ovisi o a, uzimajuéi razne izbore za a i
razne neparne proste djelitelje od a + b vidimo da je izraz f(1,b+ 1) — f(1,b) — b — 1 djeljiv
s beskona¢no mnogo prostih brojeva, $to je moguée samo ako je taj izraz jednak nuli. Dakle,
dobili smo

f(L,b4+1) = f(1,b) +b+1,
za svaki prirodni broj b.

Odavdje vidimo da za svaki prirodni broj n vrijedi
fn)=fAin=-1)+n=fA,n-2)+(n—1)+n=...

= f,1)4+2+3---+n=1+4+243---Fn=
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Na isti nac¢in mozemo provesti argument oduzimajuéi jednadzbu iz prvog uvjeta za parove
brojeva (a + 1,b) i (a,b), te dobiti da vrijedi

n(n+1)

fn 1y ="

za sve prirodne brojeve n.

Uvrstimo li formule za f(1,n) i f(n,1) u prvi uvjet, dobivamo da za svaka dva prirodna broja
a, b vrijedi

f(a7 b) =

ala+1) bb+1) _(a+b)a+b-1) fa+b
5 + 5 +ab—a—-b= 5 —< 5 )

Ovako definirana funkcija zadovoljava i drugi uvjet, te zakljucujemo da je to jedino rjesenje.

a+b s b— a+1 n 1+5b ab
2 L2 2 ’

) +g(a,b), tada je g: NxN — Z (sa Z je oznacen skup cijelih brojeva)

Drugo rjeSenje.

Primijetimo da je

a+b

2
funkcija za koju vrijedi

Neka je f(a,b) =

e Zasvea,beN je
9(a,b) = g(a, 1) + g(1,b).

o Ako su a,b € N takvi da je neki od brojeva a + b i a + b — 1 djeljiv prostim brojem p > 2,
onda je i g(a,b) djeljiv s p.
b b b—1
Naime, drugi uvjet vrijedi zato sto je <a ;_ = (a+ )(c;—i— ) , a taj broj je djeljiv prostim
brojem p > 2 ako je neki od brojeva a + b i a+ b — 1 djeljiv s p, isto kao i broj f(a,b) pa je

onda i g(a,b) = f(a,b) — (a ;_ b) djeljiv s p.

Neka je p > 2 prost broj, sve kongruencije nadalje su modulo p te cijelo vrijeme podrazumije-
vamo da su a i b prirodni brojevi.

Iz prvog uvjeta na funkciju g zakljucujemo da ako je g(a,b) = g(1,b) =0, onda je i g(a,1) =0
te analogno, ako je g(a,b) = g(a,1) =0, onda je i g(1,b) = 0.

Iz drugog uvjeta slijedi da je g(a,1) = g(1,b) =0 za sve a = —1,0 te sve b = —1,0.

Akojea=1ib=0,ondajea+b=11i1+0b=1, sto znaci da je g(a,b) = g(1,b) =0 pa je i
g(a,1) = 0. Analogno, za a =0 i b = 1 vidimo da je g(1,b) = 0, za svaki b = 1.

Pretpostavimo sada da je n prirodan broj takav da je g(a,1) = g(1,b) =0, za sve a = +n i za
sve b = +n. Pokazali smo da ova tvrdnja vrijedi za n = 1.

Neka jea=n+1ib= —n, onda je a + b = 1, Sto znadi da je g(a,b) = g(1,b) = 0 pa je i
g(a,1) = 0. Analogno, za a = —n i b=n+ 1 vidimo da je g(1,b) =0, za svaki b =n + 1.

Akojea=—(n+1)ib=n+1, onda je a + b = 0, Sto znaci da je g(a,b) = g(1,b) =0 pa je i
g(a,1) = 0. Analogno, zaa=n+11ib=—(n+1) vidimo da je g(1,b) =0, za svaki b =n + 1.
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Po principu matematicke indukcije zakljucujemo da je g(a,1) = g(1,b) =0, za sve a i b.

Isti zakljucak mozemo provesti za bilo koji prost broj p > 2, stoga su brojevi g(a, 1) i g(1,b)
djeljivi svakim prostim brojem p > 2, sto znadi da je g(a,1) = g(1,b) = 0, za sve a,b € N.
Odnosno, vrijedi da je g(a,b) = g(a,1) + g(1,b) =0, za sve a,b € N.

ran=("3"),

Stoga je jedino rjesenje funkcija

za koju smo veé vidjeli da zadovoljava prvi uvjet, a takoder zadovolja i drugi uvjet.
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