MATEMATICKI KLOKAN S 2019.

RJESENJA ZADATAKA

Pitanja za 3 boda:

1. Zastava Klokanije je pravokutnik podijeljen na tri manja sukladna pravokutnika, kao na slici. Odredi omjer

_

stranica bijelog pravokutnika.

A1l:2 B)2:3 C)2:5 D) 3:7 E)4:9
RjeSenje: A

2. Pravokutnik je osjencan na pet razli¢itih na¢ina. Na kojoj je slici osjen¢ana povr§ina najveca?

C)
Rjesenje: E

Osjencane povrsine u pravokutnicima A, B, C i D jednake su, a iznose pola povrsine pravokutnika. Osjencani
pravokutnik koji se nalazi unutar pravokutnika na slici E daje nesto ve¢u povrsinu.

/57

Na kojoj su od danih slika trokuti isprepleteni na isti na¢in?

A) B) D) E)

3. Trisu trokuta isprepletena kao na slici.

A) B)

RjeSenje: D
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4. Piramida ima 23 strane u obliku trokuta. Koliko ova piramida ima bridova?
A) 23 B) 24 C) 46 D) 48 E) 69

Rjesenje: C
Radi se 0 23-stranoj piramidi — ona ima 23 brida osnovke i 23 bo¢na brida, dakle 46 bridova.

5. Koja je prva znamenka (slijeva) najmanjeg prirodnog broja kojemu je zbroj znamenaka jednak 2019?

A) 2 B) 3 C) 4 D)5 E)6

Rjesenje: B
Da bi broj bio najmanji (s najmanje znamenaka), trebamo iskoristiti maksimalan broj znamenaka 9. Kako je

2019 = 224 - 9 + 3, trazeni je broj 399 ...99.
224

6. Svaka strana kocke oznacena je jednom, dvjema ili trima to¢kama, i to tako da je vjerojatnost da padne
jedinica % vjerojatnost da padne dvojka % a vjerojatnost da padne trojka % Koja od danih slika ne mozZe biti
pogled na takvu kocku?

@

Iz danih vjerojatnosti zaklju¢ujemo da su na kocki tri jedinice, dvije dvojke i jedna trojka. Stoga pogled C nije
moguc.

7. Mihael je izmislio novu “O“ operaciju s realnim brojevima. Definirana je ovako: x0y =y —x. Akozaa,b i
c vrijedi (a®b)Oc = af(bOc), koja je od danih izjava nuzno to¢na?

A) a=b B) b=c C)a=c D)a=0 E) c=0

Rjesenje: D
1z (a®b)Oc = ad(bOc)slijedic —(b—a) = (c—b) —a,tj.a=—a,pajea=0.

8. Koliko je brojeva izmedu 219 i 213 (ukljucujuéi) djeljivo brojem 2197
A) 2 B) 4 C)6 D)8 E) 16

Rjesenje: D
Kako je 213 = 8- 219 s 210 bit ée djeljivi brojevi k - 21°, zak = 1,2, ...,8. Dakle, 8 brojeva.

Pitanja za 4 boda:
9. Koja je najveca potencija broja 3 djelitelj broja 7! + 8! + 9! ?

A) 32 B) 3% C) 3° D) 3¢ E) Potencija broja 3 veéa od 3°.

RjeSenje: D
7'+8!+9!'=71(1+8+8-9)=81-71=3*-1-2-3-4-5-6-7=2%.3%.5.7.
Vidimo da se u rastavu danog broja pojavljuje 6 faktora 3, pa je on djeljiv s 3.



10. Ove se godine broj momaka u mome razredu poveéao 20%, a broj djevojaka smanjio se 20%. Sada je u

11.

12,

razredu jedan uéenik viSe nego lani. Koji bi od danih brojeva mogao biti trenutaéni broj uéenika u mome
razredu?

A) 22 B) 26 C) 29 D) 31 E) 34

Rjesenje: B

Neka je M proslogodiSnji broj momaka, a D proslogodisnji broj djevojaka u razredu. Prvo primijetimo da ti
brojevi moraju biti djeljivi s 5 (kako bi 20% bio prirodan broj). Iz uvjeta zadatka imamo jednadzbu 1.2M +
0.8D =M + D + 1, 0dnosno M = D + 5. Trenutacan je broj ucenika u razredu broj oblika 2D + 6 (paran
broj koji pri dijeljenju s 5 daje ostatak 1). Taj uvjet zadovoljava samo rjeSenje B.

Kada se u spremniku oblika kvadra nalazi 120 m? vode, spremnik nije pun. Dubina vode je 2 m, 3 m ili 5 m,
ovisno o tome koja je strana spremnika na tlu, kao na slici (slika nije u mjerilu). Odredi volumen spremnika.

5m

A) 160 m? B) 180 m? C) 200 m? D) 220 m?3 E) 240 m?

Rjesenje: E

Neka su a, b i ¢ dimenzije spremnika. 1z danih uvjeta imamo jednadzbe:

a-b-2=120, a-c-3=120, b-c-5=120,t.a-b =60, a-c =40, b-c = 24. Pomnozimo li ove tri
jednadibe, dobivamo a?b?c? = 60 - 40 - 24, odnosno V? = 2402, paje V = 240 m>.

Za prirodan broj n re¢i ¢emo da je “dobar” ako je njegov najveci djelitelj (ne ra¢unajuéi n) jednak n — 6.
Koliko dobrih prirodnih brojeva postoji?

Al B) 2 C)3 D)6 E) Beskona¢no mnogo.

RjeSenje: C

Najmanji mogu¢i djelitelj broja n (osim 1) je 2. Stoga mora vrijediti 2 - (n — 6) < n, iz ¢ega slijedi n < 12.
Takoder, iz uvjetan — 6 = 0 slijedi n = 6. Provjerom prirodnih brojeva od 6 do 12 vidimo da su “dobri*“ 7, 9
i12.



13. Na slici je sustav od tri koloture povezane vertikalnom uzadi. Povu¢emo li kraj P dolje za 24 cm, koliko ¢e se

14.

centimetara tocka Q pomaknuti gore?

A) 24 B) 12 C)8 D) 6 E) =

Rjesenje: D

Ako uZe visi na koloturi koja je na stropu, kao na lijevoj slici, onda ¢e povlacenje kraja A za a dolje

uzrokovati pomicanje kraja B za a gore.

Ako je uze privezano na strop i provuceno kroz koloturu, kao na slici desno, onda ¢e povlacenje kraja A za a

gore uzrokovati pomicanje tocke B za % gore (toslijediizp+qg=(p—x) + (g —x) + a).

Oba slucaja vrijede zato $to se duljina uZeta ne mijenja.
[ ] | |

T B
Na slici u zadatku povlaéenje kraja P dolje za 24 cm uzrokuje podizanje koloture u sredini za 274 =12 cm, §to

dalje uzrokuje podizanje tocke Q za 12—2 = 6.cm.

U kutiji se nalaze 4 cokolade i 1 voéna plocica. Ivo i Mare naizmjenice izvlace poslasticu iz kutije, bez
vracanja. Pobjeduje onaj koji izvuce voénu plocicu. Ivo izvlaci prvi. Koja je vjerojatnost da ¢e Mare
pobijediti?

NE HE )3 D); E)3

RjeSenje: A

Mozemo zamislili da Ivo i Mare izvlace poslastice dok god kutija nije prazna, a tek onda pogledaju tko je
pobijedio. Mogu¢i rasporedi izvlaGenja voénih plo¢ica (V) i éokolada (C) su: VCCCC, CVCCC, CCVCC,
CCCVC, CCCCV, i svi su jednako vjerojatni. Mare pobjeduje ako je voéna ploéica izvu¢ena druga ili Cetvrta

po redu, u dva od pet slu¢ajeva, pa je vjerojatnost za Marinu pobjedu g



15. Nasslici su prikazana dva susjedna kvadrata stranica duljina a i b (a < b). Kolika je povr§ina osjen¢anog
trokuta?

A) Vab B);a? C) 5 b D) ; (a? + b?) E) 5 (a? + b?)

Rjesenje: B

Od povrsina dvaju kvadrata moZemo oduzeti povrsine triju bijelih pravokutnih trokuta:
a? (a+tb)b (b—a)b _ a?
2 2 2 2

16. Odredi cjelobrojni dio broja |20 + \/20 + JZO ++/20 4+ v20?

A) 4 B) 5 C)6 D) 20 E) 25

RjeSenje: A

Znamo da je V20 < 5 pa je 20+J20+\/20+ 20+\/%<J20+\/20+ 20 ++/20+5=5.

Znamo i da je cijeli izraz veéi od v/20 > 4. Stoga je cjelobrojni dio ovog broja jednak 4.

Pitanja za 5 bodova:

17. Neka je a zbroj svih pozitivnih djelitelja broja 1024 i b umnozak svih pozitivnih djelitelja broja 1024. Tada
vrijedi:

A (a—1)°=b B)(a+1)°=b C)a®=b D)a®>—1=b E)a>+1=0b
Rjesenje: B
Djelitelji broja 1024 = 21° potencije su broja 2: 29,21, ..., 21%. Njihov je zbroj a = 2'* — 1, a njihov
umnozak b = 25>, Dakle, vrijedi (a + 1)° = b.
18. Za koje realne brojeve a jednadzba 2 — |x| = ax ima to¢no 2 rjeSenja?

A) (=00, —1] B) (-1,1) C) [1, ) D) {0} E) {-11}

Rjesenje: B



Skiciramo li graf funkcije y = 2 — |x| te neke pravce kroz ishodiste y = ax, mozemo uociti da ¢ée te dvije
funkcije imati dva presjeka ukoliko je a € (—1,1). Zaa = 1 i a = —1 dobivamo pravce koji su paralelni s
granama grafa funkcije y = 2 — |x|.

y=-2

19. Zadana su &etiri pravca kroz ishodiste koordinatnog sustava. Oni presijecaju parabolu y = x? — 2 u osam
to¢aka. Sto od navedenog moZe biti umnozak x-koordinata tih osam to¢aka?

E) Postoji nekoliko

A) samo 16 B) samo —16 C) samo 8 D) samo —8 . ¥
mogucih umnozaka.

RjeSenje: A

Pravac kroz ishodiste koordinatnog sustava ima jednadzbu y = kx, k € R. Presjeci toga pravca i parabole

y = x? — 2 rjeSenja su jednadzbe kx = x? — 2, odnosno x2 — kx — 2 = 0. Prema Viéteovim formulama za
umnozak rjesenja ove jednadzbe vrijedi x; - x, = —2, a to je ujedno umnozak x-koordinata presjeka. Kako su
zadana Cetiri pravca koji parabolu sijeku u osam toéaka (svaki u dvije to¢ke), umnozak x-koordinata tih
presjeka je (—2)* = 16.

20. Za koliko je cijelih brojeva n broj |n? — 2n — 3| prost?
Al B) 2 C)3 D)4 E) Beskona¢no mnogo.
Rjesenje: D

Kako je n? — 2n — 3 = (n — 3)(n + 1), dani ée broj biti prost samo ako je jedan od faktora u tom izrazu 1 ili
—1. Provjeravanjem brojeva koji se dobiju za n € {—2,0, 2, 4} vidimo da su sva ¢etiri broja prosta (5, 3, 3, 5).

21. Putanja DEFB lezi unutar kvadrata ABCD i vrijedi DE L EF, EF L FB.
Ako je IDE| =5, |[EF| = 1 |FB| = 2, kolika je duljina stranice kvadrata ABCD?
A B

C
A) 3v2 B) % C) 171 D) 5v2 E) Nista od navedenog.
Rjesenje: E

Spustimo li okomicu iz vrha B na produzetak duzine DE, dobit éemo pravokutan trokut s Katetama duljina 1 i
5 + 2 = 7. Hipotenuza toga trokuta ujedno je i dijagonala kvadrata ABCD. 1z V12 + 72 = a+/2 slijedi a = 5.



22. Prvi ¢lan niza a4, a,, as, ... je a; = 49. Zan = 1 broj a, ;1 dobije se tako da sumi znamenaka broja a,,
dodamo 1, a zatim kvadriramo rezultat. Tako je a, = (4 + 9 + 1)2 = 196. Odredi a,1o.

A) 121 B) 25 C) 64 D) 400 E) 49

Rjesenje: C

Izracunajmo nekoliko pocetnih ¢lanova niza: a; = (1+9 + 6 + 1) = 289, a, = (2+ 8+ 9 + 1)? = 400,
as=(4+0+0+1)2=25a,=02+5+1)>=64,a,=(6+4+1)? =121,

ag = (1+2+ 1+ 1)? = 25. Kako je ag = as, dalje ée se ¢lanovi niza ponavljati s periodom 3 (64, 121, 25,
64, 121, 25, ...). ZakljuCujemo da je asg19 = ag = 64.

23. Iz skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} nasumi¢no su izabrana tri razli¢ita broja. Koja je vjerojatnost da je jedan od
njih aritmeti¢ka sredina preostalih dvaju?

1 1 1
O3 D)3 B)2

1

1
A) = B):

Rjesenje: B
Tri broja iz skupa od 10 brojeva moZzemo odabrati na (130) = 120 nacina.
Biramo tri brojaa < b < ¢ za koje mora vrijediti b = aTJ'C Da bi b bio prirodan broj, a i ¢ moraju biti iste

parnosti. Zadatak se svodi na vjerojatnost da iz zadanog skupa nasumi¢no odaberemo 2 broja iste parnosti.

Dva parna broja mozemo odabrati na (;) = 10 nacina, dva neparna broja takoder mozemo odabrati na (2) =

" N L . 10+10 _ 1
10 nacina. Trazena vjerojatnost je 70 — &

24. Kvadrat na slici popunjen je brojevima tako da svaki redak i svaki stupac 2
sadrZi brojeve 1, 2 3,4 i 5 to¢no jednom. K tome, zbroj brojeva u svakome
od tri ogradena podrucja jednak je. Koji se broj nalazi u gornjem desnom
kutu?

A) 1 B) 2 C)3 D) 4 E)5

2
Rjesenje: C
Zbroj svih brojeva u tablici iznosi 5- (1 + 2 4+ 3 + 4 4+ 5) = 75 pa u svakome od tri ogradena podrucja zbroj
mora biti 25. Jedini na¢in da zbroj u donjem lijevom podru¢jubude 25je 25 =2+5+5+5+4+ 4 i
brojevi moraju biti rasporedeni kao na prvoj slici.
U gornjem desnom podrucju 5 se moze pojaviti najvise dva puta. To podrucje stoga mora sadrzavati tri broja 4
(inae bi suma mogla biti maksimalno 5 + 5 + 4 + 4 4+ 3 + 3 = 24). Dakle, da bismo dobili zbroj 25 u
gornjem desnom kutu mora biti broj 3, 25 =5+ 5 + 4 + 4 + 4 + 3 (druga slika).
Potrebno je popuniti i ostatak tablice kako bismo se uvjerili da je takvo rjeSenje moguce (treca slika).
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Eventualne primjedbe na rjesenja zadataka primaju se iskljucivo elektronskim putem na e-mail klokan@math.hr do

28. travnja 2019. u 23:59.

Rezultati natjecanja najbolje plasiranih ucenika bit ¢e objavljeni 2. svibnja 2019. godine na internetskoj stranici HMD-a.
Primjedbe i zalbe ucenika primaju se iskljucivo elektronskim putem na e-mail klokan@math.hr do 9. svibnja 2019. u
23:59.

Nagrade najboljim u¢enicima dodjeljivat ¢e se od 20. svibnja 2019. godine.

Obavijesti se mogu dobiti na internetu — http://www.matematika.hr/klokan/2019/.
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