SKOLSKO (GRADSKO) NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja $kola — A varijanta
4. veljace 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1. (4 boda)

Neka je n prirodni broj i a # 0 realni broj. Potpuno skrati razlomak

a3n+1 _ CL4

a?nt3 4 gntd g5’

Rjesenje. PRI S a(a® — a®)
a2n+3 4 gntd 4 gb = a®(a® + a™' + a?) (1 bod)
n __ 2n n+1 2
_ala” —a)(a® 4 a" +a?) (2 boda)
a3(a2n + an+1 + CL2)
a(@™—a) a1 -1
R e — (1 bod)
Napomena. Konaéno rjesenje moze se zapisati i u obliku a2 — a1,

Zadatak A-1.2. (4 boda)

Odredi prirodni broj ¢iji je 9-erokratnik izmedu 1100 i 1200, a 13-erokratnik izmedu 1500
i 1600.

Za prirodni broj n, n-terokratnik nekog broja je broj koji je n puta veci od tog broja.

Rjesenge.
Neka je n trazeni broj. Uvjeti zadatka se mogu napisati kao dvije nejednakosti:

1100 < 9n < 1200, 1500 < 13n < 1600. (1 bod)

Dijeljenjem prve nejednakosti s 9, a druge s 13 dobivamo:

1100 1200 1500 1600
—<n< —

R ey 1 bod
9 o 13 ~"S 3 (1 bod)

Budu¢i da je n prirodni broj imamo: 122 <n < 133, 115 <n < 123. 1 bod)

Jedini broj koji zadovoljava obje nejednakosti je n = 123. 1 bod)

(

(
Napomene. Treba priznati i ako su zadani uvjeti shvaceni kao 1100 < 9n < 1200,
1500 < 13n < 1600 i sl. Pogodeno rjesenje (bez obrazlozenja) nosi 1 bod.
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Zadatak A-1.3. (4 boda)

Tri kruznice polumjera 2cm nalaze se u ravnini tako da srediste svake od njih lezi na
sjecistu drugih dviju kruznica. Odredi povrsinu presjeka svih triju krugova odredenih tim
kruznicama.

Rjesenje.
Presjek krugova sastoji se od jednakostrani¢nog trokuta 57555 stranice duljine 2 i tri
sukladna kruzna odsjecka. (1 bod)

/\
\/

Povrsina tog jednakostrani¢nog trokuta iznosi P; = 224‘/§ =/3. (1 bod)

Povrsina P, jednog odsjecka jednaka je povrsini kruznog isjecka sa sredisnjim kutom 60°

umanjenoj za povrsinu trokuta S7.5,55. Buduéi da kruzni isjecak ima pripadni kut od
60°, njegova povrsina je jednaka Sestini povrsSine kruga radijusa 2.
Dakle, P, = % 221 — /3 = %7‘(‘ — /3. (1 bod)

Konacno, P = P;+3P,=+3+3(%r—V3)=2(r—V3)cm” (1 bod)

Zadatak A-1.4. (4 boda)

Ako nekom broju obriSemo znamenku jedinica, dobit ¢emo broj koji je za 2010 manji od
polaznog broja. Koji je polazni broj?

Rjesenje.
Neka je x broj koji smo dobili nakon brisanja zadnje znamenke, a n obrisana znamenka.
Vrijedi

10z +n = x 4 2010, (1 bod)

odnosno
9z = 2010 — n. (1 bod)
Buduéi da je n € {0,1,2,...,9} mozemo provjeriti sve moguénosti za n pa izravnim
uvrStavanjem dobijemo da je x prirodni broj samo za n = 3. (1 bod)
Odatle slijedi x = 223 pa je trazeni broj 2233. (1 bod)

Napomena. Do rjesenja jednadzbe 9x = 2010 —n moze se doé¢i i promatranjem ostataka
pri dijeljenju brojem 9.



Zadatak A-1.5. (4 boda)

U vredi se nalazi dovoljno velik broj crvenih, bijelih i plavih kuglica. Svaki uc¢enik uzima
nasumece iz vre¢e po tri kuglice. Koliko najmanje mora biti uéenika da bismo bili sigurni
da neka dvojica od njih imaju istu kombinaciju kuglica, tj. jednak broj kuglica svake boje?

Rjesenje.
Oznacimo crvenu kuglicu slovom C', bijelu kuglicu slovom B, te plavu kuglicu slovom P.

Moguce kombinacije tri kuglice su:
CcCC, BBB, PPP, CBB, CPP, BCC, BPP, PCC, PBB, CBP.

Ukupno ima 10 moguéih kombinacija. (2 boda)

Da bi postojala dva ucenika s istom kombinacijom, dovoljno je da ukupno bude barem 11
ucenika. (2 boda)

Napomena. Zakljucak da je za k kombinacija potrebno k + 1 ucenika vrijedi 2 boda.

Zadatak A-1.6. (10 bodova)

prirodni broj.

b b— 2b+3
Ako je a? + 2b% = 3¢?, pokazi da je <a—i— + c).a—i— T oC

b+c b—a a+tc
Rjesenje.

U rjesenjima ¢emo sa (x) oznacCiti koristenje uvjeta zadatka u obliku 20 = 3¢* — a?,
odnosno 2b* — 3¢? = —a?.

Prvo rjesenje.
Sredimo prvo izraz u zagradama:

a+b b—c (a+b)(b—a)+(b—c)(b+c)

= 1 bod
TP — b+ c)(b—a) (1 bod)
2 22 32— — a2 — 2
bt —at+ b7 —c (:)30 a®—a*—c (2 boda)
(b+¢)(b—a) (b+c)(b—a)
2¢2 — 2a? 2(c —
_ 2 at (c a)(c—l—a)‘ (1 bod)
b+c)b—a) (b+c)(b—a)
Odavde slijedi
a+b+b—c a+2b+3c  2(c—a)ic+a) a+2b+3c
b+c b—a at+c  (b+c)(b—a) a+c
_2(c—a)(a+2b+3c) _ ac+2bc+3c® —a® —2ab— 3ac (2 boda)
(b+¢)(b—a) (b+¢)(b—a)
(+) . ac+ 2bc + 2b* — 2ab — 3ac
9. 2 bod
b2 —ab+ bc — ac (2 boda)
2(— 2 _
5. (—ac+bc+b ab):4‘ (2 boda)

b? — ab + be — ac



Drugo rjesenge.

Uocimo da iz danog uvjeta slijedi b? — a® = 3(b* — ¢?), odnosno

a+b b—c
b—|—c_3.b—a' (3 boda)
a+b b-—c b—c b-—rc b—c
; —3. =4. . 2
Stoga je b+c+b—a 3 b—a+b—a — (2 boda)

Sada rac¢unamo

a+b b-c a-+2b+ 3¢ b—c a+2b+ 3¢
+ . =4. .
b+c b—a a+tc b—a a+tc

ab + 2b% + 3bc — ac — 2bc — 3¢ (») . ab— a® — ac + be

=4 b—a)ato R (s Y (3 boda)
_, b—a)la+c) _ oda
) e R (2 boda)

Zadatak A-1.7. (10 bodova)

Pravokutni trokut ABC' s katetama duljina 15c¢cm i 20cm i pravim kutom u vrhu B
sukladan je trokutu BDFE s pravim kutom u vrhu D. Tocka C' lezi unutar duzine BD, a
tocke A i E nalaze se s iste strane pravca BD.

a) Odredi udaljenost tocaka A i E.

b) Izrac¢unaj povrsinu presjeka trokuta ABC' i BDE.

Prvo rjesenje.

Vrijedi |AB| = |BD| = 20, |BC| = |DE| = 15 pa su duljine hipotenuza danih
pravokutnih trokuta |AC| = |BE| = 25. (1 bod)

Neka je S sjeciste duzina AC i BE i neka je <BAC = .




Tada je <EEBD = « pa je
<ABE = <ABC — <EBD =90° — a.

Zato je <ASB = 90°, tj. AC L BE. (1 bod)

U ovom rjeSenju koristimo Pitagorin poucak.

Oznacimo |AS| =z, |CS| =y i |BS|=w.

Vrijedi z 4+ y = 25.

Osim toga, iz pravokutnih trokuta ABS i BC'S dobivamo

22 4 v = 207, y? + 0% = 15% (1 bod)

Oduzimanjem slijedi: 2% —y* = (z +y)(x — y) = 400 — 225 = 175,

pa vrijedi: = —y=175/25=171.

Sada slijedi x = 16, y = 9. (1 bod)
Zato je v = 12. (1 bod)

Sada mozemo odgovoriti na oba pitanja.

a) Udaljenost |AE| ¢emo dobiti iz prakokutnog trokuta ASE. Znamo |AS| = 16 i

|SE| = |BE| — |BS| = 25 — 12 = 13. (1 bod)
Dakle, |AE| = V162 + 13% = /425 = 5/17 cm. (2 boda)
b) Povrsina trokuta BSC' iznosi P = §|BS| - |SC| = 54 cm?. (2 boda)

Varijacige prvog rjesenja.

Za odredivanje duljina z, y i v mogu posluziti Euklidov poucak ili slicnost. U svakom
slucaju se tocan izracun tih duljina boduje s 3 boda.

Euklidov poucak.

Vrijedi

IAB|?  20? IBC]? 15

= |AS| = =—=16 =|CS| = =—=9 2 bod

te konacno v = \/ry = 12. (1 bod)
Sliénost trokuta.
Trokuti ABC' i BSC su sli¢ni jer imaju jednake kutove (1 bod)
paje |BS|:|BC|=|AB]|:|AC|.

AB|-|BC
Slijedi v = |BS| = % =12, (1 bod)
y=VIsT—122=9 z=25-9=16. (1 bod)



Drugo rjesenge.
Vrijedi |AB| = |BD| = 20, |BC| = |DE| = 15 pa su duljine hipotenuza danih

pravokutnih trokuta |AC| = |BE| = 25. (1 bod)
A
Feg =N m—— \_ S =_,F
S
!
|
|
N
B D

a) Oznac¢imo na duzini AB tocku F takvu da je BDEF pravokutnik. Tada je

|AE| = \/|[FE? + |AF|2 = \/|BDJ? + |AF|2 = 202 + 52 = 5V/17cm. (3 boda)

b) Neka je S sjeciste duzina AC' i BE, a N noziste okomice iz S na BC.

Bududéi da su pravci AB, SN i ED paralelni, prema Talesovom teoremu vrijedi:

SN| _INC| . |SN| _|BN|
[AB| ~|BC| ' |ED|  |BD|

(2 boda)

Zbrajanjem jednakosti |NC|=[SN|- {55t i [BN| = |SN|- 25l dobivamo

ych:\szv\.(@ |B_D|)

|AB|  |ED|

U gornjoj jednakosti jedina nepoznata duljina je |SN|:

15 20 25 15-12 36
B=SN|-| =+ —= | =—=|SN N|l=——=—. 2
SN (20 * 15) RN = 1SN === =5 (2 boda)
] 1 1 36 )
Konacno, P(BCS) = 3 |BC|-|SN| = 3 15 - T 54 cm”. (2 boda)



Zadatak A-1.8. (10 bodova)

Neka su p i ¢ razliciti neparni prosti brojevi. Dokazi da broj (pg+ 1)* —1 ima barem
cetiri razlicita prosta djelitelja.

Rjesenje.

Dani izraz mozemo faktorizirati na sljedec¢i nacin:

(pg+1)*=1=[(pg+1)> = 1] [(pg + 1)> + 1]
= (pg+1+1)(pg+1-1) [(pg+1)* +1]
= pq(pg +2) [(pg +1)* + 1]
=p-q-(pg+2) - (P°¢ + 2pq + 2) (2 boda)

Sada vidimo da zadani broj ima proste djelitelje p i ¢ te joS dva neparna faktora pg + 2 i
P*q® + 2pq + 2. (1 bod)
Pretpostavimo da je pq 4 2 djeljiv s p. Tada bi, jer je pq djeljiv s p, bilo 2 djeljivo s p Sto
je nemoguce. Prema tome, p nije djelitelj broja pg + 2. Sli¢no se vidi da ¢ nije djelitelj
broja pq + 2 te da ni p ni ¢ nisu djelitelji broja p?q® + 2pq + 2. (2 boda)
Treba jos pokazati da pq + 2 i p?¢® + 2pq + 2 imaju barem dva razli¢ita prosta djelitelja.
Pokazat ¢emo zapravo da brojevi pg + 2 i p*¢® + 2pq + 2 nemaju zajednickog djelitelja
razlicitog od 1, tj. da su relativno prosti.

Pretpostavimo da je k neki zajednicki prosti djelitelj brojeva pg + 2 i p?¢® + 2pq + 2 =
pq(pq+1) +pg+2. Tada je k djelitelj od (p*q*+2pq+2) — (pq+2) = pq(pqg+1). Bududi
da su p i ¢ prosti i razliciti od k, mora vrijediti da je k djelitelj od pg + 1. (2 boda)

Medutim, ako je pq + 1 visekratnik broja k, tada pqg + 1 + 1 daje ostatak 1 pri dijeljenju
s k, sto je nemoguce bududi da je pg + 2 djeljivo s k. Prema tome, nasa pretpostavka je
kriva i niti jedan djelitelj od pg + 2 nije djelitelj od p?q? + 2pq + 2. (1 bod)

Stoga zakljucujemo da svaki od brojeva pq + 2 i p*¢® + 2pg + 2 ima barem jedan neparni
prosti faktor razlicit od p i ¢, i ta dva faktora su razlicita, pa ukupno imamo barem cetiri
razli¢ita neparna prosta faktora. (2 boda)

Napomena. Cinjenicu da su pg + 2 i p*¢> + 2pq + 2 relativno prosti brojevi mozemo
dokazati koriste¢i pravilo za racunanje najveceg zajednickog djelitelja:

NZIa,b) = NZIXa, b — ka), Ya,b, k € N.
Bududéi da je p?¢*> + 2pq + 2 = pq(pq + 2) + 2, a p i ¢ neparni brojevi slijedi

NZD(pq + 2, p*q* + 2pq + 2) = NZD(pq + 2,2) = NZD(pg, 2) = 1.

Na slican nac¢in se moze dokazati da je svaki od brojeva p i ¢ relativno prost s brojevima
pq + 21 p*q® + 2pq + 2.



SKOLSKO (GRADSKO) NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja $kola — A varijanta
4. veljace 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1. (4 boda)
Odredi zbroj svih pozitivnih djelitelja broja 2010.

Prvo rjesenje.

Broj 2010 mozemo faktorizirati kao 2 -3 -5 - 67 pa su svi pozitivni djelitelji broja 2010:
1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, 67, 134, 201, 335, 402, 670, 1005, 2010. (3 boda)

Njihov zbroj iznosi 4896. (1 bod)

Drugo rjesenje.

Svaki prirodni broj mozemo prikazati kao umnozak potencija razli¢itih prostih faktora

ai a2

n=pi{'ps* - pit
Prema poznatoj formuli, zbroj (pozitivnih) djelitelja broja n tada iznosi:
(I+pr+-+pi ) A +pet-+pg?) - (Lt pe+ -+ pif). (2 boda)
Dakle, za n = 2010 =2 - 3 - 5- 67 suma djelitelja iznosi

(14 2)(1 + 3)(1 + 5)(1 + 67) = 4896. (2 boda)



Zadatak A-2.2. (4 boda)

Dane su dvije kvadratne jednadzbe
> 4+ar+1=0, 2?+x+a=0.

Odredi sve vrijednosti parametra a za koje te jednadzbe imaju barem jedno zajednicko
rjesenje.
Rjesenje.
Oduzmemo li od prve jednadzbe drugu, dobivamo

(a—Dx+1—-a=0 | tj. (a—1)(z—1)=0. (1 bod)
U slucaju kada je a = 1, uvjet zadatka je ocito zadovoljen jer se prva i druga jednadzba

podudaraju. (1 bod)

Ako je a # 1, mora biti x = 1 pa uvrStavanjem u pocetne jednadzbe dobivamo da a = —2
takoder zadovoljava uvjete zadatka. (2 boda)

Dakle, jednadzbe iz zadatka imaju barem jedno zajednicko rjesenje za a = —2 i a = 1.

Napomena. Ukoliko ucenik napise jedno ili oba rjeSenja bez valjanog obrazlozenja da
nema drugih rjesenja treba dobiti po 1 bod za svako rjesenje.

Zadatak A-2.3. (4 boda)

Zicom duljine 10 km treba ograditi pravokutno zemljiste koje s jedne strane ima ravni zid
(Zicu je potrebno koristiti za preostale tri stranice), tako da povrsina tog zemljista bude
najve¢a moguca. Kolika je povrsina tako ogradenog zemljista?

Rjesenge.
Oznac¢imo s z i y duljine stranica ogradenog pravokutnika. Vrijedi 2z +y = 10 (pri ¢emu
smo s y oznacili duljinu stranice paralelne sa zidom). Povrsina zemljista iznosi

P = zy = 2(10 — 22) = 10z — 22°. (1 bod)

Treba nac¢i maksimalnu vrijednost povrsine u ovisnosti o z. S obzirom da je P kvadratna
funkcija varijable x,

25 5\° _ 25
P(x) = 10z — 22% = 5 2 (x - 5) > oL (2 boda)
Sto znac¢i da maksimalna povrsina koju je moguée ograditi iznosi 12.5km?. (1 bod)

Napomena. Povrsina je maksimalna kada je x =251y = 5.



Zadatak A-2.4. (4 boda)

Tri kruga polumjera 1 cm imaju to¢no jednu zajednicku tocku,
a njihova sredista vrhovi su jednakostrani¢nog trokuta.
Odredi povrsinu skupa svih tocaka koje pripadaju
dvama od tih krugova.

Rjesenge.

Neka je ABC trokut kojeg tvore sredista danih krugova, a S njihova zajednicka tocka.
To je ujedno srediSte jednakostrani¢nog trokuta ABC.

Vrijedi |SA| =|SB| = |SC| = 1.

Neka je T" drugo sjeciste kruznica polumjera 1 sa sredistima A i B.

Kako je AB simetrala duzine ST, vrijedi <SAT = 2<tSAB = 60° pa zakljuéujemo da je
trokut AST jednakostranican stranice duljine 1. (1 bod)

Trazena povrsina jednaka je trostrukoj povrsini presjeka dvaju krugova, odnosno Sestero-
strukoj povrsini kruznog odsjecka koji se nalazi izmedu tetive ST i kruznice sa srediStem
u tocki A. (1 bod)
Povrsina tog odsjecka jednaka je razlici povrsine kruznog isjecka AST i povrSine jedna-
kostrani¢nog trokuta AST), tj.

=%

1 1
P(odsjecka) = P(isjecka) — P(trokuta) = 5 127 — 1 12.V3 = (1 bod)

S

3V3
cm

Trazena povrSina je m — —5 . (1 bod)

Napomena. Ucenik koji ne pokaze da je trokut AST jednakostranic¢an, ali to koristi i
dobije tocan rezultat treba dobiti 3 boda.
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Zadatak A-2.5. (4 boda)

Dvadeset i cetiri tocke rasporedene su u Sest stupaca i ¢etiri retka, kao na slici. Pokazi da
se od danih tocaka moze odabrati njih toé¢no dvanaest tako da nikoje ¢etiri od njih nisu
vrhovi pravokutnika sa stranicama paralelnim

danim recima i stupcima.

Rjesenje.

Jedan mogudi izbor tocaka prikazan je na slici:

X X X . . .

(4 boda)

Izabrane su sljedece tocke (prva koordinata oznacava redak, a druga stupac):

(1,1),(2,1), (1,2),(3,2), (1,3),(4,3), (2,4),(3,4), (2,5),(4,5), (3,6),(4,6).

Napomena. Ovaj odabir tocaka nije jedinstven, ali u svakom ispravnom rjesenju moraju
biti odabrane tocno dvije tocke u svakom stupcu i toéno tri tocke u svakom retku.

Ako ucenik ne konstruira ispravan primjer moze mu se dodijeliti 2 boda iskljucivo u slucaju
da je zapisao tvrdnju da u jednom retku ne mogu biti cetiri oznacene tocke ili tvrdnju da
u jednom stupcu ne mogu biti tri oznacene tocke. U svim ostalim slucajevima dodjeljuje
mu se 0 bodova.

Zadatak A-2.6. (10 bodova)
Neka je z = % + z*/Tg [zracunaj

2+ 22 22010

Rjesenge.
—i¥3, 26 =1. (5 bodova)
: (1 bod)

Izracunamo: z? = —% +i\/7§, P =1 2= —% — i\/T‘a’, 2° =

Zbrajanjem dobivamo z + 22 + 23 + 2% + 25 4+ 20 =

o

Kako je 2010 djeljivo sa 6, imamo
A A
=(z+2+ -+ + 2+ 24+ )+ M+ P+ 20
=2+ 2+ 2+ A+ )+ 12 =0 (4 boda)

Napomena. Koristeéi formulu za sumu geometrijskog niza odmah dobivamo:

2010 _ | 31670 _ 1
z+z2+z3+z4+...+zk+...+z2010:z-z—ZZ-L:()7
z—1 z—1
zbog Einjenice da je z2> = —1. Takvo rjeSenje takoder treba bodovati sa svih 10 bodova.
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Zadatak A-2.7. (10 bodova)

Dvije kruznice sijeku se u tockama P i ). Ako dva pravca koja prolaze kroz tocku
sijeku prvu kruznicu u tockama A i B, a drugu kruznicu u tockama C' i D, dokazi da su

trokuti PAB 1 PCD sli¢ni.

Rjesenge.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da se na jednom pravcu nalaze tocke A,

@ 1iC,anadrugom B, Qi D.

Da bi trokuti PAB i PCD bili sliécni dovoljno je dokazati da je <APB = <CPD i

IBAP = <DCP.
Vrijedi <APB = <AQB (obodni kutovi nad tetivom AB).
Zatim, <AQB = <CQD (vrsni kutovi).

Sada je <CQD = <CPD (obodni kutovi nad tetivom CD)
odakle dobivamo <APB = <CPD.

Imamo <BAP = <BQP (obodni kutovi nad tetivom BP).
<DQP = 180° — <BQP (sukuti),

a kako je <DQP = 180° — <DCP
(nasuprotni kutovi u tetivnom ¢etverokutu C'DQP),

konacno slijedi <BAP = <DCP.

(1 bod)

(3 boda)
(1 bod)

(3 boda)
(2 boda)

Napomena. Trazena slicnost moze se dokazati i tako da se dokaze jednakost kutova
<IBAP = <DCP i <ABP = <CDP, pri ¢emu je dovoljno dokazati jednu od te dvije

jednakosti i naglasiti da se druga dokazuje analogno.
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Zadatak A-2.8. (10 bodova)

Odredi sve cijele brojeve z za koje je 2% + 3x + 24 kvadrat nekoga cijeloga broja.

Prvo rjesenje.

Mora biti 2% + 3z + 24 = 92, za neki y € Ny, odnosno mora vrijediti jednakost 2% + 3z +
24 —y* = 0. (1 bod)

Diskriminanta ove kvadratne jednadzbe po x je D =9 — 4(24 — y*) = 4y*> — 87. (1 bod)

Da bi  bio cijeli broj, mora vrijediti 4y> — 87 = a? za neki a € Ny. Dakle, imamo

4y* — a® = 87, odnosno (2y — a)(2y + a) = 87. (2 boda)
Rastav broja 87 na proste faktore je 87 = 3 -29. Kako je 2y + a > 0, oba faktora su
pozitivna i uz to je 2y — a < 2y + a. (1 bod)

Zato imamo dvije moguc¢nosti:

2y—a=1,2y+a=287, odnosno 2y —a=3,2y+a=29 (1 bod)
U prvom slucaju je y = 22, a = 43

pa trazeni brojevi zadovoljavaju kvadratnu jednadzbu 2 + 3z — 460 = 0,

¢ija su rjesenja x = 20 i x = —23. (2 boda)
U drugom slucaju y =8, a = 13

pa trazeni brojevi zadovoljavaju kvadratnu jednadzbu 22 + 3z — 40 = 0

¢ija su rjeSenja 5 i —8. (2 boda)

Dakle, sve moguca cjelobrojna rjesenja su —23, —8, 51 20.

Drugo rjesenge.

Imamo 22 + 3z + 24 = y? za neki cijeli broj y. Pomnozimo li jednadzbu s 4 dobivamo
422 + 122 + 96 = 4y?, tj. (2x + 3)% + 87 = 4y, (3 boda)

Prebacimo li (2z + 3)? na desnu stranu i primjenimo razliku kvadrata dobivamo

87 = (2y + 2z + 3)(2y — 2z — 3). (1 bod)

Kako je rastav broja 87 na proste faktore 87 = 3 - 29 imamo osam slucajeva:

20+ 2x 4+ 3 =1, 2y —2x — 3 =87 = x=-23, y=22

2y + 22 + 3 = 87, 2y—2x—3=1 = x =20, y = 22,

2y +2x 4+ 3 =3, 2y —2xr —3 =29 = x= -8, y =38,

2y + 2z + 3 = 29, 20—2x —3=3 = x =29, y =8,

2+ 22z +3=—1, 2y — 20 —3=-87T = x=20, Yy = —22,

204+ 2x+3=-87, 2y—2r—-3=-1 = x=-23, y=-—22,

20+ 2x+ 3 = -3, 20—2x —3=-29 = x=25, y = —8,

2y +2x+3=-29, 2y—2r—3=-3 = x=-8 y=-8 (6 bodova)

Opet dobivamo da su jedina rjesenja x € {—23, —8,5,20}.
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Treée rjesenge.

Primjetimo da je za x > 0

(x+1)P=2+2r+1<2°+3r+24 <2* + 102+ 25 = (z +5)* (3 boda)
pa razlikujemo tri slucaja:

1. slucaj: z* + 3z +24 = (v + 2)? = x = 20,
2. slucaj: ¥ + 3z +24= (z+3)> =z =15,

3. slucaj: x* +3x+24= (v +4)*=>5x =8,z ¢ Z. (2 boda)

Za xr < 0 imamo

(r+22 =2 +4r+4<2°+3v+24<2? - 8x +16 = (v — 4)%, (3 boda)
pa razlikujemo pet slucajeva:

1. sluéaj: 2> +3x+24 = (v +1)* = 2 = —23,

2. slucaj: 2%+ 3x + 24 = 2> = v = -8,

3. slucaj: 2> +3x+24=(x—1)>=br = -23, 2 € Z,
4. slucaj: > +3x+24=(z—2)? = Tx=-20,2 ¢ Z,
5

. slucaj: 2> +3x+24=(r—3)> =9z =—15, x ¢ Z. (2 boda)

Dakle, jedina rjesenja su = € {—23,—8,5,20}.

Napomena. Ako ucenik pogodi, tj. navede bez odgovarajuéeg postupka, sva Cetiri
rjeSenja dodijeliti 2 boda.
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SKOLSKO (GRADSKO) NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja $kola — A varijanta
4. veljace 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1. (4 boda)
1 5

Odredi sve = € [0, 27] za koje su 3sinz i % cos(2z) + 3sinz cijeli brojevi.

RjesSenje.
Neka je n = 3sinz € Z. Tadaje =3 <n <3,pajen € {-3,-2,—1,0,1,2,3}. (1 bod)

Izraz 2 cos(2z) 4 2 sinz tada je jednak:

4 5) 4 5)
?(COSQCE —sin’x) + 3 sinx = ?(1 — 2sin’x) + gsinx
4 n*>. 5 n —8n%+35n+36
- 2(1-92. R . 1 bod
7 95733 63 (1 bod)
Uvrstavanjem brojeva iz skupa {—3,—2,—1,0,1,2,3} u posljednji izraz dobivamo da je
on cijeli broj samo za n = 1. (1 bod)
Iz toga zakljucujemo da uvjete zadatka zadovoljavaju svi realni brojevi x za koje je
3sinx = 1, odnosno sinx = % pa u zadanom intervalu [0,27] imamo dva rjeSenja:
xy = arcsin 3 i ¥y = m — arcsin 3. (1 bod)
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Zadatak A-3.2. (4 boda)
Legoplus je tijelo koje se sastoji od sedam jednakih kocki spojenih tako da postoji kocka
koja ima zajednicku stranu sa svakom od preostalih Sest kocki.

Svaku stranu legoplusa treba obojati jednom bojom. Koliko je minimalno boja potrebno
da bi se to moglo napraviti tako da nikoje dvije susjedne strane ne budu obojane istom
bojom?

Rjesenje.
Ocito postoje tri strane legoplusa za koje vrijedi da su svake dvije susjedne. Na primjer,

takve su strane koje su oznacene slovima A, B i C na donjoj slici. Iz toga zaklju¢ujemo
da su potrebne barem tri boje da bismo obojali legoplus na trazeni nacin. (2 boda)

C
4 | BLA

[ |

Obojamo li stranu A i sve strane koje su paralelne s njom bijelom bojom, stranu B i sve
strane koje su paralelne s njom sivom bojom te stranu C' i sve strane koje su paralelne
s njom crnom bojom, dobit ¢emo bojanje s tri boje koje zadovoljava uvjete zadatka. To
bojanje je dano na donjoj slici.

Dakle, najmanji broj boja koji je potreban da bismo obojali vanjske strane legoplusa tako
da nikoje dvije susjedne strane ne budu obojane istom bojom je tri. (2 boda)
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Zadatak A-3.3. (4 boda)

Rijesi u skupu realnih brojeva jednadzbu

. 2 .
25T — gin .

Rjesenge.

Kako je 25’z > () za sve € R to za desnu stranu zadane jednadzbe mora vrijediti
0 <sinz < 1. (1 bod)
Ocito sinz = 1 ne zadovoljava jednadzbu jer 2' =2 # 1. (1 bod)

Dakle, vrijedi: 0 < sinz < 1, pa je 0 < sin?z < 1, a odavde je 2° < 25"°% < 2. (1 bod)

Stoga lijeva i desna strana jednadzbe ne mogu biti jednake jer je lijeva veca od 1, dok je
desna manja od 1 pa jednadzba nema rjeSenja. (1 bod)

Zadatak A-3.4. (4 boda)
Dokazi da jednadzba 2 + y? — 22 + 22y = 202 nema cjelobrojnih rjesenja.

Prvo rjesenje.

Jednadzbu mozemo pisati ovako:

(z +y)? — 2% = 202, (1 bod)
(x+y—2)(xr+y+2) =202 (1 bod)

Brojevi (x+y—=z) i (z+y+2) su iste parnosti (jer im je suma (z+y—z)+(z+y+2) = 2(x+y)
paran broj). Kako je umnozak ta dva broja paran broj, onda svaki od njih takoder mora
biti paran. To znaci da je lijeva strana zadane jednadzbe djeljiva s 4, dok desna strana
oCito nije, pa zakljucujemo da jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja. (2 boda)

Drugo rjesenje.

Zapisimo jednadzbu u obliku
(z +y)? — 2% = 202. (1 bod)

Budu¢i da kvadrat nekog cijelog broja moze davati ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju s 4 za-
klju¢ujemo da lijeva strana te jednadzbe daje ostatak 0, 1 ili —1 (odnosno 3) pri dijeljenju

s 4. (1 bod)
S druge strane, broj 202 daje ostatak 2 pri dijeljenju s 4 pa zakljucujemo da zadana
jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja. (2 boda)

17



Zadatak A-3.5. (4 boda)

Dan je valjak visine 10 cm. Na obodima njegovih osnovki oznacene su tocke A i B takve
da je AB paralelno s osi valjka. Spojimo li tocke A i B najkra¢om linijom koja jednom
obilazi oko valjka (po plastu), njena duljina ¢e biti 15 cm. Kolika je duljina najkrace linije
koja dvaput obilazi oko valjka i spaja tocke Ai B ?

Rjesenje.

Prerezimo plast valjka duz linije AB.

B B’ B B’
///// Cb‘:::: ——————————— ::::AC/
A Al A o

Time od plasta valjka dobijemo pravokutnik AA B'B za kojeg vrijedi |AB'| = 15cm. Iz
toga zakljucujemo da je opseg osnovke valjka (duljina stranice AA") jednak

|AA"| = V152 — 102 = 5V/5. (2 boda)

Ako s d oznac¢imo duljinu najkrace linije koja dva puta obilazi oko valjka i spaja tocke A
i B, a s C oznacimo tocku presjeka te linije s duzinom AB, onda vrijedi

d=|AC'| + |OB'| = 2|AC"| = 2\/|AA2 + |[A'C'|2 = 24/ (5V/5)? + 52 = 10/6.

Dakle, duljina najkrace linije koja dvaput obilazi oko valjka i spaja tocke A i B je jednaka
10+/6 cm. (2 boda)
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Zadatak A-3.6. (10 bodova)

Dokazi da suma kotangensa kutova trokuta ne moze biti jednaka nuli.

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo da postoji trokut s velicinama kutova «, 3 i v za koji vrijedi:
ctga+ctg B+ ctgy = 0.

Kako je prema adicijskom teoremu za funkciju kotangens

1—ctgactgf

ctgy = ctg [180° — (a4 f)] = —ctg (o + ) = ctga +ctg 8

mnozenjem s ctg a + ctg f # 0 i sredivanjem dobivamo

ctgactg f+ ctg fetgy + ctgyctga = 1. (3 boda)
S obzirom da je

(ctg o + ctg B + ctgy)?

= ctg? o + ctg? B + ctg’ vy

+ 2 (ctgactg § + ctg Bctgy + ctgyctga), (3 boda)
dobivamo da je

ctg® o+ ctg? B+ ctg?y =

= (ctg o+ ctg f + ctgy)?

— 2 (ctgactg B+ ctg fetgy + ctgy ctg a)
=0°-2-1=-2, (2 boda)

Kako suma kvadrata tri realna broja ne moze biti negativna zakljucujemo da ne postoji
trokut ¢ije velicine kutova zadovoljavaju zadanu jednadzbu. (2 boda)

Drugo rjesenje.

Koristeéi standardne oznake, iz poucka o sinusu i kosinusu imamo:

. a . b? + ? — a?
sina = o 1 cosa=——pr—,
odakle je
ctga = kg il (b*+c*—a®). (4 boda)

Analogno dobivamo i

ctg B = £(02+a2—b2), ctgy = ﬂ(az—irb2—(:2),
abc abc
odakle slijedi
ctga + ctg f+ ctgy = %(a2+b2+c2). (4 boda)
abc

Desna strana prethodne jednakosti je ocito pozitivni broj pa zakljucujemo da ne postoji
trokut kojem je suma kotangensa jednaka nuli. (2 boda)
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Zadatak A-3.7. (10 bodova)
Nadi sve dvoznamenkaste prirodne brojeve a za koje jednadzba
2°H =2+ 2 +a

ima rjesenje (x,y) u prirodnim brojevima.

Prvo rjesenje.

Polaznu jednadzbu transformiramo:

2" —=1)(2Y - 1) =a+ 1. (3 boda)

Da bi jednadzba imala rjesenja, nuzno je i dovoljno da je a + 1 umnozak faktora oblika
2% — 1, gdje je x neki prirodni broj.

S obzirom da a + 1 mora biti dvoznamenkast, ti faktori mogu biti iskljucivo 1, 3, 7, 15,
311 63. (3 boda)

Mogucénosti za a + 1 su sljedece:

156=1-15,21=3-7,31=1-31, 456=3-15, 49=7-7, 63 =1-63, 93 =331

Moguce vrijednosti za a su, dakle:

14, 20, 30, 44, 48, 62, 92. (4 boda)

Drugo rjesenje.

Zadanu jednadzbu mozemo pisati na sljedeéi nacin:

a=2m — 9% _ 9y,
a=92"Y 9T v 1 _1q,
a=(2"-1)(2-1) - 1L (3 boda)

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je x < y.

Razlikujemo nekoliko slucajeva:

1. slucay: x =1
Tada je a = 2Y — 2, a kako je 10 < a < 99, mora vrijediti da je 12 < 2¥ < 101.
Ovo ocito zadovoljavaju brojevi y € {4,5,6} i uvrstavanjem tih vrijednosti za y,
dobivamo a € {14, 30, 62}. (2 boda)
2. slucaj: © =2

U ovom slucaju je a = 3 -2Y — 4. Opet iz uvjeta 10 < a < 99 dobivamo da je
1—; <2V < 1—g3, pa je rjesenje y € {3,4,5}, odnosno a € {20,44,92}. (2 boda)

20



3. slucay: v =3

Sada je a = 7-2Y — 8, pa je % <2V K< 1—(7)7. Rjesenja su y € {2, 3}, pa uvrstavanjem
dobijemo da je a € {20,48}. (2 boda)

4. slucaj: x >4

Zbog pretpostavke z < y imamo a = (2 —1)(2¢—1)—1 > (24 —1)(2*—1)—1 = 224
i zakljucujemo da ovaj sluc¢aj nema rjesenja. (1 bod)

Uzimanjem unije rjeSenja sva tri slucaja dobivamo da uvjete zadatka zadovoljavaju brojevi
iz skupa {14, 20, 30, 44, 48, 62, 92}.

Napomena. Za pogodena rjeSenja, tj. rjeSenja bez odgovarajuceg postupka, bodovi se
daju na sljedeci nacin: 3 boda ako su sva rjeSenja toc¢na, 2 boda za Sest tocnih rjesenja, te
1 bod za tri to¢na rjeSenja. Ukoliko je uz tocna rjeSenja navedeno jedno ili viSe netoc¢nih,
ukupno se daje 0 bodova.

Zadatak A-3.8. (10 bodova)

Zadan je pravokutni trapez kome se moze upisati kruznica. Ako udaljenosti sredista
upisane kruznice od krajeva duljeg kraka iznose 15 cm i 20 cm, kolika je povrSina trapeza?

Rjesenje.
Neka je ABCD promatrani trapez, s tim da je <DAB = <CDA = 90° i |AB| > |CD|.

Neka je O srediste kruznice upisane trapezu, r njen polumjer, a P, (), R i S diralista te
kruznice sa stranicama AB, BC, C'D i AD redom.

D R c
Q

5 %)

A P B

Tada je |OB| = 20, |OC| = 15.

Uocimo |PB| = |BQ)|, |QC| = |CR| 1 <ABO = <OBC, <BCO = <0OCD.
Trokuti POB i QOB su sukladni, kao i trokuti CQO i CRO. (2 boda)

Cetverokuti APOS i SORD su kvadrati stranice duljine r. (1 bod)
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Stoga je

P = P(APOS) + P(SORD) + P(OPB) + P(OQB) + P(0QC) + P(ORC)

= 2r? + 2[P(OQB) + P(0Q0)]
=2r* + 2P(0OBC)

Oznacimo a = <ABO = <OBC.
Tada je <BCO = <OCD = 90° — a, jer je <ABC + <BCD = 180°.

Promatrajuci kutove trokuta BC'O zakljucujemo da je <BOC = 90°.
Dakle, trokut OBC' je pravokutan.

(2 boda)

(2 boda)

Koristec¢i Pitagorin teorem mozemo izracunati duljinu stranice BC' trokuta O BC'":

|BC| = /|OB|2 +|0C|2 = V202 + 152 = 25.

Polumjer upisane kruznice OQ je visina pravokutnog trokuta OBC, pa je

_|0BllOC|  20-15

= 12.
|BC| 25

Sada mozemo izra¢unati trazenu povrsinu:

P =21 +|OB|-10C| =2-12* +20 - 15 = 588.

Varijacije.

Nacéin ra¢unanja povrsine.

Povisina trapeza je P = 1(|AB|+ |CD|)-|AD|.

Kako je ovaj trapez tangencijalan, vrijedi |AB| + |CD| = |BC| + |DA].
Kao u gornjem rjesenju odredimo |BC| =251r = 12,

pa je |[AD| =24, |AB| + |BC| = |BC| + |DA| =49 i P = 5 - 49 - 24 = 588.
Mozemo odrediti i |[AB| =12+ 16 =28, |CD| =9 + 12 = 21.

Trigonometrija.

Znajuéi da je OBC' pravokutan trokut, mozemo se posluziti trigonometrijom.

Za kut « iz gornjeg rjeSenja vrijedi tga = @ = §
OB| 4

Slijedi sina = - i cosa = il
5 5

Vrijedi r = |OB|sina =12 i |[BC| = |OB|cosa + |OC|sina = 16 + 9 = 25.
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SKOLSKO (GRADSKO) NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja $kola — A varijanta
4. veljace 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1. (4 boda)

Dokazi da za svaki n € N vrijedi

1-1+2-21+---+n-nl=mn+1! -1

Prvo rjesenje.

Identitet dokazujemo matematickom indukcijom po n.

Baza: zan=11imamo 1-1!=1=(1+1)! — 1. (1 bod)
Pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n.

Korak: za n + 1 imamo

-1 +2. 20+ +n-nl+(n+1)(n+1)!

=+ =1+ (n+1)(n+1)! (1 bod)
=(n+2)(n+1) —1. (1 bod)

Dakle, koristec¢i pretpostavku da tvrdnja vrijedi za n dokazali smo da tvrdnja vrijedi i za
n + 1 pa stoga i za sve prirodne brojeve. (1 bod)

Napomena. Posljednji bod se ne dodjeljuje ako ucenik nije pravilno zapisao dokaz
metodom matematicke indukcije.

Drugo rjesenje.

Dokaz kombinatornim argumentom. Dvije strane jednakosti prebrojavaju isti skup na
razli¢ite nacine. S desne strane ((n + 1)! — 1) je broj permutacija skupa {1,2,...,n + 1}
pri cemu isklju¢ujemo moguénost da se svaki broj preslikava u samog sebe. (1 bod)

S druge strane prebrojavamo isti skup (permutacije bez identitete) tako da promatramo
slucajeve ovisno o najveéem broju koji se ne preslikava u samog sebe. Ako je najveéi broj
koji se ne preslikava u samog sebe k + 1, onda izmedu £k brojeva manjih od k£ + 1 mozemo
izabrati jedan koji se preslikava u k + 1, a preostale brojeve manje od k + 1 zajedno s
brojem k + 1 preslikavamo u 1,2, ..., k. To mozemo uéiniti na k - k! nacina. (2 boda)

Budu¢i da smo iskljucili moguc¢nost da se svaki broj preslikava u samog sebe, a s k + 1
smo oznacili najveéi broj koji se ne preslikava u samog sebe, slijedi da & moze biti bilo

koji broj izmedu 1 i n pa je zaista rezultat Z k-kl=1-1142-214---+n-n! (1 bod)
k=1
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Zadatak A-4.2. (4 boda)

Dana je elipsa ¢ija je jednadzba x? + 4y* = 36. Kruznica k ima srediste u tocki (0, 3) i
prolazi zaristima dane elipse. Odredi sva sjecista kruznice k s elipsom.

Rjesenje.

Iz jednadzbe je vidljivo da su poluosi elipse a =6, b = 3.

Buduéi da je tocka (0,3) na elipsi, zbroj udaljenosti te tocke od zarista je 2a = 12.
Odavde slijedi da je polumjer kruznice £k jednak 6.

Jednadzba kruznice k je 2%+ (y — 3)* = 36. (1 bod)
Trazimo rjesenja sustava

x? + 4y? = 36,
2?4 (y — 3)* = 36.

Oduzmemo li te dvije jednadzbe dobivamo 4y? — (y — 3)? = 0. (1 bod)
Odavde dobivamo 4y? = (y — 3)?, tj. 2y = =(y — 3).

Imamo dva rjesenja y; = —3, yo = 1. (1 bod)
Iz jednadzbe elipse dobivamo z; =0 1 w3 = +/36 —4 = +44/2.

Trazene tocke su (0, —3), (4v/2,1), (—4v/2,1). (1 bod)

Varijacija. (Drugi dokaz da polumjer kruznice iznosi 6.)

Bududi da je va2 — b2 = /27 = 3+/3, zaklju¢ujemo da se zarista elipse nalaze u tockama
(3v/3,0) i (—3+/3,0). Odavde slijedi da je polumjer kruznice k jednak /27 + 9 = 6.
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Zadatak A-4.3. (4 boda)
Koliki je ostatak pri dijeljenju broja (ABCDE2010);5 brojem 7 7

Brojevi se u bazi 15 piSu pomocu znamenaka 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, A, B, C, D, E
¢ije su vrijednosti redom 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14.

Prvo rjesenje.
Broj (ABCDE2010);5 se moze napisati kao

a=10-15%4+11-15" +12-15° + 13- 15° + 14 - 15* +2-15* + 1 - 15",

Nekajeb=104+11+12+134+144+24+0+1+0 = 63.

Primijetimo da je broj 15* — 1 djeljiv sa 7 za svaki prirodan broj k jer je

15F —1=(15-1)- (151 + ... +1). (1 bod)

Oduzmimo broj b od broja a:

a—b=

=10-15° + 11-15" + 12-15° 4+ 13-15° + 14-15* + 2-15° + 1.15'
~10 ~11 —12 ~13 —14 —2 ~1

=10-(15% = 1) +11- (15" — 1) +12- (15° — 1) + 13- (15° — 1) + 14 - (15 — 1)+

+2-(15° = 1) +1- (15— 1).

Zakljucujemo da je ta razlika djeljiva sa 7 jer je djeljiv svaki pribrojnik. (2 boda)
S druge strane, znamo da je broj b = 63 djeljiv sa 7, pa slijedi da je i broj a djeljiv sa 7.
Dakle, ostatak dijeljenja sa 7 jednak je 0. (1 bod)

Napomena. Cinjenica da pri dijeljenju 15* sa 7 dobijemo ostatak 1 (za k = 1,...,8)
mozemo dobiti i koriste¢i binomnu formulu

k

15" = (14 + 1)* Z()w
=0
)1

k

Svi ¢lanovi u sumi su djeljivi sa 7 osim prvog (0 1=1.

Drugo rjesenge.

Vrijedi 15 = 1 (mod 7), pa stoga i 15* =1* =1 (mod 7), za k=1,...,8. (1 bod)
Buduéi da stoga slijedi 15¥- n = n (mod 7) zan = 1,..., 14, uz prethodne oznake imamo
a=10+11+12+13+14+2+1 (mod 7) (2 boda)

£,
a=0 (mod7). (1 bod)
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Treée rjesenge.

Direktnim dijeljenjem u sustavu s bazom 15 dobijemo:

ABCDE2010y5 : 7 = 181CA8CD0;5
3B
0C
5D
4E
42
60
61
00
0

Ostatak dijeljenja sa 7 jednak je 0. (4 boda)

Napomena. Ako ucenik rac¢una ovom metodom i samo jednom pogrijesi u racunu dati

2 boda.

Cetvrto rjesenje.

Prelaskom u dekadski sustav imamo:

27655634265 : 7= 3950804895, ost 0 (2 boda)

Zadatak A-4.4. (4 boda)

Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) takvih da vrijedi m® 4+ n? = 1700.

Rjesenje.

Buduéi da je n? = 1700 — m® nenegativni broj, imamo m® < 1700 < 3125 = 5°, §to
povlaci da je m < 5. (1 bod)
Ako je m = 1 dobivamo n? = 1699, §to je nemoguce (412 < 1699 < 422).

Ako je m = 2 dobivamo n? = 1668, §to je nemoguce (40 < 1668 < 412).

Ako je m = 3 dobivamo n? = 1457, §to je nemoguce (38% < 1457 < 39?).

Dakle, m ne moze biti 1, 2 ili 3. (2 boda)
Ako je m = 4 dobivamo n? = 676 te je n = 26.
Jedino rjesenje je (m,n) = (4, 26). (1 bod)

Napomena. Moze se koristiti ¢injenica da potpuni kvadrat nikada ne zavrSava zna-
menkama 7 ili 8.
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Zadatak A-4.5. (4 boda)

Stazu pravokutnog oblika Sirine 1.5m i duljine 20m treba poplocati jednakim plocama
oblika jednakokra¢nog pravokutnog trokuta s katetama duljine 50 cm, tako da katete budu
paralelne stranicama tog pravokutnika. Odredi broj nacina na koji je to moguée napraviti.

Rjesenge.

Jasno je da ¢e po dva trokuta tvoriti kvadrate stranice duljine 0.5.

Takvih je kvadrata 3 - 40 = 120.

Svaki od manjih kvadrata 0.5 x 0.5 mozemo poplocati na dva nacina.

Zakljucujemo da je trazeni broj poplocavanja 2.

Zadatak A-4.6. (10 bodova)

Odredi sve vrijednosti koje moze poprimiti izraz

z P
lz| 4z

Y

pri ¢emu je z kompleksan broj razlicit od nule.

Prvo rjesenje.

Prelaskom na trigonometrijski oblik z = r(cos ¢ + isin ¢) dobivamo

||

1

= |cosp +1sin g +

_+_
|z| 4z
= |cosp +isiny +

= §cos +§isin
T g e Tt

Cos (p — ¢sin

4

\/25
= —C082<p+—sm ©

0
— COS
16 4
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(1 bod)
(1 bod)

(2 boda)

(2 boda)

(2 boda)

(2 boda)



Kako je 0 < cos? ¢ < 1 slijedi

3 /9

P B 2., <

1S 16+cos<,0\

c 3 5
44"

~ .. . 25 2 9 . 2 /7 . . . “) .
Napomena. Nakon sto se dobije izraz \/ 18 cos? p + {6 sin” , moguce je dalje sve izraziti

W~ | Ot

(4 boda)

Dakle,

z |4

B

preko sin ¢ umjesto cos ¢ i dobiti isto rjesenje.

Drugo rjesenge.

Oznacimo |z| = r. Tada je

z r 422+ 72| 422 + 12

i = 2 bod
r * 4z 4zr 4r2 (2 boda)
Sada prelaskom na algebarski oblik z = x + yi imamo
1427 + 17| = |4(z + yi)® + 2 + y*| = |52” — 3y* + Buyi (2 boda)
42% +1?| = V(522 — 3y2)? + (Sxy)?
= V/25(a? +y?)? — 16y (22 +12)
= /251 — 1692r?
= rv/25r2 — 163°2.
Stoga je
z |z 2512 — 163>
— == 2 bod
|z| = 4z 4r (2 boda)

Konaéno kako je —r <y < r, slijedi 0 < y? < r? te je
3r < /2512 — 1632 < 5r. (2 boda)

Dijeljenjem sa 4r dobivamo da je

3 \/25r2 —16y%2 5
SR =
4 Ar 4
Dakle,
z |z 35
— 4 = - = 2 bod
4| © [4’4} (2 boda)
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Zadatak A-4.7. (10 bodova)

U pravokutnom trokutu tezisnica i simetrala pravog kuta dijele hipotenuzu na tri dijela
¢ije duljine, u nekom poretku, ¢ine aritmeticki niz. Odredi sve mogucée omjere duljina
kateta tog trokuta.

Tri broja cine aritmeticki niz ako je suma najmanjeg i najveceg jednaka dvostrukom
srednjem broju.

RjesSenge.

Odgovor: Jedine moguénostisua:b=1:5(li5:1)ia:b=1:2(ili2:1).

X3

— — — — X2

X4

Oznacimo duljine ta tri dijela redom s x1, z2, v3. Vrijedi 1 = 5 i 21 + 22 + 23 = C.

Prvo rjesenje.

S d oznac¢imo duljinu okomica spustenih iz sjecista hipotenuze i simetrale pravog kuta na
katete. Te okomice su katete dvaju manjih pravokutnih trokuta koji su sli¢ni polaznom
trokutu. (1 bod)

Zbog slicnosti i Pitagorinog poucka vrijedi

d _ V& (3 boda)
\/(Qil + 56'2)2 — d? |

Zbog jednostavnosti pretpostavimo ¢ = 6. Razlikujemo dva slucaja:

1. slucaj: Neka je r3 < x5 < x1. Tada iz 1 + x3 = 225 jednostavnim racunom dobijemo
372:%:21.%'3:%:1 (2boda)
Odavde slijedi

d V1—d?

JB_&  d

tezbogtogad:\/i%ia:bzlzﬁ). (1 bod)
2. slucaj: Neka je x9 < x3 < x1. Tada iz x1 4+ x3 = 225 jednostavnim rac¢unom dobijemo
$2:%:11$3:§:2 (2b0da)
Odavde slijedi
d VA= d?
VIb—d&  d
tezbogtogad:\%ia:bzlzz (1 bod)
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Drugo rjesenge.
U ovom rjeSenju koristimo poucak o simetrali kuta koji kaze da simetrala kuta dijeli
nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih dviju stranica trokuta. Dakle,

a T3
- = : 4 bod
b T+ T2 ( Oa)

Razlikujemo dva slucaja:

1. slucaj: Ako je x3 < 19 < x1 imamo xy = g 123 = g (2 boda)
. ce 1e 7. . a XT3 1
Simetrala kuta dijeli hipotenuzu u omjeru — = =—. (1 bod)
b T1 + To 5
2. slucaj: Neka je ro < x3 < 1 imamo xy = %, T3 = g (2 boda)
. ce 7o 7. . a I3 1
Simetrala kuta dijeli hipotenuzu u omjeru — = =—. (1 bod)
b T+ o 2

Napomene.
Ako ucenik pretpostavi da postoji samo jedan slucaj i to¢no rijesi taj slucaj, dodijeliti

ukupno 6 bodova.
a x
Ucenik moze do jednakosti 7= _S dodi i na druge nacine. Ako ucenik na bilo koji
T i)

nacin dobije navedenu formulu, dodijeliti za to ukupno 4 boda.

Prva varijacija drugog rjesenja.

Neka je d duljina okomica spustenih iz sjeciSta hipotenuze i simetrale pravog kuta na
katete. Tada vrijedi

d T3 COS (v

sina = = : (2 boda)
1+ To T1 + X9
a Z3
—=t = . 2 bod
b 8@ T+ X9 ( © a)

Druga varijacija drugog rjesenja.

Ako sa s ozna¢imo duljinu dijela simetrale pravog kuta unutar zadanog trokuta, prema

sinusovom poucku imamo
sin a sin 45°

= 1 bod
s T+ o (1 bod)
sin (90° — «) _ cosa sin45o' (1 bod)
s s T3
Dijeljenjem prethodne dvije jednakosti dobivamo
a T3
— —toq = . 2 bod
7 g P (2 boda)
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Zadatak A-4.8. (10 bodova)

Unutar kvadrata stranice duljine 10 nalazi se Sest razli¢itih tocaka rasporedenih tako da
je udaljenost izmedu svake dvije od njih cjelobrojna. Dokazi da medu tim udaljenostima
postoje dvije jednake.

Rjesenge.

Udaljenost bilo koje dvije tocke unutar kvadrata manja je ili jednaka duljini dijagonale

kvadrata 10v/2. (2 boda)

Buduéi da je 10v/2 < 15, cjelobrojne udaljenosti neke dvije od danih 6 tocaka mogu biti

jednake nekom od 14 prirodnih brojeva 1,2,..., 14. (2 boda)
6

Dane tocke odreduju (2) = 15 parova. (2 boda)

Bududi da za 15 parova imamo 14 moguéih udaljenosti, prema Dirichletovom principu
zakljucujemo da postoje dvije udaljenosti koje su jednake. (4 boda)
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