SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — B kategorija
4. veljace 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACHI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1. Rastavite na faktore izraz x° — 5z + 4x.

Rjesenge.
2° — b’ + 4o =z (2 — 52® + 4) = (1 bod)
=z(2® - 1)(2* —4) = (1 bod)
=z(z—1)(z+ 1)(z —2)(z+2). (2 boda)
Zadatak B-1.2.
Izracunajte
1
=7 245
6 5 -1
1+—+ — r—1
x  x
Rjesenje.
1 1 z2 -1
o2 T+ 72 r+5
. = . = 1 bOd)
6 5 r_ 2 - (
1+_+_2x1 r“+6x+5 z-—1
r X xr2

_(@=1)-(z+1) z+4+5 _
(x4 1) -(x+5) -1

1 (2 boda)

x#1,0,—1,-5 (1 bod)



Zadatak B-1.3.

Otac je od kceri stariji 33 godine, a prije 11 godina kéi je od njega bila 4 puta mlada.
Koliko otac ima godina?

Rjesenje.

Ako broj godina oca oznac¢imo s x, broj godina kéeri je x — 33. Tada je:

r—11=4-(xr—33—11) (2 boda)
r—11 =4z — 176
r =55 (1 bod)
Otac ima 55 godina. (1 bod)

Zadatak B-1.4.

Ortocentar jednakokracnog trokuta nalazi se u jednom od vrhova trokuta. Ako su duljine
krakova 3v/2 cm, kolika je duljina polumjera tom trokutu opisane kruznice?

RjesSenje.
Sjeciste visina je vrh trokuta ako i samo ako je trokut pravokutan. Zakljucujemo da je
zadani trokut pravokutan. (2 boda)

Polumjer opisane kruznice pravokutnom trokutu je polovica hipotenuze.

c 1 2
r:§:§,/2-<3\/§> =3 (2 boda)
Zadatak B-1.5.

Neka su A, B, C tocke na kruznici sa sredistem u tocki S takve da je ZSBC = 30°,
a ZBCA = 50°. Koliko iznosi mjera kuta ZABC? (Tocka S nalazi se unutar trokuta
ABC.)

Prvo rjesenje.

Trokut BSC je jednakokracan pa je kut ZBSC = 120°. (1 bod)
U jednakokracnom trokutu SCA je kut ZSCA = 50° — 30° = 20°, a kut LASC = 140°.

(1 bod)
Nadalje, kut ZASB = 360° — (£/BSC + ZASC) = 360° — (120° + 140°) = 100°. (1 bod)
Konaé¢no, ZABS = % (180° — 100°) = 40° i LZABC = 40° + 30° = 70°. (1 bod)

Drugo rjesenge.

Trokut BSC je jednakokracan pa je ZBSC = 180° — 2 - 30° = 120°. (2 boda)
Prema poucku o obodnom i sredisnjem kutu vrijedi ZBAC = % - ZBSC =60°. (1 bod)
Kako je zbroj kutova u trokutu 180°, slijedi ZABC = 180° — (60° + 50°) = 70°. (1 bod)



Zadatak B-1.6.

Autobus krene iz pocetne stanice sa stanovitim brojem putnika. Na prvoj stanici izade
20% putnika, a ude 24 putnika. Na iducoj stanici izade % putnika, a nitko ne ude. Na
posljednjoj se stanici iskrca preostalih 16 putnika. Koliko je putnika uslo u autobus na
pocetnoj stanici?

Rjesenje.

Oznacimo broj putnika koji su usli u autobus na pocetnoj stanici s z. Nakon §to 20%
putnika izade na prvoj stanici, u autobusu je x — 20%z = 0.8z putnika. (2 boda)
Kad tome dodamo jos i 24 putnika koji udu, nakon prve stanice u autobusu je 0.8z + 24
putnika. (1 bod)

. . ’ . o e . 2 . - ~. . 1 .

Od tog broja na sljedecoj stanici izade ; putnika, sto znaci da je preostala 3 tog broja,
odnosno 5 (0.8x + 24), (2 boda)
a kako taj broj iznosi 16, vrijedi %(0.8:,5 +24) = 16, (2 boda)
odnosno z = 30. (2 boda)
Na pocetnoj stanici u autobus je uslo 30 putnika. (1 bod)

Zadatak B-1.7.

Ako su a, b realni brojevi takvi da vrijedi a < —2, b < 2, ondajeb—a > 2— %ab. Dokazite!
Rjesenge.

Prema uvjetu zadatka je

a+2<0
b—2<0 (2 boda)

Mnozenjem dva negativna broja dobivamo pozitivan broj, tj. (a + 2) - (b —2) > 0.

(4 boda)
Ako izmnozimo te dvije zagrade, dobivamo tvrdnju zadatka:
ab—2a+2b—-4>0
2b—2a>4—ab/-%
b—a>2—%ab (4 boda)



Zadatak B-1.8.

Suma dvoznamenkastog broja i broja koji ima iste znamenke, ali napisane obrnutim re-

doslijedom je potpuni kvadrat. Odredite sve takve brojeve!

Rjesenje.
Oznac¢imo trazeni broj sa zy. Tada je

7Y + T = n’

10z +y+ 10y +x=n
11 (z+y) =n

2

Zbroj znamenaka mora biti 11, a to se moze posti¢i na sljedece nacine:

24+9,3+8,4+7,5+6,6+5,7+4,8+3,9+2

Trazeni brojevi su: 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83 1 92.

(2 boda)

(3 boda)

(4 boda)

(1 bod)
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Zadatak B-2.1.
Rijesite jednadzbu

Vo (Vo —6) =2 (Vo —2) =-11

Rjesenge.
Vi (Ve —6) —2(Vz—2) =-11
T 6VT — 2T+ 4+ 11 =0
z— 8/ +15=0 (1 bod)
Uvodimo supstituciju v/z = t. (1 bod)

2 —8t+15=0
tl = 3, tg =5 (1 bOd)
T = 9, Ty = 25 (1 bOd)

Zadatak B-2.2.

Izracunajte unutarnji kut pravilnog mnogokuta ako je ukupan broj svih stranica i dijago-
nala jednak 105.

Rjesenje.

Broj stranica tog mnogokuta oznac¢imo s n. Tada je:

-(n—3
n+ % — 105 (1 bod)
Pozitivno rjesenje ove kvadratne jednadzbe je 15. (1 bod)
Unutarnji kut izracunamo po formuli
—2)-180°
oo (n=2) 1807 (1 bod)
n
a = 156° (1 bod)



Zadatak B-2.3.

Dana je jednadzba 22 — px + ¢ = 0, gdje su p i ¢ pozitivni realni brojevi. Ako je razlika
rjesenja jednadzbe 1, a zbroj rjeSenja 2, izracunajte p i q.

Prvo rjesenje.
Prema Vieteovim formulama je x1 4+ x5 = p, 1 - x5 = ¢, a prema uvjetima zadatka

T1+ 29 =2

|l’1—l'2| =1

iz cega slijedi p = 2. (1 bod)
|21 — 22| = /(21 — 22)2 = /(21 + 22)2 — 4z - 2 (1 bod)
1=+/4—4q (1 bod)
q= 2 (1 bod)
Napomena:

Razliku rjesenja mozemo dobiti i direktnim uvrstavanjem u formulu za rjesenja kvadratne
jednadzbe:

—b—f-\/ﬁ_—b—\/5 :|\/5|

4—4g=1 (1 bod)
3

-2 1 bod
¢=7 (1 bod)

Priznati i ako nije koristena apsolutna vrijednost.

Drugo rjesenje.
3

Ako je zbroj rjesenja 2, a razlika 1, onda su rjesenja brojevi 5 i 5 (2 boda)
Vrijednosti za p i ¢ dobivamo direktnim uvrstavanjem u jednadzbu (ili opet po Vieteu).
(2 boda)



Zadatak B-2.4.

Odredite sve prirodne brojeve x koji zadovoljavaju sustav nejednadzbi

6>1 1
x__
x - xr—6

<0.

Rjesenje.
Rjesenje trazimo u skupu prirodnih brojeva pa prvu nejednadzbu smijemo pomnoziti s
nazivnikom. Dobivamo nejednadzbu x?—x—6 > 0 ¢ije rjesenje u skupu Njex € {3,4,5,...}.

(2 boda)

Rjesenje nejednadzbe z — 6 < 0 u skupu N je x € {1,2,3,4,5}. (1 bod)
Konacno rjesenje zadatka je z € {3,4,5}. (1 bod)
Zadatak B-2.5.
Kojom znamenkom zavrsava zbroj svih pozitivnih djelitelja broja 1057
Rjesenge.

105=3-5-7 (1 bod)
Djelitelji od 105 su 1,3,5,7,15,21, 35, 105. (2 boda)
Zbroj djelitelja iznosi 192. Zadnja znamenka zbroja je 2. (1 bod)



Zadatak B-2.6.

Izracunajte povrsinu lika kojeg u Gaussovoj ravnini odreduje skup kompleksnih brojeva
2 za koje vrijedi |z — 1 —i| < /2, Rez >0, Im z > 0.

Rjesenje.

Za zadani skup tocaka z = x + y2 vrijedi

lz+yi—1—1i| <V2 (1 bod)
>0, y=>0 (1 bod)

Nadalje,

(z—1)+i(y — 1) < V2

V= 1P+ (y—12 < V2.

Konac¢no, skup tocaka koje treba nacrtati je
(z—1P2+@y-172<2, x>0, y=>0. (2 boda)

Treba izracunati povrsinu dijela kruga sa sredistem u S(1,1) i 7 = /2, koji se nalazi
u prvom kvadrantu. Taj lik se sastoji od polovice kruga i jednakokracnog pravokutnog
trokuta OAB. (Vidi sliku!)

B
S
) A
Precizno nacrtana slika . . . (2 boda)
L, 1 2
1 1
:§~27T+§'4=7T+2. (2 boda)

Napomena: Do kruga sa sredistem u S(1,1) radijusa r = V2, moze se doéi i direktno iz
modula: kao skup svih kompleksnih brojeva z ¢ija je udaljenost od 1+ 4 manja ili jednaka

od V2. (2 boda)



Zadatak B-2.7.

Poprecni presjek tunela ima oblik parabole. Najveca Sirina tunela je 6 m, a najveca visina
8 m. Moze li kamion §irine 4 m i visine 4.5 m pro¢i kroz taj tunel? Obrazlozite! Ako je
visina kamiona 4 m, do koliko najvise metara moze iznositi njegova Sirina tako da prode
kroz tunel?

Rjesenje.
Parabolu smjestimo u koordinatni sustav tako da joj tjeme ima koordinate (0, 8).

y

N — — — — — —
x

Tada su njene nultocke 77(—3,0) i 75(3,0), a jednadzba je

8

Y= —5952 + 8. (4 boda)

Priznati i neku drugu jednadzbu parabole (ovisno o odabiru koordinatnog sustava) ako je
- L o 8 , 16

vidljivo kako je uc¢enik do nje dosao, npr. y = —§x + Em
Ako je girina kamiona 4 metra, onda bi njegova visina trebala biti manja od

8 40

—— 22 +8=—. 1 bod
g 2 t8=7 (1 bod)
: 40 : , o

Kako je 4.5 > 5 kamion neée moé¢i uéi u tunel. (2 boda)

Ako je visina kamiona 4 metra, onda maksimalnu Sirinu (2z) mozemo izracunati iz:

8
4 < —§ZL’2 + 8
2 9
rt < = (1 bod)
2
Maksimalna $irina mora biti manja od 2\/§ =32 (2 boda)



Zadatak B-2.8.

Dvije kruznice dodiruju se iznutra u tocki F. Promjer jedne kruznice je 8 cm, a promjer
druge dvostruko je manji. Iz rubne totke T promjera TF veée kruznice konstruiramo
tangentu na manju kruznicu. Ako je tocka E sjeciste (E # T') tangente i vecée kruznice,
a S srediste manje kruznice, odredite opseg trokuta TS| FE

Rjesenge.
Skica . .. (1 bod)
Vrijedi da je ZT'DS; = 90° (tangenta) i ZTEF = 90° (kut nad promjerom kruznice) pa
su trokuti 7DS; i TEF sli¢ni. (2 boda)
Vrijedi da je |T'S1| = 6 cm, |TF| = 8 ecm i |S1D| = 2 em. Zbog sli¢nosti trokuta je
TS| : |TF| = |SiD| : |EF| paje 6:8=2:|EF|, tj. |EF| = &. (1 bod)
Sada je |TE| = \/[TF]> = |[EF]> = /64 — 8 = 162, (1 bod)
Po Pitagorinom poucku slijedi

ITD| = +/|TS,2—|S1D|? = V36 — 4 = 4V2. (1 bod)

Sada je

1 21
S.E| = /[ D - [DEP = 4| 4 + ( 6v2 4[) 68 _2VIT () o)

217 16V2
3 —+ 3 cm

Opseg trokuta je o = 6 +

10
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Zadatak B-3.1.

[zracunajte
tg 58° — tg 28°
1+ tg 58 ctg 62°

Prvo rjesenje.

Kako je ctg 62° = tg 28° (1 bod)
tg 58° — tg 28° tg 58° — tg 28° V3
= = tg (58° — 28°) = tg30° = —_. 3 bod
T+ tg58 ctg6”  1+tgostgas B! )= ts 3 (3 boda)

Drugo rjesenge.

sin H&° sin 28° sin (580 — 280)
tg58° —tg28°  0558°  0s28° _ cosbH8° cos 28°

- . = = 2 bod
1 + tg 58° ctg 62° sin 58° cos 62°  sin (58° + 62°) (2 boda)
1+ .
cos 58° sin 62° cos 58° sin 62°
1
1 30° sin 62° —
= §1n30 Osm6 — = 2 _ \/_§ (2 boda)
sin 120° cos 28 V3 3
2

Zadatak B-3.2.
Rijesite nejednadzbu _
1651n33: o 4 Z 0

Rjesenge.
. 1
42030 > 4 = 2sin3r >1 = sindz > o (1 bod)
) 1
S+ 2k <87 < oL+ 2km/ o (1 bod)
T 2 om 2
— 4+ -k <z < —+ =k keZ 2 bod
18+37r_x_18+37r, € (2 boda)

Napomena: Analogno bodovati ako je ucenik racunao u stupnjevima.

11



Zadatak B-3.3.

Izracunajte
1 1 1 1
s+ =+ s+...+———, neN
log, n log% n log% n log%1 n
Rjesenje.
N S S
log, n? logs n? logs n? log_»_n?
3 4
= log,» 2 + log,» 5 +log,,» 3 + - +log,. - ﬁ 1= (1 bod)
3 4 n
=1 20— = = 1 bod
o (203 5= (1 bod)
1
= log,2n = 3 (2 boda)
Napomena:

Zadatak se moze rijesiti i prikazivanjem danih logaritama pomoc¢u logaritama po bazi 10
(ili nekoj drugoj bazi) te svodenjem danog izraza na zajednicki nazivnik.

Zadatak B-3.4.

Oko kruznice promjera 5 cm opisan je jednakokra¢ni trapez povrsine 36 cm?. Odredite
opseg trapeza.

Rjesenge.

1 bod

Trapez je tangencijalni pa za njegove stranice vrijedi a + ¢ = 2b.
a+c

Povrsina trapeza je P = v =1>0-2r. 1 bod

Slijedi 36 = 5b, b = 7.2 cm.
Opseg trapeza iznosi O = a + ¢+ 2b = 4b = 28.8 cm.

1 bod
1 bod

~—~ N N
~— ~— ~—r —

Zadatak B-3.5.

Za koje realne brojeve x funkcija f(z) = sinx — cos? z — 1 ima najmanju vrijednost?

Rjesenge.

2

Funkciju f(x) = sinx — cos® z — 1 zapisimo u pogodnom obliku.

f(z) =sinz —cos’z — 1 =sinz — (1 —sin’z) — 1 = sin’ z + sina — 2 (1 bod)
Uz t = sinx funkcija f(t) = t* +t — 2 je kvadratna funkcija koja postiZze najmanju
vrijednost za ty = —%. (1 bod)
Kako je t = sinz, to ¢e zadana funkcija imati najmanju vrijednost za sinx = —%, (1 bod)
odnosno za x; = %T +2km keZixy = 11% + 2km, k € Z. (1 bod)

12



Zadatak B-3.6.

U unutrasnjosti kvadrata ABC' D postoji tocka M takva da je |[MA| =7 cm, |[MB| =13 cm
i |[MC| =17 cm. Izra¢unajte povrsinu kvadrata ABCD.

Rjesenge.

Neka je a duljina stranice kvadrata. Postavimo koordinatni sustav kao na slici:

D(0Ja) C(a, a)
M
I
! >
A(0{0) B(a, 0)
Za totnu sliku s oznacenim koordinatama svih tocaka: (2 boda)

Ako su (z,y) koordinate tocke M, slijedi:

2+ y* =49 (1 bod)
(x —a)®+y* =169 (1 bod)
(x —a)? + (y —a)® = 289 (1 bod)
Nakon sredivanja dobije se:
a® — 2ay = 120
a® — 2ax = 120,
tj. x = y. Dakle, tocka M lezi na dijagonali kvadrata. (3 boda)
Duljina dijagonale kvadrata je 7+ 17 = 24. (1 bod)
1 1
Povrsina kvadrata je P = §d2 = 5242 = 288. (1 bod)

Napomena:

Zadatak se moze rijesiti i bez koordinatnog sustava. Koriste¢i Pitagorin poucak, dode se
do slicnog sustava jednadzbi. Tada bodujemo kao i gore: 5 bodova za postavljanje sustava
i 5 bodova za njegovo rjesavanje ukljucujuéi i izracunavanje povrsine.

13



Zadatak B-3.7.
Rijesite jednadzbu
sinz — v/3 cos z = 25sin(2010z).
Rjesenje.
Jednadzba sinz — v/3 cos z = 25sin(2010z) dijeljenjem s 2 prelazi u

1 V3

3 sinx — 5 cosT = sin(2010z) (1 bod)
oS g sinx — sin g cos x = sin(2010x)
sin (:p — g) = sin(2010x) (5 bodova)
1. slucaj: T 920102 + 2%k, . 7 — — ( T 2k>keZ (2 boda)
- sucej: 1 — o= x ™ T = gnss (73 ), .

. ™ . 1 4dr
2. slucaj: x — 3="" 2010z + 2k, tj. x = 2011 (? + 2k:7r), ke Z. (2 boda)

Zadatak B-3.8.

Pravilnu cetverostranu krnju piramidu ¢iji su osnovni bridovi @ = 12 cm i ¢ = 8 ¢m, a
svi bo¢ni bridovi b = 20 cm, presijeca ravnina koja prolazi kroz krajnju tocku dijagonale
manje osnovke okomito na tu dijagonalu. Koliko je oplosje manjeg dijela piramide koji je
nastao tim presijecanjem?

Rjesenje.

Skica: (1 bod)

Uvedimo sljedece oznake: v je visina krnje piramide, d = |AC|, dy = |EG|, x = |PK]|, y = |PC|.

14



Trazeno oplo§je nastale piramide K LCG (s vrhom u G i osnovicom K LC') ra¢unamo kao
zbroj povrsina:
O = Paxre + 2+ Pakce + Pakcr-

Da bismo mogli izra¢unati povrsinu danog presjeka, trokuta AK LG, odredimo:

d—di _ 12\/_—8\/522\/5(:&
2 2
= /b2 400 — (2v/2)2 = V392 = 14v/2 cm. (2 boda)

Y= (1 bod)

d d
Iz slicnosti trokuta AMBC i APKC slijedi 2 = 2, odnosno, z =y = 2v/2 cm (1 bod)
r oy
KC
i KC = %, odnosno |KC| =4 cm.
¢ 2
2zv 9
PAKLG = T = 56 cm”. (1 bOd)

Osnovica piramide je AKLC, a njegova je povrsina

2
PAKLC = % =38 Cl’Il2. (1 bOd)
Bocne strane piramide su sukladni trokuti AKCG i ALCG s osnovicom duljine | KC| = 4 cm
i visinom jednakoj visini jednakokra¢nog trapeza BCGF'. (1 bod)
Stoga je
4-+/400 — 4
Prkce = — = 12v/11 em?. (1 bod)
I, kona¢no, O = 56 + 8 + 2 - 12y/11 = 64 + 24+/11 cm?. (1 bod)

15
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Zadatak B-4.1.
Rijesite jednadzbu
sinz — cosx + tgx = 1.

Prvo rjesenje.
, sinz
sinx — cosx + =1, cosx #D0.
cos T

Jednadzbu pomnozimo sa cosz i dobivamo
sinx - cos & — cos® & + sinx = cos x.
Grupiranjem ¢lanova slijedi

(cosz+1) - (sinz — cosz) = 0.

cosr=—1 ili tgz=1.

Tada je x1 = 7 + 2km, 19 = % + k.
Drugo rjesenje. (Univerzalnom supstitucijom)

tgzzt sinx:i Cosazf:l;i2 tgal::i
2 1+ ¢ 14+t 1—t2’
2t 1—¢ 2t
T2 142 1-p
2+ 2t—1=0

tio=—1£V2, z=2arctg(—1=%V?2)+2kn, k € Z.

Jos treba provjeriti uvjet tgg # +1 i kada tg% nije definirano.

(1 bod)

(1 bod)

(2 boda)

t £ 1.

(1 bod)

(1 bod)

Prvi je uvjet zadovoljen jer je tgg =tlzax= j:g + 2k, sto nije rjeSenje. (1 bod)

tg 5 nije definiran za g = g + km, odnosno x = 7 + 2k7, a to je rjeSenje. (1 bod)

16



Zadatak B-4.2.

Odredite jednadzbu kruznice koja dira pravac x — 3y + 4 = 0, a srediste joj se nalazi na
pravcima 2z — 3y —9=01iy+1=0.

Rjesenje.
Srediste kruznice je u tocki presjeka pravaca 2z —3y —9 = 01 y+ 1 = 0, odnosno rjesenje
danog sustava, a to je tocka (3, —1). (1 bod)
Polumjer je jednak udaljenosti sredista S(3, —1) do pravca z — 3y +4 =0 (1 bod)
|34+ 3 + 4|
r=—=+v10. 1 bod

izs " (1 bod

Rjesenje: (z —3)*+ (y+1)* = 10. (1 bod)

Zadatak B-4.3.
Odredite vrijednosti realnog parametra a, ako je koeficijent uz linearni ¢lan u razvoju
1\’ 7
binoma (x + —2) jednak —7?
ax 3

Rjesenge.

7 1\"
Opéi ¢lan u razvoju binoma dan je izrazom (k) 7k (—) (1 bod)

e o T 7 1 ’ T\ 7-k-2k —k
ili, nakon sredivanja, x — | = x a .
k ax? k

Linearni ¢lan je onaj kojemu je eksponent od x jednak 1, tj.

7T-3k=1
k=2 (1 bod)
(T o T 2 :
Sada je 5 )0 =73 a odatle a® =9, tj. a = £3. (2 boda)

Napomena: Ako ucenik napise samo a = 3, gubi 1 bod.
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Zadatak B-4.4.

Ako je z rjeSenje jednadzbe 22 — z + 1 = 0, koliko je 22010 — 21005 4 17

Prvo rjesenje.

Rjesenje dane jednadzbe nije z = —1 pa mozemo tu jednadzbu pomnoziti sa z + 1. Dobit
¢emo:

(z4+1)(2—2z+1)=0

24+1=0
2 =1 (1 bod)
Tada je i 21 = (z3)335 =—1, (1 bod)
a 22010 = (21005)2 =1 (1 bod)
pa je 22010 — 21005 + 1 =3, (1 bod)

Drugo rjesenje.

Rijesimo kvadratnu jednadzbu.

1+v1—-4 1 3
np=—— =k gz (1 bod)

Dobivena rjeSenja mozemo prikazati u trigonometrijskom obliku:

T isin ™
z] = cos — +isin —
' 3 3
) )
29 = cos - 4 isin — (1 bod)
3 3
Sada je 21°% = cos 1207 4 isin 1001 = —1i 2010 = 1.
Slicno je 2% = —11 23°10 = 1. (1 bod)
U oba slucaja je 22010 — 21005 41 =3, (1 bod)
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Zadatak B-4.5.
2 2

Elipsa :c_2 + % = 11 parabola 3> = 2pz sijeku se u tocki T'(4v/3,2). Kolika je povrsina
a

trokuta T FgFp, ako je Fg fokus elipse koji se nalazi na pozitivnom dijelu osi x, a Fp

fokus parabole?

Rjesenje.

Prvo odredimo nepoznate velicine za elipsu:

(4v/3)* 4
Tt 1, a*=64, (1 bod)

e=+64—16 =43, Fp(4V3,0). (1 bod)

4=2p-4v3, pzﬁ, FP(\/§ o). (1 bod)

Zatim za parabolu:
6 127

Povrsina trokuta je

N s AP (R
B 2 12

P (1 bod)

Zadatak B-4.6.

Jednadzbe pravaca na kojima leze dvije stranice trokuta su AB : 3x +y —3 =0, AC :
3x + 4y = 0. Ako je jednadzba simetrale kuta [ jednaka sg : ¢ —y + 5 = 0, odredite
koordinate vrhova trokuta ABC'.

Rjesenge.
4
Vrh A je presjek pravaca AB i AC, A = (5’ —1). (1 bod)
. . . 19
Vrh B je presjek pravaca AB i sg, B = (—5, 5) (1 bod)

Koeficijente smjera pravaca AB, sz, BC oznacimo sa kap, ks,, kpc. Zbog svojstva
simetrale kuta vrijedi da su kutovi Z(BA, s3) i Z(sg, BC) jednaki, a tada su i njihovi

tangensi jednaki te vrijedi: (1 bod)
kAB - kSﬁ o k85 - kBC ('I')

1+ kap-key| |14 kpc - ks,
—3—1 | _| 1—kpo (L bod)

1+ (-3)-1 1+1-kpe|

Ova jednadzba ima dva rjeSenja:

1
kBC’ = —g, kBC = —3, (2 boda)
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ali samo je ke = —% dobro rjesenje jer u drugom slucaju pravci na kojima leze dvije
stranice trokuta imaju isti koeficijent smjera, sto je nemoguce. (1 bod)

Napomena:

Pravilnim poretkom koeficijenata smjera moze se izostaviti apsolutna vrijednost u (f) pa
se odmah dobije samo jedno, valjano rjesenje. U tom sluc¢aju treba postojati skica iz koje
se poredak vidi pa se moze dati sva 3 boda za odredivanje kpc.

Jednadzba pravca BC tockom B uz poznati koeficijent smjera kgo = —% je

BC:y—3%=—%(z+3), odnosno BC : z + 3y — 13 = 0. (2 boda)
. . : . 52 39

I, konacno, vrh C' je presjek pravaca BC' i AC, C' = 55 ) (1 bod)

Zadatak B-4.7.
Rijesite jednadzbu

x r+1 T+ 2
4 - = 125.
(o 2a) e () (157)
Primjenimo li svojstvo simetri¢nosti binomnih koeficijenata, jednadzbu pisemo u obliku

(Gre() () m e

z(z —1)(z —2) (x+Dx(xz—-1) (z+2)(z+1)
6 o 6 + 6

Nakon provedenog mnozenja imamo:

Rjesenge.

L =195, (2 boda)

r-(2? =3 +2+42? —4+ 2> +324+2)=6-125 (4 boda)
62° = 6-125
r=5 (2 boda)
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Zadatak B-4.8.
Dokazite da za svaki prirodni broj n vrijedi

sin?n

sinl +sin3 +sinb+ ... +sin(2n — 1) = — T
sin

Prvo rjesenje.
Zadatak napisimo u obliku

sinl-sinl+sinl-sin3 +sinl-sin5+ ... +sinl-sin(2n — 1) = sinn.
Koristeci identitet sinz - siny = 1 (cos(z — y) — cos(z + y)) dobivamo: (3 boda)

sinl-sinl+sinl-sin3+4sinl-sin5+...4sinl-sin(2n —1) =

1
=3 (cos0 — cos2+ cos2 — cosd + cosd — cos6 + ...+ cos(2n — 2) — cos(2n)) =

(5 bodova)
1
=3 (1 — cos(2n)) = sin®n. (2 boda)
Drugo rjesenje.
Matematickom indukcijom.
Provjerimo tvrdnju za n = 1: sin1 = sin1 (baza indukcije) (1 bod)

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n:

.9
sinl +sin3 +sinb+ ... +sin(2n — 1) = Sl.n 1n
sin

(pretpostavka indukcije) (1 bod)

Dokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za n + 1:

2
1
sinl -+ sin3+sin5 + ... +sin(2n — 1) +sin(2n + 1) = w (1 bod)
sin
Krenimo od lijeve strane i iskoristimo pretpostavku
sin®n sin®n + sin 1sin(2n + 1)
sin 1+sin 3+sin 5+. . .+sin(2n—1)+sin(2n+1) = ——+sin(2n+1) = _
sin 1 sin 1
(2 boda)
i dalje koristenjem trigonometrijskih identiteta dobivamo
Izeoszn 4 Lcos2n —cos2(n+1)] 1 —1cos2(n+1)  sin?(n+1)
_ 2 2 _ 23 _ ‘
sin 1 sin 1 sin 1
Dakle, tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n. (5 bodova)
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