ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja $kola — A varijanta
15. ozujka 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Odredi sve parove nenegativnih cijelih brojeva (a,b) koji zadovoljavaju jednadzbu:

20 .30 _gb+l 4 90 — 13,

Prvo rjesenje.

Jednadzbu mozemo zapisati u obliku (2 — 3) - 3* = 13 — 24 (2 boda)
Bududi da je 3° > 0, brojevi 2% — 3 i 13 — 2% moraju biti istog predznaka, (2 boda)
dakle 3 < 2% < 13.

To zadovoljavaju samo brojevia =21 a = 3. (2 boda)
Za a =2 imamo 1-3" =9, paje b= 2. (2 boda)
Za a =3 imamo 5-3" =5, paje b = 0. (2 boda)

Dakle, jedina rjesenja su parovi (2,2) i (3,0).

Drugo rjesenje.
Izraz mozemo zapisati u obliku 2%-3% —3-3% +2¢ — 3 = 10, odnosno

(2* — 3)(3* + 1) = 10. (2 boda)

Uoé¢imo da je 3* +1 >0, pajei2® —3 > 0.

Broj 10 se moze na ¢etiri nacina prikazati kao umnozak dvaju prirodih brojeva,
pa imamo cetiri slucaja:

10 =1-10.

20 -3=1,3"41=10 = 29=4,3"=9 = a=2,b=2 (2 boda)
10 =2-5.

20-3=23"+1=5 = 2°=53"=4 nema rjesenja (2 boda)
10=5-2.

20 -3=5341=2 = 20=83=1 = a=3,b=0 (2 boda)
10=10-1.

20 -3=10,3"+1=1 = 2°=13,3=0 nema rjeSenja (2 boda)

Dakle, jedina rjesenja su parovi (2,2) i (3,0).

Napomena. Za napisana tocna rjeSenja, bez postupka i dokaza da su jedina, treba dati
po 1 bod za svako rjesenje.



Zadatak A-1.2.

Prirodni broj n je umnozak ¢etiri razlicita prosta broja py, ps, p3, p4 manja od 250. Pritom
za neka tri od njih vrijedi

p1p2ps = 3(p1 + p2 + p3),

a broj p; + ps + p3 + ps4 ima sve znamenke iste. Odredi sve takve brojeve n.

Rjesenje.
Uoc¢imo najprije da je jedan od brojeva pi, ps, p3 jednak 3. Neka je p; = 3. (1 bod)
(poredak faktora nije bitan)

Tada vrijedi pops = po + p3 + 3.
Ova jednadzba se moze rijesiti na razne nacine. Ovdje ¢emo navesti samo dva od njih.

Prvi nac¢in:  Dobivena jednakost ekvivalentna je s (po — 1)(p3 — 1) = 4, (2 boda)
a jedini nacin da broj 4 prikazemo kao umnozak dvaju razli¢itih prirodnih brojeva je
4=4-1. Zatojep,=21ps=>5. (2 boda)
Drugi nacin: ~ Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je py < ps.

Pretpostavimo jos da je po > 2. Tada je ps > 3 i vrijedi
p2p3 = p2 +p3+ 3 < 3p3 < paps. (2 boda)

Kontradikcija. Zakljué¢ujemo da mora biti po = 2 i sada se lako dobije p3 = 5. (2 boda)

Nastavak.

Iz uvjeta da broj p; 4+ p2 + ps + p4 ima sve znamenke jednake, zakljucujemo da je taj broj
iz skupa
{11, 22, 33,44,55,66,77,88,99, 111,222} . (1 bod)

Prvi sljedeci broj bi bio 333, no zbog p; + p2 + ps = 10 i py < 250 to ne dolazi u obzir.

Kako je ps neparni prosti broj, iz ovog skupa mozemo odmah izbaciti parne brojeve, pa

je ps + 10 € {11, 33,55,77,99, 111}. (1 bod)
Direktnom provjerom, dobijemo p, € {23,67,89,101}. (2 boda)
Konac¢no, trazeni brojevi su

n = pipapsps = 235 py = 30py € {690, 2010, 2670, 3030} . (1 bod)
Napomena.  Za rjeSenja napisana bez postupka i dokaza da su jedina, treba dati po

1 bod za svako toc¢no rjesenje i oduzeti po 1 bod za svako pogresno rjesenje.

Napomena. Prvi dio zadatka (odredivanje brojeva py, pe, p3) moze se rijesiti i ovako:

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti p; < py < p3.
Tada je 3(p1 + p2 + p3) < 9Ips, paslijedi pipaps < 9ps, odnosno pips < 9. (3 boda)

Kako su p; i ps prosti i razlic¢iti, imamo samo jednu moguénost:
p1 =2, po = 3, a onda je p3 = 5. (2 boda)



Zadatak A-1.3.

Neka je ABC'D pravokutnik i k£ kruznica sa sredistem u sredistu pravokutnika. Kruznica
k sijece stranicu AB u tockama K i L, a stranicu CD u tockama M i N, i pritom je
LN 1 AC. Ako poloviste duzine AN lezi na kruznici k, koliki je omjer duljina stranica
danog pravokutnika?

Rjesenje.

Neka je S srediste kruznice k i pravokutnika ABCD, te neka je P poloviste duzine AN.
Neka je r polumjer kruznice k.

Jasno je da je NL promjer kruznice k. (Vidi napomenu.)
Kako je LN 1 AC, trokut ASN je pravokutan.

Duzina PS je tezisnica tog trokuta pa vrijedi |[AP| = |PN| = |PS]|. (2 boda)
Iz |PN| = |PS| =r = |NY]| slijedi da je trokut NPS jednakostranican. (1 bod)
Duzina PS je srednjica trokuta ALN (jer je |AP| = |[NP|i |LS| = |SNJ)

pa je |AL| = 2|PS| = 2r i trokut ANL je takoder jednakostranican. (2 boda)

Trokut ADN je pravokutan, njegova hipotenuza AN je duljine 2r
i<NAD =90° — <LAN = 30°.

Stoga je |DN|=i|AN|=r i |DA|=|DN|V3=rV3. (2 boda)
Cetverokut ALC'N je romb (dijagonale su mu okomite i raspolavljaju se),
paje |[INC| = |AN| = 2r. (2 boda)

Prema tome, |DC|=|DN|+|NC|=r+2r =3r.

rv3 = i (Odnosno |AB| : |AD| =+/3.) (1 bod)

Trazeni omjer je |AD|: |CD|=——
3r V3

Napomena. Dokaz da je NL promjer kruznice k:

Neka su G i H polovista stranica AB i CD. Trokuti SGL i SHN su sukladni (<SGL =
<SHN = 90°, |SL| = |SN| = r, |SG| = |SH| = %|BC|), pa je <GSL = <HSN.
Zaklju¢ujemo da N L prolazi kroz S.

Ne zahtijeva se da ucenici dokazu ovu i sliéne tvrdnje koje vrijede zbog simetrije!



Zadatak A-1.4.

Neka su a i b dva razlicita sedmeroznamenkasta broja od kojih svaki sadrzi sve znamenke
od 1 do 7. Dokazi da a nije djeljiv s b.

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo suprotno, da postoji n € N, n > 2 takav da je a = n - b. (1 bod)
Primijetimo da svaki broj pri dijeljenju sa 9 daje isti ostatak

kao 1 zbroj njegovih znamenki. (1 bod)
Dakle, brojevi a i b daju pri dijeljenju s 9 isti ostatak 1 (2 boda)

(suma njihovih znamenaka je 1 +2 4 ---+7=28=3-9+ 1)

Medutim, ako b daje pri dijeljenju s 9 ostatak 1, tada a = n - b daje

pri dijeljenju s 9 isti ostatak kao i n. (2 boda)
To znaci da bi n trebao dati ostatak 1 pri dijeljenju s 9. (2 boda)
No, kako mora biti 1 < n < 10, takvi a i b ne postoje. (2 boda)

Drugo rjesenje.

Neka je a = A70605040302071 i b= b7b6b5b4b3b2b1.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji n € N, n > 2 takav da je a =n - b. (1 bod)
Ocito vrijedi a < 7654321, b > 1234567,
7654321
. < ootiel 1
PRIC TS T934567 (1 bod)
tj. n <6. (1 bod)

Razmotrimo sve slucajeve:

n=2. (1 bod)

Neka je k takav da je by, = 4. Tada bi vrijedilo a = 8 (ako je k = 1ili by_; < 5) ili
ar =9 (za by_1 = b, jer se tada "prenosi” 1 iz mnozenja prethodne znamenke), $to
je nemoguée, bududi da je a;, € {1,2,...,7}.

n=3. (1 bod)

Prvinacin.  Broj a nije djeljiv sa 3, jer mu zbroj znamenaka 1424344454647 =
28 nije djeljiv s 3. Stoga n ne moze biti 3.

Drugi nacin. U ovom slucaju iz prethodnog mnozenja prenosimo 0, 1 ili 2
(3-7=21). Neka je k takav da je by = 6. Tada bi, u ovisnosti o by (tj. ovisno o
tome koliko prenosimo iz prethodnog mnozenja), a bilo 8, 9 ili 0, §to je nemoguce.



n = 4.

n = 5.

n = 6.

(1 bod)

Neka je k takav da je by = 7. Iz prethodnog mnozenja prenosi se 0, 1 ili 2 (najveci
rezultat je 6-4 = 24). Tada bi, u ovisnosti o bx41, ax bilo 8, 9 ili 0, §to je nemoguce.

(Netocno bi bilo tvrditi da se pri mnozenju broja sa znamenkama od 1 do 7 brojem
4 uvijek prenosi najvise 2. Npr. pri mnozenju 76 - 4, imamo najprije 6 - 4 = 24,
pisemo 4, prenosi se 2; zatim ra¢unamo 7 - 4 4+ 2 = 30, pisemo 0 i prenosi se 3.)

(2 boda)

Prvi nacin. U ovom slucaju, rezultat mnozenja bilo koje znamenke brojem 5
zavrSava znamenkom 0 ili 5, a prenosi se najvise 3, jer je 7-5 = 35, a ¢ak i uz raniji
prijenos 35 + 3 < 40. Zbog toga nikako nije moguce dobiti znamenku 4, ve¢ samo
0,0+1,0+2,0+315,54+1,5+2,5+3.

Drugi nacin.  Ocito mora vrijediti by = 1. Neka je k takav da je by = 7. U tom
mnozenju se prenosi 3, pa je sljedec¢i rezultat ap,q = 3 ili ax; = 8, ovisno da li je
br.1 paran ili neparan. Znamenke 8 nema, pa mora biti by ; paran i agp,, = 3.
Neka je [ takav da je b, = 6. I ovdje se prenosi 3, pa istim zakljuc¢ivanjem dobijemo
a;+1 = 3, §to je nemoguce (samo je jedna znamenka 3).

(2 boda)

Prvi nac¢in.  Broj a nije djeljiv s 3 (pa onda ni sa 6), jer mu je zbroj znamenaka
28. Stoga njegov djelitelj n ne moze biti jednak 6.

Drugi nacin.  Kako je b > 1234567, vrijedi a > 6 - 1234567 = 7407402. Najmanji
broj sa znamenkama 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 koji to zadovoljava je broj 7412356. Dakle,
a > 7412356.

Zato je b > 7412356/6 > 1235392. Najmaji broj sa znamenkama 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
koji to zadovoljava je broj 1235467. Dakle, b > 1235467.

Nastavljamo na isti nac¢in. Oba broja ¢e se povecavati, malo po malo, dok ne
dobijemo da bi broj a trebao biti vec¢i od 7654321. Tada mozemo zakljuciti da takvi
brojevi ne postoje. Potrebno je 28 puta ponoviti opisani postupak!

Dakle, ne postoji takav n.

Napomena. Svaki od ovih slucajeva moze se rijesiti na razne nacine. Bez obzira na

nacin

rjeSavanja, ucenik treba dobiti bodove predvidene za pojedini slucaj ako ga je u

potpunosti rijesio.



Zadatak A-1.5.

Na plocu 10 x 10 postavljeno je 50 zetona tako da nikoja dva nisu na istom polju. Pritom
25 zetona zauzima donju lijevu cetvrtinu ploce, a preostalih 25 gornju desnu cetvrtinu.
Neka su X, Y, Z redom tri uzastopna polja (horizontalno, vertikalno ili dijagonalno).
Ako se dva zetona nalaze na poljima X i Y i ako je polje Z slobodno, zeton s polja X
moze se premjestiti na polje Z, preskoc¢ivsi zeton na polju Y.

Moze li se, konacnim nizom takvih poteza, premjestiti svih 50 Zetona na donju polovicu
ploce?

Rjesenje.

Obojimo polja ploce crnom i bijelom bojom kao na sahovskoj plo¢i (polje u donjem lijevom
kutu je crno). (1 bod)

Tada 25 zetona u donjoj lijevoj ¢etvrtini zauzima 12 bijelih i 13 crnih polja, a 25 zZetona
u gornjoj desnoj ¢etvrtini takoder zauzima 12 bijelih i 13 crnih polja. (2 boda)

Primijetimo da zetoni svojim kretanjem uvijek prelaze sa crnog na crno, odnosno sa bijelog
na bijelo polje, bez obzira kreéu li se horizontalno, vertikalno ili dijagonalno. (2 boda)

Stoga se broj crnih (odnosno bijelih) polja koje Zetoni zauzimaju ne mijenja. (2 boda)

Bududi da zetoni u pocetku zauzimaju 12 + 12 = 24 bijela i 13 + 13 = 26 crnih polja, a

donja polovica ploce se sastoji od 25 bijelih i 25 crnih polja, zaklju¢ujemo da je nemoguce
postiéi da se svi zetoni nalaze na donjoj polovici ploce. (3 boda)
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Zadatak A-2.1.
Neka su 27 i 25 kompleksni brojevi takvi da vrijedi |z + 229 = 221 + 23]
Dokazi da je |21 + aza| = |az1 + 22| za svaki realni broj a.
Prvo rjesenje.
Neka je 21 =a+bi iz =c+di (a,b,c,d € R).
Dani uvjet |21 + 2z9| = |221 + 23| ekvivalentan je s:
|(a+bi) + 2(c+ di)| = |2(a + bi) + (¢ + di)|,
|(a+2¢) + (b+2d)i| = |(2a + ¢) + (20 + d)il,
(a4 2¢)* + (b+2d)* = (2a + ¢)* + (2b + d)?, (2 boda)
a® + dac + 4c® + b* + 4bd + 4d® = 4a® + dac + & + 4b* + 4bd + &2,
3¢® + 3d* = 3a® + 3b°,
a®+ b= +d> (3 boda)
Neka je o € R. MnoZenjem gornje jednakosti s 1 — o dobivamo
(1—a®)a®+ (1 —a?)b* = (1 —a?)® + (1 — a?)d?,
a® + o’ +0* + 2d* = o2a® + A + oV + d%.
Sada na obje strane jednakosti dodamo 2aac + 2abd :

a® + 2aac + o*? + b + 2abd + o*d® = o*a® + 2aac + & + o?b® + 2abd + &P,

(a+ ac)* + (b+ ad)?® = (aa + c)* + (ab + d)*. (4 boda)
Konacno,

|(a + ac) + (b+ ad)i| = |(aa + ¢) + (ab + d)i],

|(a + bi) + a(c+ di)| = |a(a + bi) + (¢ + di)|, (1 bod)
odnosno |z + azs| = |az; + 22, $to je i trebalo dokazati.



Drugo rjesenje.

Za bilo koji realni broj « vrijedi:

|21 + az)® — oz + 20)?
= (21 + az) (21 + az2) — (21 + 22)(az; + 22)
(21 + a22)(Z1 + aZ2) — (@21 + 22)(aZ1 + Z2)
21”4 0|22 + a(z17 + 71z) — &Pla* — |2’ — ez + Ziz0)
(1= a®)(|z1]* = [22]*). (5 bodova)

Kako je |21 + 225| = 221 + 23|, odnosno |21 + 22|? — |221 + 29]2 = 0,

i kako je (prema gornjoj formuli)

21+ 225 )° — 221 + 20 = (1 = 2%) (|21 |* — |22]),
vrijedi 21| — |2]? = 0. (2 boda)
Zato je (opet prema gornjoj formuli) |2z + azg|* — |az; + 22/ = 0, za sve a« € R
odnosno |z; + azs| = |az; + 29 (3 boda)

Napomena. Ako ucenik gornju formulu |z; +az|? —|azi +22)* = (1—a?)(]21]* — |22/%)
izvede samo za o = 2, za to treba dobiti 3 boda.

Zadatak A-2.2.

Neka su O i P redom opseg i povrsina pravokutnika. Dokazi da vrijedi

24P
0> ——F—.
O+ P+1

Prvo rjesenje.

Ako duljine stranica pravokutnika ozna¢imo s a i b, onda je O = 2a+2bi P = ab

pa je dana nejednakost ekvivalentna s 2(a + b)(2a + 2b + ab + 1) > 24ab. (1 bod)
Iz A-G nejednakosti slijedi a + b > 2Vab i (2 boda)

a+a+b+b+ab+1>6Va-a-b-b-ab-1,

odnosno 2a + 2b+ ab + 1 > 6\/ab. (6 bodova)
Stoga je
2(a+b)(2a+2b+ab—+1) > 2-2Vab - 6vVab = 24ab (1 bod)

Time je nejednakost dokazana.



Drugo rjesenje.

Ako duljine stranica pravokutnika ozna¢imo s a i b, onda je O =2a+2bi P = ab

pa je dana nejednakost ekvivalentna s 2(a + b)(2a + 2b+ ab + 1) > 24ab. (1 bod)
Sredivanjem dobivamo 2(a + b)* + ab(a + b) + a + b > 12ab,
odnosno  2a* + 2b* — 8ab + a*b + ab* +a+b > 0. (1 bod)

To mozemo dalje transformirati na razne nacine.

Prvi nacdin.

2(a® + b* — 2ab) + (a®b — 2ab + b) + (ab® — 2ab + a) > 0,

2(a—b)?+(a—1)2b+a(b-1)*>0. (5 bodova)
Posljednja nejednakost ocito vrijedi jer su a i b pozitivni brojevi, a kvadrati su uvijek
nenegativni. (3 boda)
Drugi nacin.
2(a — b)? +ab* + a*b+a+ b — 4ab > 0. (1 bod)
1 1
2(a —b)* + ab(b+a+ + ; +——4) 0.
1
2(a—b)2+ab((a+——2) b—l———2> (3 boda)
a
. : 1 1)\?
Uotimo daje 4+ ——2=(+vz——) >0 zasvez > 0. (2 boda)
x VT
: 1 1
Stoga je 2(a—0)? >0, ab> 0, a+——2 016—1—5—2 0,
pa je nejednakost dokazana. (2 boda)
Trece rjesenje.
Dana nejednakost ekvivalentna je s
O+ OP + O > 24P. (1 bod)

Zbog A-G nejednakosti vrijedi a + b > 2v/ab (a i b su duljine stranica pravokutnika).

Zato je g > 2\/?, odnosno O > 4V/P. (3 boda)
Odmah vidimo da je O% > 16P. (%) (1 bod)
Primjenom A-G nejednakosti dobijamo OP + O > 2v/OP - O, (2 boda)
pa je (zbog O > 4V/P)

OP+0>2V/0OP-0=20VP>2-4/P- VP =8P.  (x%) (2 boda)

Konacno, zbrajanjem () i (%) dobivamo

O?>+ (OP + 0) > 16P + 8P = 24P. (1 bod)



Zadatak A-2.3.

Odredi sve proste brojeve p za koje je 2P 4 p? takoder prost broj.
Rjesenje.

Zap=2, 2°+p*>=28.

Zap=3, 20 +p*=1T7.

Za svaki neparni prosti broj p, broj 2P daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3.
(2P=3B3-1P=(-1)?=-1=2(mod 3))

Za svaki prosti p > 3, njegov kvadrat p? daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.

(p=+1(mod 3) = p?=1(mod 3))

Dakle, za svaki prosti p > 3, broj 27 + p? je djeljiv s 3
(2P +p*=2+4+1=3=0(mod 3))

pa ne moze biti prost.

Stoga je jedini prosti broj koji zadovoljava uvjet zadatka p = 3.

(1 bod)
(1 bod)
(3 boda)

(3 boda)

(1 bod)
(1 bod)



Zadatak A-2.4.

Tocka S je srediste trokutu ABC' upisane kruznice, a simetrala kuta <BAC sijece stranicu
BC' u tocki D. Dokazi da je |AS] : |SD| =2 : 1 ako i samo ako vrijedi |CA| + |AB| =
2|BC.

Rjesenje.

Ozna¢imo s a, b, ¢ duljine stranica BC, C A, AB redom.
U zadatku treba dokazati dvije tvrdnje:

A. Ako je |AS|:|SD| =2:1, onda vrijedi b + ¢ = 2a.

B. Ako je b+ ¢ = 2a, onda vrijedi |AS| : |SD| =2: 1.

Prvo rjesenje.

Povrsinu trokuta XY Z oznacavat ¢emo P(XY Z). Neka je r polumjer upisane kruznice
trokuta ABC. Uo¢imo da je udaljenost tocke S od svih stranica trokuta jednaka r.
Dokaz tvrdnje A.

Neka je |[AS|: [SD|=2:1.

Trokuti ASB i DSB imaju jednake visine iz vrha B,
paje P(ASB): P(BSD) = |AS|: |SD| = 2, odnosno P(ASB) = 2P(BSD,).

Na isti nacin se pokaze P(ASC) = 2P(CSD). (2 boda)

Zato vrijedi

P(ASC) + P(ASB) = 2(P(CSD) + P(BSD)) = 2P(BSC), (1 bod)

i kona¢no b+ ¢ = 2a. (2 boda)



Dokaz tvrdnje B.
Neka vrijedi |C'A| +|AB| =2|BC|, tj. b+ ¢ = 2a.
b- . .
Tada vrijedi i 7’+c T_9.8 T,
2 2 2

P(ASC) + P(ASB) = 2P(BCS). (1 bod)

odnosno

Toj jednakosti je ekvivalentno:

P(ASC)+ P(ASB) =2(P(SDC) + P(SDB)),

1 1 1 1
§|AS|’UC + §|AS|Ub =2 (§|DS|’UC + §|DS|U[,) s (2 boda)

gdje smo s vy, v, oznacili udaljenosti vrhova B, C' od pravca AD.

Dalje dobivamo
|AS|(vp + ve) = 2|DS|(vp + ve), (1 bod)

i kona¢éno |AS| = 2|SD|, sto je i trebalo dokazati. (1 bod)

Drugo rjesenje.

U ovom rjeSenju koristimo teorem o simetrali kuta: Ako simetrala kuta <BAC' sijece
stranicu BC' u tocki D, onda je |BD|: |DC| = |AB| : |AC|.

Kako je pravac C'S simetrala kuta <ACD u trokutu ADC, vrijedi

|AS| : |SD| = |AC| : |CD|. (1 bod)
Analogno, BS je simetrala kuta <ABD trokuta ADB, pa vrijedi

|AS|: |SD| = |AB| : |BD|. (1 bod)
Dokaz tvrdnje A.

Neka vrijedi |[AS|: |SD| =2:1. Tada je |AC| = 2|CD| i |AB| = 2|BD)|. (2 boda)
Zbrajanjem dobivamo |C'A|+ |AB| = 2|BC|. (2 boda)

Dokaz tvrdnje B.
Neka vrijedi |CA| + |AB| = 2|BC.
Relacije koje vrijede zbog teorema o simetrali kuta mozemo zapisati u obliku

|AS| - |CD|
5D

|AS| - |BD|

A =
|CA SD)

AB| =

Zbrajanjem dobivamo:

|AS|-|CD| |AS|-|BD|

2|BC| =|CA AB| = 2 bod
IBC| = |CA]+|AB] |SD| |SD| (2 boda)
|AS| |AS|
= ——(|CD BD|) = = - |B
paje |AS|:|SD|=2:1. (2 boda)



Zadatak A-2.5.

Kvadratna ploca podijeljena je na 5 x 5 jedini¢nih kvadrata (polja).
Na nju postavljamo osam triomina, tako da samo jedno polje ploce
ostane neprekriveno.

Triomino je lik sastavljen od tri jedini¢na kvadrata kao na slici:

Odredi koja sve polja dane kvadratne ploce mogu ostati neprekrivena pri takvom poplocavanju.

Prvo rjesenje.

Neprekriveno moze ostati jedno od 9 polja oznacenih na slici:

X X X

X X X
(1 bod)

X X X

Primjeri takvih prekrivanja dani su na sljede¢im slikama
X X
X

(3 boda)

Dokazimo da neprekriveno polje mora biti jedno od navedenih 9 polja.

Svaki triomino postavljen na plo¢u prekriva najvise jedno od tih polja. No, polja ima 9, a
triomina samo 8, pa ¢e (po Dirichletovom principu) jedno od tih polja ostati neprekriveno.
(6 bodova)

Drugo rjesenje.
Zbog simetrije ploce, mozemo uociti Sest razlicitih tipova polja.

Oznacimo ih slovima A, B, C', D, E i F', kao na slici:

A B
F|E
D\ C

Polja tipa A, B i C prilikom prekrivanja danim triominima mogu ostati prazna.

(1 bod)

Primjeri takvih prekrivanja su dani na slikama uz prvo rjesenje. (3 boda)



Polja tipa D, E'i F' ne mogu ostati neprekrivena.

Kad bi polje tipa D ostalo neprekriveno, jedan triomino morao bi biti postavljen u polozaj
na lijevoj slici (ili njemu simetrican).

No, tada bi polje oznaceno zvjezdicom (*) bilo nemoguée prekriti. (1 bod)

Kad bi polje tipa E ili F' ostalo neprekriveno, jedan triomino morao bi biti postavljen u
polozaj na slici (gore; sredina i desno). (1 bod)

U oba slucaja dalje nastavljamo na isti nacin.

Polje sa zvjezdicom moze biti prekriveno jedino na sljedec¢a tri nacina:

(1 bod)

U prvom slucaju prekrivanje o¢ito nije moguce dovrsiti,
a u drugom i tre¢em slucaju polozaj jos jednog triomina je odreden. (1 bod)

U tim slucajevima, postavljanjem prva tri triomina prekrili smo 3 od 4 polja lijevog
gornjeg kvadrata 2 x 2, i sva polja gornjeg desnog pravokutnika 2 x 3 na slici.

Slicnim zakljuc¢ivanjem kao prije vidimo da dva triomina treba upotrijebiti da bismo
prekrili donji lijevi pravokutnik 3 x 2. (1 bod)

No, istim zakljucivanjem dolazimo do zakljucka da dva triomina trebaju prekriti pra-
vokutnik 3 x 2 u sredini dolje,

ali onda ostaje pravokutnik 3 x 1 koji je nemoguce prekriti triominom. (1 bod)
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Zadatak A-3.1.
Rijesi jednadzbu
tg (r +y) +ctg(z —y) =tg(z —y) +ctg (v +y)

i skiciraj u ravnini skup svih njenih rjesenja.

Rjesenje.
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Skup svih rjesenja je



Prvo rjesenje.

Da bi tg(z + y) i tg(z — y) bili definirani, ne smije biti z £y = g + k7 ni za koji k € Z.
Da bi ctg(z + y) i ctg(x — y) bili definirani, ne smije biti x 4+ y = km ni za koji k € Z.
Odavde je = +y # /%r’ za sve k € Z, odnosno = # +y + ]%T, za sve k € Z. (1 bod)

Zadanu jednadzbu mozemo transformirati na sljedec¢i nacin:

r—y)=tg(r—y)+ctg(z+vy)

(
(x—y)=ctg(z+y) —tg(r+y)

tg (z +y) + ctg
ctg (z —y) —tg
n (z

—y) _cos(z+y) sin(r+y)

cos(z —y) sin )
—y) sin(zr+y) cos(zr+y)
)

sin(x —y)  cos

s (x
*(

cos‘2 (z—y) —sin’(z —y) _ cos‘2 (z +y) —sin® (x + y) (2 boda)
sin (z — y) cos (x — y) sin (z + y) cos (x + y)
1(:o.s (2x — 2y) _ 1co.s (22 + 2y) (1 bod)
3sin (22 —2y)  5sin(2z + 2y)
ctg (2x — 2y) = ctg (22 + 2y) (1 bod)
Ovu jednadzbu lagano rjesavamo:
20+ 2y =2 — 2y +mm, zam € Z,
odnosno y = %, m € Z. (2 boda)
k
Uvjet koji smo odredili na pocetku prelazi u z # i% %,
odnosno x # (+m + 2]{:)1, m,k € Z. (1 bod)
lm m m
<Drug1m rije¢ima, za parno m, x 7é (I € Z); a za neparno m, x # — 1 + 5 (leZ). )
Skup rjesenja zadane jednadzbe prikazan je na slici. (2 boda)



Drugo rjesenje.
Kao u prvom rjeSenju, ne smije biti = £y = g ni za koji k € Z. (1 bod)
Zadanu jednadzbu transformiramo ovako:

tg(z +y) + ctg(z —y) = tg(r —y) + ctg(z + y)

tg(r +y) + )Ztg(x—yH

tg(z —y)
Mnozedi s tg(z + y) tg(x — y) dobivamo
tg(z +y)(tg(z +y) tg(z —y) +1) = tg(z —y)(tg(z + y)tg(z —y) +1) (2 boda)
Odavde slijedi
tg(z+y) =tglz—y) i tg(z+y)tglr—y)=-1

tg(z +y)

Iz prve jednadzbe dobivamo x +vy =z —y + mn, za m € Z, odnosno

mm
sz,zamEZ.

k
Zbog uvjeta mora biti x # ig + ;7
Druga jednadzba tg(z + y)tg(x —y) = —1, redom je ekvivalentna s

l
tj. x # g za sve | € Z. (2 boda)

tg(z +y) = —ctg(z —y),
tg(r +y) = ctg(y — v),
tg(z +y) = teg(§ — (y — ).

Sada slijedi z+y = g—y+w+m7r, za neki m € Z i konacno y = %—l—g, zam € 7.
k l
Zbog uvjeta vrijedi z # i% + §7 odnosno x # % + g, za sve | € Z. (3 boda)

Rjesenja zadane jednadzbe su sva rjeSenja prve i sva rjesenja druge dobivene jednadzbe.

Skup rjesenja zadane jednadzbe prikazan je na slici. (2 boda)

Napomena. Zadatak se moze rijesiti na mnogo nacina. Pri bodovanju se treba drzati
ovih principa:

— odredivanje uvjeta (kada su sve funkcije definirane): 1 bod

— transformacija jednadzbe i rjesavanje dobivenih jednadzbi: ukupno 6 bodova

(za transformaciju 2, 3, 4 boda, a za rjesavanje jednadzbi preostalih 4, 3, 2 boda,
ovisno o slozenosti dobivenih jednadzbi - usporediti dana rjesenja)

— uvazavanje uvjeta nakon rjesavanja jednadzbi: 1 bod

— skica: 2 boda

Ucenik koji uopée ne vodi racuna o uvjetima moze dobiti najvise 7 bodova
(6 bodova za transformaciju i rjesavanje jednadzbi te 1 bod za skicu).
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Zadatak A-3.2.
Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takvih da je 4-3*" +5 = n?2.

Prvo rjesenje.

Uocimo da za m < 0 broj 4 - 3™ nije cijeli broj, dok n? — 5 jest, pa u ovom slucaju
jednadzba nema rjesenje. (2 boda)

Zam =0 imamo n*=4-1+5=9, odakle slijedi n =3 ili n = —3.

U ovom sluc¢aju imamo dva rjesenja: (0,3) i (0, —3). (2 boda)
Zam =1, broj 4-3*" je djeljivs 3
pa broj n? =4-3?"+5 daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3, (3 boda)

no to nije moguce, buduéi da kvadrat cijelog broja pri dijeljenju s 3 moze dati samo
ostatke 0 ili 1. Dakle, za m > 1 jednadzba nema rjesenja. (3 boda)

Drugo rjesenje.

Iz pocetne jednadzbe slijedi n? — (2 -3™)? =5, odnosno

(n—2-3")(n+2-3m)=5. (1 bod)
Kako su n? i 5 cijeli brojevi, da bi jednadzba bila zadovoljena i 4 - 3*™ mora biti cijeli
broj, a iz toga slijedi m > 0. (2 boda)
Stogasu n—2-3"™ i n+2-3™ cijeli brojevi. (1 bod)
Nadalje, vrijedi n —2-3™ <n+2-3™ pa stoga imamo samo dvije moguénosti:
(2 boda)
n—2-3"=1
n+2-3"=5
¢ije je rjesenje n =3, m =20 (2 boda)
i
n—2-3"=-=5
n+2-3"m=-1
¢ije je rjesenje n = —3, m = 0. (2 boda)

Napomena. Za tocna rjeSenja bez postupka treba dati po 1 bod za svako rjesenje.



Zadatak A-3.3.

Neka su A, B, C" totke u kojima simetrale kutova trokuta ABC' sijeku nasuprotne
stranice BC, CA, AB redom i neka je S srediste upisane kruznice trokuta ABC.

Ako je |[AS| : |SA|=3:2,|BS|:|SB'| =4:31iako je |AB| = 12, odredi duljine ostalih
stranica trokuta.

Rjesenje.

Neka su a, b i ¢ redom duljine stranica BC, AC'i AB.

Koristeéi teorem o simetrali kuta za trokut ABA’ dobivamo
2c

|AB| : |A'B| = |AS] : |A'S| = 3: 2, a iz toga slijedi |[A'B| = 3 (2 boda)
Slicno, za trokut ABB’ dobivamo |AB|:|AB'| = |BS|:|B'S|=4:3,

3
a iz toga slijedi |AB'| = ZC (2 boda)

Za trokut ACA" dobivamo |AC|: |A'C| = |AS|:|A'S| =3:2,

2
a iz toga slijedi b : (a — EC) =3:2, odakle je 3a — 2c = 2b. (2 boda)
Slicno, za trokut BC'B’ imamo |BC|: |B'C|=|BS|:|B'S|=4:3,
odakle je a : (b - %) =4:3, tj. 4b— 3c = 3a. (2 boda)

Uvazavajuéi ¢ = 12, rjeSavanjem sustava

3a—2c=2b
4b — 3¢ = 3a

dobivamo a = 28, b = 30. (2 boda)



Zadatak A-3.4.

Nad stranicama trokuta ABC' povrsine P nalaze se rombovi ABED, BCGF i CAIH
tako da je <ABFE = <BAC, <BCG = <CBA, <CAI = <ACB.

Dokazi da je zbroj povrsina triju rombova vedi ili jednak 6P.
Dokazi da se jednakost postize ako i samo ako je trokut ABC' jednakostranican.
Prvo rjesenje.

Oznacimo redom povrsine rombova BCGF, CAIH, ABED s P,, P,, P., a kutove trokuta
ABC s a, (3, 7.

Tada je
P, =a’sinf, P, = b*sin~y, P. = *sina. (2 boda)

C e 5 a b c
Koristec¢i sinusov poucak — = — = —
sinaw  sinf  sinvy
opisane trokutu ABC', dobivamo

= 2R, pri cemu je R polumjer kruznice

P, + P+ P.=da*sin 8+ b*siny + sina

a’b  bc cta

_an e ca 2
2R+2R+2R (2 boda)
1
= ﬁ(aQb + b%c + cta)
Iz A-G nejednakosti slijedi
a?b+b*c + c*a > 3V a2b - b%c - c2a = 3abe (2 boda)
a odatle slijedi tvrdnja
1 1 3ab
Put Pyt Po= ga(a®b+ e+ cta) > o - abe = ;RC — 6P. (1 bod)
Jednakost se u koristenoj A-G nejednakosti postize ako i samo ako je a?b = b*c = ca.
(1 bod)
Ako je a®b = b%c = c2a, onda vrijedi a? = be i ab = ¢?. MnoZenjem tih uvjeta dobivamo
a’b = bc?, odakle slijedi @ = ¢, a onda lako zakljué¢ujemo a = b = c. (1 bod)

Obratno, ako je a = b = ¢, onda je a’*b = b*c = c?a, paje B, + Py+ P.=6P. (1 bod)
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Drugo rjesenje.

Oznacimo povrsine rombova s P,, P,, P, kao u prvom rjesenju.
Vrijedi P, = P(BCGF) = |BF| - v., gdje je v, visina iz vrha C u trokutu ABC.

Osim toga, |BF| = |BC| = a, pa je P, = av.,.
D

F

Na slican nacin je P, = bv,, P, = cu,. (2 boda)
Koristeéi av, = bvy, = cv. = 2P dobivamo

P, + P+ P. = av. + bu, + cuy
2P 2P 2P

c a b

Iz A-G nejednakosti slijedi:

c 3
e c— = =3, 2 bod
c a b 3 c a b 3 (2 boda)
a odatle slijedi tvrdnja
a b c
Pa+Pb+Pc:2P(—+—+E)>2P-3:6P. (1 bod)
c a
Jednakost se u koristenoj A-G nejednakosti postize ako i samo ako je a_2_ E.
(1 bod)
Odatle slijedi a? = bc i ab = ¢?, pa mnozenjem dobivamo a®b = bc3, odakle slijedi a = ¢, i
dalje lako zakljucéujemo a = b = c. (1 bod)
b
Obratno, ako je a = b = ¢, onda je g + -+ [E) = 3, pa je
c a
a b ¢
Pa+Pb+PC:avc+bva+cvb:2P<—+—+l—)):6P. (1 bod)
c a



Napomena. Postoje mnogi nacini da se nejednakost P, + P, + P. > 6P svede na
nejednakost ¢ + 2 + £ > 3 ili njoj ekvivalentnu a®b + b*c + c*a > 3abe. Npr.

b
P, +Py+ P.=da’sin 3+ b*siny + ?sina = sina <a2~—+b2~g+c2)
a

a
= bcsin g+9+E —=92P g+é+f
c a b c a b

P,+P,+P. P, P, P. a*sinf b%sin v 2 sin «v :2(a+b+c>

P P P P gacsinf  jabsiny jbesina

Zadatak A-3.5.

Neka je n prirodni broj, n > 1. Kvadratié¢i ploce 2n x 2n obojani su plavom ili crvenom bo-
jom tako da za svaka dva retka postoji tocno n stupaca sa svojstvom da su dva kvadratica
na presjeku tog stupca i promatranih dvaju redaka obojana istom bojom. Dokazi da broj
n mora biti paran.

Rjesenje.

Najprije uoc¢imo da bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je prvi redak cijeli
obojan plavom bojom, jer ako na nekom mjestu nije plava boja, mozemo u odgovaraju¢em
stupcu zamijeniti boje.

Dodatno, mozemo pretpostaviti da je prvih n mjesta u drugom retku obojano plavom
bojom, a zadnjih n mjesta crvenom bojom. Naime, znamo da se na n mjesta boja prvog
i drugog retka podudara, pa je n mjesta u drugom retku obojano plavom bojom. Ako to
nije prvih n mjesta, onda permutiramo stupce. (3 boda)

Oznacimo s x broj plavih kvadrati¢a medu prvih n u tre¢em retku.

Da bi prvi i trec¢i redak zadovoljavali uvjete zadatka, u tre¢em retku mora biti tocno n
plavih kvadratic¢a, pa je od zadnjih n mjesta u tre¢em retku tocno n — x plavih, dok je
preostalih z crveno. (3 boda)

Drugi i tre¢i redak su obojani na 2z mjesta istom bojom, toc¢nije, na x mjesta medu prvih
n (plavom bojom) i na x mjesta medu zadnjih n (crvenom bojom). (3 boda)

Stoga je n = 2z, tj. n je paran. (1 bod)
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Zadatak A-4.1.

Dana je parabola y* = 2pz, p > 0. Na paraboli su dane tocke A, B i C' (A ima najvecu, a
C' najmanju ordina_tu) tako da je simetrala kuta <ABC' paralelna s z-osi. Ako je duljina
projekcije duzine AC na y-os jednaka 4p, odredi ordinatu polovista duzine BC'.

Rjesenje.
777777777777 A
By
P
77777777777777777777777777777777777 C
Oznacimo koordinate tocaka A, B, C' redom s (%,yA), (%,yB), (%,yc). (1 bod)
Bududi da pravci AB i BC zatvaraju sukladne kutove s z-osi, slijedi da su koeficijenti
smjera tih pravaca suprotni. (2 boda)
Raspisivanjem uvjeta kap = —kpc dobivamo: M = —M,
Ya _ Y ¥ _ Yo
2p 2p 2p 2p
odnosno y,24 — yf = —%. (2 boda)
Ya — Y Ys — Yo
Primjenom formule za razliku kvadrata dobivamo y4 + yp = —(yp + yc) pa vrijedi
ya+ 2y +yc =0. (%) (1 bod)

Uvjet ”duljina projekcije duzine AC' na y-os iznosi 4p”, zbog ya > yc, moze se zapisati

u obliku

ya — yo = 4p. (xx) (1 bod)
Oduzimanjem (#x) od (%) dobit ¢emo 2yp + 2yc = —4p. (2 boda)
Dakle, ordinata polovista P duzine BC je yp = w = —p. (1 bod)



Zadatak A-4.2.
Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takvih da je 3-2™ 41 = n?.

Prvo rjesenje.

Primjetimo da m ne moze biti negativni cijeli broj jer tada lijeva strana jednadzbe ne bi
bila cijeli broj. (1 bod)

Ako je m = 0 onda je n = £2. (1 bod)

Neka je m > 0. Ako je (m,n) rjesenje onda je i (m, —n) rjeSenje pa ¢emo najprije pronaéi
rjeSenja za koja je n > 0.

Danu jednadzbu mozemo pisati u obliku
n—1)(n+1)=3-2". (1 bod)
Brojevi n —1imn + 1 su iste parnosti pa oba moraju biti parna.
Osim toga, kako je n > 0, oba moraju biti pozitivna.
Zato imamo dvije moguénosti:

1. sluéaj: n—1=2 n+1=3-2" pricemuije k,l>1 k+1=m.
Imamo 2= (n+1)—(n—1)=3-2! —2F=2.(3.2071 - 2k=1),

Izraz u zagradi jednak je 1, dakle neparan, a to je moguce samo ako je [ =11ili k£ = 1.

(1 bod)
Ako je | = 1, slijedi 3 — 2¥"! =1, dakle k = 2 i dalje m = 3, n = 5. (1 bod)
Ako je k=1, imamo 3 - 2! — 1 =1, a to je nemoguce. (1 bod)

2. slucaj: n—1=3-2 n+1=2" pricemuje k,I>1k+1=m.
Sadaje 2=(n+1)—(n—1)=2'—-3-2F=2. (271 - 3.2¢1).

Izraz u zagradi jednak je 1, dakle neparan, a to je moguce samo ako je [ =11ili k= 1.

(1 bod)
Ako je I =1, slijedi 1 — 3 -2¥~1 =1, a to je nemogucée. (1 bod)
Ako je k =1, slijedi 2/"! —3 =1, dakle I =3 idaljem =4, n=71. (1 bod)
Sva rjesenja su (m,n) € {(0,2),(0,-2), (4,7), (4,-7),(3,5), (3,—5)}. (1 bod)



Drugo rjesenje.

Primjetimo da m ne moze biti negativni cijeli broj jer tada lijeva strana jednadzbe ne bi
bila cijeli broj. (1 bod)

Nadalje, ako je (m, n) rjeSenje onda je i (m, —n) rjeSenje pa ¢emo najprije pronaéi rjesenja
za koja je n > 0.

Bududi da lijeva strana nije djeljiva s 3 zakljuc¢ujemo da n nije djeljiv s 3. (2 boda)

Razlikujemo dva slucaja.

1. slucaj: Neka je n = 3k + 1.
Tada je 2™ = k(3k + 2) te su k i 3k + 2 potencije broja 2.

Ako je k = 1 onda nema rjesenja (jer ne postoji m takav da je 2™ = 5),
a ako je k = 2 dobivamo n =7, m = 4. (1 bod)

Za k > 2 nema rjeSenja jer je 4k > 3k + 2 > 2k pa bi ¢injenica da je k = 2P potencija
broja 2 bila u kontradikciji s ¢injenicom da je 3k + 1 potencija broja 2, jer bismo imali
22 > 3k 41 > 2+l (2 boda)
2. slucaj: Neka je n = 3k + 2.

Tada je 2™ = (3k + 1)(k+ 1) te su k + 1 i 3k + 1 potencije broja 2.

Za k = 0 dobivamo m = 0 i tada je n = 2.
Za k =1 dobivamo rjesenje m = 3, n = 5. (1 bod)

Za k > 1 nema rjesenja jer je 4(k+1) > 3k+1 > 2(k+1) pa bi ¢injenica da je k+1 = 27
potencija broja 2 bila u kontradikciji s ¢injenicom da je 3k + 1 potencija broja 2, jer bismo
imali 2°Pt2 > 3k +1 > 2°P*L, (2 boda)

Sva rjesenja su (m,n) € {(0,2),(0,-2), (4,7), (4,-7),(3,5),(3,—5)}. (1 bod)

Napomena: Nepostojanje rjeSenja za vece k moze se pokazati i na sljede¢i nacin:
1. slucaj: M(3k+2,k) = M(2,k), a to je 1ili 2, pa mora biti k =1ili k = 2.

2. slucaj: M@Bk+1,k+1)=M2k,k+1)=Mk—-1,k+1) = M(k+1,2), sto iznosi
1ili 2, pa mora biti k+1=11li £+ 1 =2, odnosno £ =01ili £ = 1.



Zadatak A-4.3.

Neka je n > 3 prirodni broj. U kruznicu je upisan n-terokut A;A,...A,. Dokazi da
postoje tri vtha A, B,C € {A;4,..., A,} za koje vrijedi

|AB|? + |BO|? + |CA|? > |AL Ao 4+ |AsAs]* + ..+ | LA+ ..+ A A

Rjesenje.
Ako je n = 3 tvrdnja je trivijalna.

Neka je n > 4. Svaki konveksni n-terokut ima barem jedan unutrasnji kut koji nije manji

od 90°. (1 bod)
Naime, suma unutrasnjih kutova n-terokuta je (n — 2) - 180° pa postoji barem jedan kut
koji nije manji od 2=2.180° = (1 — 2) - 180° > (1 — 3) - 180° = 90°. (2 boda)
Neka je to kut <XY Z. Tada mozemo reducirati dani n-terokut na (n — 1)-terokut

spajanjem vrhova X i Z, tj. odbacivanjem trokuta XY Z. (1 bod)

Tvrdimo da suma kvadrata duljina stranica novonastalog (n — 1)-terokuta nije manja od
sume kvadrata duljina stranica polaznog n-terokuta. (1 bod)

Naime, buduéi da je kut pri vrhu Y pravi ili tupi, iz teorema o kosinusu dobivamo:

IXZ)? = | XY+ |YZ]? = 2|XY||Y Z|cos(<XY Z) > | XY|* + |Y Z|*. (2 boda)
N e’

<0

Postupak nastavljamo na isti nac¢in s novonastalim mnogokutom, izbacujuéi svaki put
po jedan vrh, sve dok ne dodemo do nekog trokuta ABC. Njegovi vrhovi A, B, C
zadovoljavaju nejednakost iz zadatka. (3 boda)

Napomena. Uvjet da je n-terokut upisan u kruznicu nije nuzan, dovoljno je npr. da
promatrani n-terokut bude konveksan.



Zadatak A-4.4.
Neka su n i k prirodni brojevi te S = {1,2,...,n}.

a) Odredi broj svih uredenih k-torki (A, As,..., Ax) pri cemu su A;,i = 1,...,k u
k

parovima disjunktni podskupovi od S takvi da je U A, =S.
i=1
b) Odredi broj svih uredenih k-torki (A;, Ag, ..., Ag) pri ¢emu su A;,i = 1,...,k pod-
k
skupovi (ne nuzno disjunktni) od S takvi da je U A =S,
i=1

Rjesenje. a) dio zadatka vrijedi 3 boda, a b) dio 7 bodova

a) Svaki od elemenata skupa S nalazi se u jednom i samo jednom od skupova A;,

i=1,... k. (1 bod)

Dakle, podskup u kojem ¢e se pojedini element nalaziti mozemo odabrati na k nacina.
(1 bod)

Buduéi da skup S ima n elemenata, trazeni broj je k™. (1 bod)

b) 1. nacin

Pridruzimo svakom skupu A; binarni niz duljine n koji na mjestu [ ima 1 ako je [ € A;

odnosno 0 ako [ € A;. (2 boda)
Formirajmo matricu k X n ¢iji su retci binarni nizovi pridruzeni skupovima Aj, A,,. .. Ay.
(1 bod)
Zbog uvjeta Ule A; =S u svakom stupcu te matrice nalazi se barem jedna jedinica.
(1 bod)
Obrnuto, svaka binarna matrica £ X n u ¢ijem se svakom stupcu nalazi barem jedna
jedinica odreduje jednu k-torku podskupova koja zadovoljava dani uvijet. (1 bod)
Takvih matrica ima (2% — 1)", buduéi da svaki stupac mozemo odabrati na 2% — 1 nacina
(sve osim 000 ... 0). (2 boda)
b) 2. nacin
Definirajmo skupove T, ..., T, tako da se u T} nalaze sve uredene k-torke (A;, A, ..., Ag)
podskupova od S\ {i} (bez ikakvih drugih uvjeta na uniju). (1 bod)

Trazeni broj je broj elemenata skupa 77 N7y N --- NT<. Izracunat ¢emo ga po formuli
ukljucivanja-iskljuc¢ivanja

TENTsn .. NT =T =Y T+ Y |ITNT|—...+(=1)"Tin...nT,,
i=1 1<i<j<n

pri ¢emu je T' skup svih uredenih k-torki (Aj, As, ..., Ax) podskupova od S, bez ikakvih
dodatnih uvjeta. (1 bod)



Jasno je da je |T'| = (2")* jer biramo k podskupova n-¢lanog skupa.
Skup S\ {i} sadrzi n — 1 €lanova, pa je |T;| = (2" 1)* za svakii = 1,...,n.
Skup S\ {,j} sadrzi n — 2 €lanova, pa je |T; N T;| = (2" 2)*, itd. (3 boda)

Uvrstimo li ovo sve u formulu, koriste¢i binomni poucak dobivamo da je trazeni broj

TeNTSN...NTE| =2k — ZW” RN A G D
1<i<jsn
— 2/{:77, _ . 2k(n—1) 2k(n—2) S -1 n20
n 1, +(—1)

= Z ( ) )T(2R) = (2F — 1)™ (2 boda)

Zadatak A-4.5.

1005
201
Dokazi da je Z(—B)k( gko) = 22010,
k=0

Prvo rjesenje.

Razvijemo li izraz (1 + iv/3)?'° po binomnom poucku dobivamo

(1+V3)20 = 3 (1V3)* (2010). (3 boda)

k
k=0

Sumu mozemo rastaviti po parnim i neparnim indeksima:

(1+¢\/§)20102%(— 3 (2010) Z\/-g]f‘ (Qioiol)'

k=0

Odavde vidimo da je trazena suma zapravo realni dio broja z = (1 + i1/3)2°'°. (2 boda)

Bududi da je 1+ iv/3 = 2(cos T + isin ), (2 boda)
slijedi
z=2"""(cos T 4 isin §)*" = 22°' (cos 24T + jsin 20?”)1 = 27010, (2 boda)
:1+z-0
Dakle z je realni broj, a njegov realni dio (tj. traZena suma) je upravo 2219, (1 bod)



Drugo rjesenje.

Razvijemo li izraze (1 +iv/3)%°1% i (1 — i1/3)%'° po binomnom poucku dobivamo

(1 —1iv/3)210 = %m(—z\@)’“ (2010).

k
k=0

(1+1iv/3)%010 = Z(i\/ﬁ)’“(mo). (3 boda)

k
k=0

Zbrajanjem tih dviju jednakosti pribrojnici s neparnim indeksom u sumi se ponistavaju i
dobivamo

(1= iv/3)70 4 (14 iv/3)0 = QZ (23;0) (2 boda)

TraZzena suma iznosi

%(—3)/% (22116()> _ % [<1 /3P0 (1 4 i\/§)2010}
1
T2

k=0
[22010 (cos + 7sin T)QOIO + 22010 (cos +isinZ ) 010]
(2 boda)
_ % [22010 (cos 20107T 1 isin 20107r> | 92010 (cos 20107 | ;gin 20107r)]

(2 boda)

1

=3 (221 +i-0) + 221 +i-0)]

% (22010 4 22010) _ 92010 (1 bod)



