Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matematic¢ko drustvo

ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — A varijanta

15. ozujka 2010.

1. Odredi sve parove nenegativnih cijelih brojeva (a, b) koji zadovoljavaju jednadzbu:

20 .30 _ 3b+l 4 90 — 13,

2. Prirodni broj n je umnozak cetiri razli¢ita prosta broja py, p2, p3, p4 manja od 250.
Pritom za neka tri od njih vrijedi

p1p2ps = 3(p1 + p2 + ps3),

a broj p1 + p2 + p3 + ps ima sve znamenke iste. Odredi sve takve brojeve n.

3. Neka je ABCD pravokutnik i k£ kruznica sa sredistem u sredistu pravokutnika.
Kruznica k sijece stranicu AB u tockama K i L, a stranicu CD u tockama M i N,
i pritom je LN L AC. Ako poloviste duzine AN lezi na kruznici k, koliki je omjer
duljina stranica danog pravokutnika?

4. Neka su a i b dva razlicita sedmeroznamenkasta broja od kojih svaki sadrzi sve
znamenke od 1 do 7. Dokazi da a nije djeljiv s b.

5. Na plocu 10 x 10 postavljeno je 50 Zetona tako da nikoja dva nisu na istom polju.
Pritom 25 zetona zauzima donju lijevu cetvrtinu ploce, a preostalih 25 gornju desnu
cetvrtinu. Neka su X, Y, Z redom tri uzastopna polja (horizontalno, vertikalno ili
dijagonalno). Ako se dva Zetona nalaze na poljima X i Y i ako je polje Z slobodno,
zeton s polja X moze se premjestiti na polje Z, preskocivsi zeton na polju Y.

Moze li se, kona¢nim nizom takvih poteza, premjestiti svih 50 Zetona na donju
polovicu ploce?
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1. Neka su 27 i 25 kompleksni brojevi takvi da vrijedi |z + 229 = 221 + 23]

Dokazi da je |21 + az| = |az1 + 22| za svaki realni broj a.

2. Neka su O i P redom opseg i povrsina pravokutnika. Dokazi da vrijedi

24P
0> ——.
O+P+1

3. Odredi sve proste brojeve p za koje je 2P + p? takoder prost broj.

4. Tocka S je srediste trokutu ABC' upisane kruznice, a simetrala kuta <BAC sijece
stranicu BC' u tocki D. Dokazi da je |AS| : |[SD| = 2 : 1 ako i samo ako vrijedi
|CA| + |AB| = 2|BC|.

5. Kvadratna ploca podijeljena je na 5 x 5 jedini¢nih kvadrata (polja). Na nju posta-
vljamo osam triomina, tako da samo jedno polje ploce ostane neprekriveno.

Triomino je lik sastavljen od tri jedinicna kvadrata kao na slici:

Odredi koja sve polja dane kvadratne plo¢e mogu ostati neprekrivena pri takvom
poplocavanju.
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1. Rijesi jednadzbu
tg(z+y) +ctg(z —y) =tg(z —y) +ctg(z +y)

i skiciraj u ravnini skup svih njenih rjesenja.

2. Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takvih da je 4-3*™ 45 = n?.

3. Nekasu A', B, (' totke u kojima simetrale kutova trokuta ABC' sijeku nasuprotne
stranice BC, CA, AB redom i neka je S srediste upisane kruznice trokuta ABC.
Ako je |AS| : |SA| =3:2, |BS|:|SB'| =4:31ako je |AB| = 12, odredi duljine

ostalih stranica trokuta.

4. Nad stranicama trokuta ABC' povrsine P nalaze se rombovi ABED, BCGF i
CAIH tako da je <ABFE = <BAC, <BCG = <CBA, <CAI = <ACB.

Dokazi da je zbroj povrsina triju rombova vedi ili jednak 6P.
Dokazi da se jednakost postize ako i samo ako je trokut ABC' jednakostranican.

5. Neka je n prirodni broj, n > 1. Kvadrati¢i plo¢e 2n x 2n obojani su plavom ili
crvenom bojom tako da za svaka dva retka postoji tocno n stupaca sa svojstvom
da su dva kvadrati¢a na presjeku tog stupca i promatranih dvaju redaka obojana
istom bojom. Dokazi da broj n mora biti paran.
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1.  Dana je parabola y* = 2px, p > 0. Na paraboli su dane tocke A, B i C' (A4 ima
najveéu, a C' najmanju ordinatu) tako da je simetrala kuta <ABC paralelna s z-osi.
Ako je duljina projekcije duzine AC na y-os jednaka 4p, odredi ordinatu polovista
duzine BC.

2. Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takvih da je 3-2™ + 1 = n?

3. Neka je n > 3 prirodni broj. U kruznicu je upisan n-terokut A;As ... A,. Dokazi
da postoje tri vrtha A, B,C € {A;,..., A,} za koje vrijedi

|AB|? + |BCO|? + |CA|? > |AL Aol 4+ |AsAs]* + ...+ | LA+ ..+ A A

4. Neka su n i k prirodni brojevi te S = {1,2,...,n}.

a) Odredi broj svih uredenih k-torki (A;, As, ..., Ag) pri cemusu A;,i =1,... k
u parovima disjunktni podskupovi od S takvi da je OAi =S5.
i=1
b) Odredi broj svih uredenih k-torki (A;, As, ..., Ag) pri cemusu A;,i=1,...,k
podskupovi (ne nuzno disjunktni) od S takvi da je OA" =S.
i=1
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5. Dokazi da je E (—3)’“( ok ) = 22010,
k=0



