ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — B kategorija
15. ozujka 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Dokazite da je za svaki cijeli broj n, broj n(n? + 5) djeljiv sa 6.

Rjesenge.

nn?+5)=n[n*—-1)+6]=nn>—-1)+6n=nn—-1)(n+1)+6n (2 boda)

(n — 1)n(n + 1) je umnozak tri uzastopna prirodna broja. Medu njima je barem jedan
broj paran, a jedan djeljiv s 3 pa je i umnozak djeljivs 2-3 =6tj. (n—1)n(n+ 1) = 6k,
k € N. Konacno, n(n® +5) = 6k + 6n = 6(k + n). (2 boda)

Zadatak B-1.2.

Ako se dvoznamenkastom broju dopise znamenka 1 s lijeve i s desne strane, dobije se broj
koji je 21 puta veci od prvobitnog broja. Odredite taj dvoznamenkasti broj.

Rjesenge.

Neka je Ty trazeni broj, a 1oyl novi broj.

Tada je 1oyl = 21 - 77. (1 bod)
1000 + 100z + 10y + 1 = 21 - (102 + ) (1 bod)
10z +y = 91 (1 bod)
Ty =91 (1 bod)

Zadatak B-1.3. Iznos od 18200 kuna treba podijeliti na tri osobe tako da svaka slijedeca
osoba dobije 20% vise od prethodne. Koliko ¢e novaca dobiti svatko od njih?

Rjesenje.

Ako je x iznos koji treba dobiti prva osoba, onda je

x + 1.2z + 1.44x = 18200 (2 boda)
x = 5000 kuna (1 bod)
Prvi dobije 5000 kuna, drugi 6000 kuna, a treéi 7200 kuna. (1 bod)



Zadatak B-1.4.

Zivahni zeko skakuée po livadi tako da se prvo pomakne 4 metra prema istoku, pa 2 metra
jugozapadno, zatim 4 metra prema jugu. Koliko je zeko udaljen od pocetnog polozaja?

Rjesenge.
Sjever
Zapad =A ! ;E ‘E 2 Istok
\ e
1: c
\\ 4
\‘uD
Jug
Za skicu. (1 bod)
Kut £ EBC = 45° pa je |EB| = |EC| = /2. (1 bod)

|AE| =4 -2, |ED| =4+ 2
|AD| = \/|AE]? + |ED|? = \/(4 —V2)2 4+ (4 +V2)2

:\/16—8\/§+2+16+8\/§+2=x/%
|AD| =6 m (2 boda)

Zadatak B-1.5. Odredite sve cijele brojeve z, y za koje vrijedi y* + 22919 = 2y — 1.

Rjesenje.

gt 4 2010 — 902 g

Yyt =22+ 14220 =0

(y2 — 1)2 + 22010 = ( )
Kvadrat svakog realnog broja je nenegativan tj. (y* —1)% > 0 i 2?10 > 0. ( )
Zakljucujemo da je (y* — 1) =01 2?°1% = 0 odnosno y; 2 = 11z =0. (1 bod)
Rjesenja su: (0,—1) 1 (0,1). ( )



Zadatak B-1.6. Profesor Algebri¢ i profesor Korijenko razgovaraju. Prof Algebri¢:
kako godine brzo prolaze,... ja veé¢ imam 25% vise godina, nego si imao ti kada sam ja
imao godina koliko sada imas ti. Prof. Korijenko: eee...ako nas zdravlje posluzi, kada ja
budem imao godina koliko sada imas ti, zajedno ¢emo imati 168 godina. Koliko je kojem
profesoru godina?

Rjesenje.

Neka prof. Algebri¢ ima x godina, a prof Korijenko y godina.

Prof. Algebri¢ je od prof. Korijenka stariji x — y godina, pa je prof. Algebri¢ imao y
godina prije x — y godina. Prof. Korijenko je tada imao y — (z — y) = 2y — « godina.

r=12512y — x) (3 boda)

Kada prof. Korijenko bude imao x godina, prof. Algebri¢ ¢e imati x +x —y = 2x — y
godina, pa vrijedi:

r+2x—y=168 . (3 boda)
Imamo sustav jednadzbi:
y =09x
{ Sr—y — 168 (2 boda)
¢ija su rjesenja x = 80, y = 72.
Prof. Algebri¢ ima 80 godina, a prof. Korijenko 72. (2 boda)



Zadatak B-1.7. U pravokutnom trokutu AABC' duljina hipotenuze je |AB| = ¢, a

katete |AC| = 2c. Nadite udaljenost vrha C' od kruzmice upisane tom trokutu.

Rjesenje.

Precizno nacrtana slika. (1 bod)
Udaljenost vrha C', od trokutu upisane kruznice, jednaka je udaljenosti vrha C

od tocke E. Tocka FE je sjeciSte upisane kruznice i simetrale pravog kuta. (1 bod)
Ako oznacimo s D i F' diralista kruznice i kateta, onda je ¢etverokut C'F'SD

ocigledno kvadrat. (1 bod)
Njegova dijagonala je |C'S| = rv/2, a [CE| = rv/2 — 7 = r(v/2 — 1). (%) (2 boda)

Kateta a je duljine

/ 2
a=|BC|=vVc?-b = cz—(gc) zgc. (1 bod)

Polumjer pravokutnom trokutu upisane kruznice je

a+b—c ict+ic—c 1
= =—c . 2
5 5 =C (%) (2 boda)

r =

Sada iz (x) i (x*) proizlazi |CE| =r(v2 —1) = }(vV2 - 1)c. (2 boda)



Zadatak B-1.8. Zmaj ima 2010 glava. Vitez moze jednim udarcem maca odsjeci 2, 17,
21 ili 33 glave, ali nakon toga zmaju redom izraste novih 9, 10, 0 ili 47 glava. Moze li u
nekom trenutku vitez odsjeéi sve zmajeve glave?

Rjesenge.
Ako vitez odsjece x puta po dvije glave, zmaj ¢e imati 2010 — z(2 — 9) = 2010 + 7x
glava. (1 bod)

Sli¢no, odsjecanjem y puta po 17 glava, broj glava ¢e se smanjiti za Ty.
Odsjecanjem z puta po 21 glavu, broj se smanji za 21z, a odsjecanjem v puta po 33 glave,
broj se poveca za 14v.
Dakle, broj glava je 2010 4+ 7z — 7Ty — 21z + 14v. (4 boda)
Treba vidjeti moze li taj broj biti jednak 2, 17, 21 ili 33. (1 bod)
Provjerom imamo, npr.

2000+ 7T — 7y — 21z + 14v =2

2008+ 7x — Ty — 212+ 14v =0 (1 bod)

Kako 2008 nije djeljivo sa 7 (a ostali pribrojnici jesu), nije mogucée da zmaj nakon nekog
vremena ima 2 glave. (2 boda)
Analogno se vidi za ostale sluc¢ajeve. Zato vitez ne moze odsjeéi zmaju sve glave.(1 bod)



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja $kola — B kategorija
15. ozujka 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1. U skupu kompleksnih brojeva rijesite jednadzbu

zo(4+i)+2-(2-3))=1—i".

Rjesenge.
Ozna¢imo z = x + yi. Tada dana jednadzba ima oblik
(x+yi)d+i)+ (z—yi)(2—3i) =1+ tj. 6o —4dy+i(—2x+2y) =1 +1. (1 bod)
Izjednacavanjem realnih i imaginarnih dijelova dobivamo sustav jednadzbi:
6r —4dy =1

{ 2042y =1 (1 bod)
Rjesenje sustava je z = 3, y = 2. (1 bod)
Trazeni broj je z = 3 + 2i. (1 bod)



Zadatak B-2.2. Zadan je tetivni cetverokut ABC'D. Pravci AB i C'D na kojima
leze stranice AB i C'D sijeku se u tocki T (A € BT, a D € CT). Mjera kuta ATC
jednaka je polovini razlike mjera sredinjih kutova koji pripadaju tetivama BC odnosno
DA. Dokazite!

Rjesenje.

Za skicu (1 bod)
Kut £CAB je vanjski kut trokuta ACAT i jednak je zbroju unutarnjih nesusjednih ku-
tova. Zbog poucka o obodnom i sredisnjem kutu, kut £LCAB jednak je polovici kuta
£LCSB, a kut LDCA jednak je polovici kuta £ DSA. Pisemo:

£LCAB = % , 4DCA= g (1 bod)
LCAB = LCTA + £DCA (1 bod)
LCTA = LCAB — £{DCA = % - § (1 bod)

Zadatak B-2.3. Ako je 3x + 2y = 1, odredite minimalnu vrijednost izraza 2 + 3.

Rjesenge.
Iz 3z + 2y = 1 slijedi da je
1-3
y=— T (1 bod)
Tada je
1-32\* 13, 3 1
m2+y2:x2—|—( 2:16) :Z$2—§x+1 (1 bod)
kvadratna funkcija po x koja ima minimum
4.5.;_(_3)2 1
= 4 4 2/ = — 1 bod
Dakle, 22 + y* > £ (najmanja vrijednost izraza je 3. (1 bod)



Zadatak B-2.4. Odredite sve parove cijelih brojeva x, y za koje je
.’13'2010 — y2010 + 2010 .

Rjesenge.

Zapisimo danu jednadzbu na sljede¢i nacin
$2010 . y2010 = 92010 .

Kako je 2010 paran broj, razlika na lijevoj strani mora biti paran broj. (1 bod)
To znaci da su brojevi z i y iste parnosti (oba parna ili oba neparna). (1 bod)
Napisemo lijevu stranu kao razliku kvadrata.

(x1005 _ y1005)(9c1005 + y1005) — 2010 (1 bod)

Kako su z i y iste parnosti, obje zagrade su djeljive s 2, a njihov umnozak s 4. S druge
strane, broj 2010 nije djeljiv s 4 pa zaklju¢ujemo da takvi x i y ne postoje. (1 bod)

Zadatak B-2.5. U paralelogramu ABCD je duljina stranice |AB| = 8 cm, a duljina
dijagonale |AC| = 8v/3 cm. Ako je kut LCAB = 30°, izracunajte povrsinu tog paralelo-
grama.

RjesSenje.

Iz vrha B spustimo okomicu na dijagonalu AC'. Noziste okomice oznac¢imo sa S. Trokut
AABS je pravokutan pa je |AS| = |AB]|cos30°, |AS| = 4v/3cm. (1 bod)
Zakljucujemo da je tocka S poloviste dijagonala, te je dani ¢etverokut romb. (1 bod)

Povrsina je

P = a?sin60° = 64 - ? — 323 cm? . (2 boda)



Zadatak B-2.6. Za koje vrijednosti pozitivnog realnog parametra m jednadzba

V3+z+Vh+z=m
ima rjesenja?

Prvo rjesenje.

Dana jednadzba ima smisla ako je 5+x > 01342 > 0, odnosno ako je x > —3. (1 bod)

Ako jednadzbu napisemo u obliku
vVbt+zr=m—v3+z,
desna strana mora zadovoljavati sljede¢i uvjet
m—+v3+x>0.

U tom slucaju kvadriranjem dobivamo

S5+xz=m>-2mV/3+x+3+z
Slijedi

m? —2

V3+o = (%) .
2m

Da bi jednadzba imala smisla, mora vrijediti

m2 — 2

>0

2m

Sto uz ¢injenicu da je m pozitivan daje m > /2.
Treba jos samo provjeriti uvjet

m—+v3+x>0.

2m 2m

a to vrijedi za sve pozitivne realne brojeve m.

Iz (x) slijedi
m?—2\°
= -3
()

sto je sigurno > —3 pa je ispunjen i1 pocetni uvjet x > —3.
Dakle , rjesenje zadatka je m € [v/2, 4-00).

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(2 boda)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)



Drugo rjesenge.
Nakon kvadriranja dane jednadzbe dobije se:

(%) 2v22 4+ 8z + 15 = m? — 2z — 8 odakle slijedi (2 boda)
(m? — 8)? — 60
xr = i (3 boda)
Jednadzba ¢e imati rjesenje ako je desna strana jednadzbe (x) pozitivna ili jednaka 0, tj.
m? —2x —8 > 0. (1 bod)
Nakon uvrstavanja dobivenog izraza za x u postavljeni uvjet dobivamo
m* —4
52 >0. (2 boda)
Rjesenje ove nejednadzbe je rjesenje zadatka, a to je skup m € [\/5, +00). (2 boda)

10



Zadatak B-2.7. Turisticki brod ”Galeb” plovi pravocrtno prema sjeveru. Kod rta ”Val”
dvoje mladih turista otplovilo je brzim skuterom u smjeru koji zatvara 120° sa smjerom
kretanja broda, prema otoku udaljenom od rta 15 km. Ako skuter ima goriva dostatnog
za tocno 40 km voznje, koliko se najvise kilometara skuter moze pribliziti otoku da bi
sigurno stigao natrag do broda? Brod ¢e u tom slucaju (dok skuter prijede 40 km), do
trenutka ponovnog sastajanja, prije¢i 16 km.

Rjesenje.

Skica (2 boda)
(ako nema oznacene kutove i pravokutni
trokut, samo 1 bod)

C g

Neka je x udaljenost koju skuter prijede od

rta do tocke B najblize otoku. Neka je y

udaljenost od tocke B do tocke C', u kojoj

se skuter ponovo sastaje s brodom. Tada je

ukupna udaljenost koju skuter moze proci
|AB| + [BC] ,

Rt val “g20°

a to moze biti najvise 40 km. PiSemo

r+y=40. (1 bod)

Iz pravokutnog trokuta AADB slijedi

3
|AD| = x cos60° = g , |BD| =xsin60° = % ) (2 boda)

Iz pravokutnog trokuta ADBC slijedi

y* = (16+ §>2 + (x—\/g)Q . (1 bod)

2 2
y - =ax" + 1bx + o
2 = 2% + 162 + 256 (1 bod)
—x)" =z +106x + o}

(40 — x)* = 2* + 162 + 256 (1 bod)

Odatle je x = 14 km, §to znaci da se skuter moze najvise pribliziti na 1 km
od otoka. (2 boda)

11



Zadatak B-2.8. Za prirodan broj kazemo da je palindrom ako je jednak broju zapisanom
istim znamenkama u obrnutom poretku. Nadite najve¢i peteroznamenkasti palindrom koji
je djeljiv sa 101.

Rjesenge.

Bilo koji peteroznamenkasti palindrom abcba moze se zapisati u obliku

abcba = 10001a + 10106 + 100c = 101(99a + 10b+ ¢) + 2a — ¢ .

(1 bod)
Dakle, palindrom je djeljiv sa 101 ako i samo ako je 2a — ¢ = 0. (2 boda)
(za bilo koje znamenke a i ¢ je |2a — ¢| < 101).
Iz 2a — ¢ = 0 slijedi 2a = ¢ gdje su a,c € {0,1,2,...,9}.
Zakljucujemo da je a < 4. (2 boda)
Kako trazimo najveéi broj, tosu a =41ic¢ = 8. (2 boda)
Da trazeni broj bude najvedi, za znamenku b odabiremo b = 9. (1 bod)
Dakle, trazeni broj je 49894. (2 boda)

12
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Zadatak B-3.1. Rijesite jednadzbu 441087+1 — 17. 43lgw 4 17. glogz _ 4 — (),

Rjesenje.
Uvedimo zamjenu 4°6% =t > 0, x > 0. Tada dana jednadzba prelazi u

A 1T+ 1Tt —4=0.

Rastavljanjem na faktore dobivamo
4P = 1) = 17t(t2 - 1) =0

(12 — 1)(4t? — 17t + 4) = 0. (1 bod)
1. t2-1=0
t1 =1 (jer je t > 0)
4losz — 1 §to daje x; = 1. (1 bod)

2. 42 17t +4=0
t2:%7t3:4

glosr — L Alosr — 4 j na kraju x5 = 55 1 23 = 10. (2 boda)

Zadatak B-3.2. Duljina jedne visine trokuta jednaka je zbroju duljina preostalih dviju
visina. ZapiSite duljinu najkrace stranice trokuta pomoc¢u duljina preostalih dviju strani-
ca.

Prvo rjesenje.

Neka je v, = v, + v.. Tada je najkraca stranica trokuta stranica a. (1 bod)
Pomnozimo danu jednakost s %¢. (1 bod)
abc abe . abe
Var 5 =V 5 F e
Stavimo li da je P povrsina trokuta, dobit ¢emo da je
P-b-c=P-a-c+P-a-b. (1 bod)
Slijedi da je
bc
= 1 bod
“Thte (1 bod)

13



Drugo rjesenge.

Neka je v, = vy + v.. Tada je najkraca stranica trokuta stranica a.

Ako je P povrsina danog trokuta tada iz

P:a-va:b-vb:c-vc

2 2 2
slijedi
2P 2P 2P
UVg=—, Vp=—, V= —.
a b c
Jednakost v, = v, + v, prelazi u
2P 2P 2P 1 1 1
— = —+ — odnosno - = -+ —
a b c a b ¢
Slijedi da je
bc
a =
b+ c

Zadatak B-3.3. Akoje a+a!=2cosz, dokazite da je a* +a~

Rjesenje.

Iz a +a~' = 2 cosx kvadriranjem dobijemo

a?+ a2 = 4cos? x — 2 odnosno

a? 4+ a=% = 4cos’ x — 2(sin® v + cos? x)

a’+a"? =2cos2x

Analogno: kvadriranjem a? + a=2 = 2 cos? 22 dobijemo
a*+a* =4cos?2x — 2

a4+ a™* = 2cos4x

= 2cosdx.

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)
(1 bod)

(1 bod)
(1 bod)

Zadatak B-3.4.  Odredite realni broj p tako da tga i tg8 budu korijeni kvadratne

jednadzbe 2% +pr—+3=0,akoje a+f8=2Z.

Rjesenje.

Kako su tga i tgf realni korijeni, diskriminanta dane jednadzbe mora biti > 0.

D = p? + 44/3, §to je pozitivno za sve realne brojeve p.

P 4pr—vV3=0, T =tga, xo=tgfl
Kako je x1 + 29 = —p, to je
tga +tgl = —p .
Kako je x1 - x9 = —\/§, to je
tgor - tgf = —V3 .

Ako je a + 3 = %, onda je tg(a + ) = tg%, odnosno

tga + tgf
— = =3.
1 —tga - tgps V3

p _\/_ | = —9 —
=3 paje = —3-3.

14
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(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)



Zadatak B-3.5. Za koje pozitivne realne brojeve a jednadzba

1 1 1 1

2

km
= —, kekZ
:c+ctg2x @ x#Q ’

+
sinz  cos?z @ tg
ima realna rjesenja?
Rjesenge.
Napisimo danu jednadzbu u drugom obliku:

1+ sin*z + costz
3

=a (1 bod)

sin® x cos? x

1+ (sin?z + cos? z)? — 2sin® z cos® z

= Q s
sin® z cos? &
a odavde slijedi
sin x cos® z = sin? 2z = 5 (1 bod)
24a’ 2+a
Ova ¢e jednadzba imati realna rjesenja ako je
0<-—S <1 (1 bod)
~ 24a
Kako je a > 0, ova je nejednakost tocna za sve a > 6. (1 bod)

15



Zadatak B-3.6. Zadan je jednakokracan trokut osnovice duljine 6 cm i kraka duljine 5
cm. Kruznica kojoj je jedan od krakova trokuta promjer, sijece preostale dvije stranice
trokuta u tockama F i F'. Odredite duljinu duzine |EF.

Rjesenge.

Skica. (2 boda)
|AC| = |BC| =5 cm, |AB| = 6cm

LCEB =90° (kut nad promjerom kruznice) ( )
Zakljucujemo da je tocka E noziste visine danog jednakokra¢nog trokuta. (1 bod)
Stoga je |AE| = |EB| =3 cm. ( )
Kako je trokut AABC jednakokracan, {CAB = LCBA = a. ( )
Cetverokut EBCF je tetivni, odnosno

LEBC 4+ LCFE = 180° . (1 bod)

Tada je
LAFE =180° — L{CFE = AFEBC =« . (1 bod)

Zakljuéujemo da je trokut AAEF jednakokracan pa je |EF| = |AF| =3 cm. (2 boda)

16



Zadatak B-3.7. Odredite obujam pravilne 12-erostrane krnje piramide ako su R i r
(R > r) polumjeri kruznica opisanih oko baza i ako su bo¢ni bridovi nagnuti pod kutem
od 60° prema ravnini baze.

Rjesenge.
Odredimo najprije povrsine osnovki.
Sredisnji kut pravilnog dvanaesterokuta je 293- = 30°. (1 bod)
R - Rsin 30° -7 sin 30°
By =12 —;m —3RY, By=12. "2 TSQm = 372 (2 boda)

Promotrimo dijagonalni presjek dane krnje piramide koji je jednakokracan trapez s os-

novicama 2R i 2r.
Skica (2 boda)

' Rac¢unamo visinu krnje piramide

h
tg60° = ——, h= (R—r)v/3 . (2 boda)

h Tada je trazeni volumen

h f——
V - §<B1 + BlBQ + BQ)

R

R—r)V3
y o Vs (332 +V3R?-3r2 4 37“2>

3
V= ?(R —7r)(3R* 4+ 3Rr + 3r?)

V =V3(R—r)(R*+ Rr+r?) = V3(R? — %) (3 boda)

Zadatak B-3.8. Na kosarkaskom turniru sudjelovalo je 8 ekipa i svaka je sa svakom
odigrala po jednu utakmicu. Za pobjedu se dobivaju 2 boda, a za poraz 0 bodova (niti
jedna utakmica nije zavrsila nerijeSeno). Ekipe su sakupile redom 14, 12, 8, 8, 6, 4, 2, 2
boda. Koliko utakmica su posljednje 4 ekipe izgubile od prve 4 ekipe?

Rjesenje.
Posljednje cetiri ekipe su medusobno odigrale % = 6 utakmica i u njima skupile ukupno
12 bodova (od kojih je svaki bod pripao nekoj od posljednje 4 ekipe). (3 boda)

Kako su one ukupno osvojile 6 + 4 + 2 + 2 = 14 bodova, zakljucujemo da su posljednje 4
ekipe protiv prve 4 osvojile 2 boda, odnosno pobijedile su prve cetiri ekipe u samo jednoj

utakmici. (3 boda)
Ukupan broj utakmica koje su odigrale prve cetiri protiv posljednje cetiri ekipe je
4-4=16. (2 boda)
Od toga su samo jednu utakmicu izgubile. (1 bod)
Prema tome rjesenje je:

Posljednje cetiri ekipe izgubile su od prve cetiri ekipe 16 - 1 = 15 utakmica. (1 bod)

17
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STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1. Odredite sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

A42.(1-i)-22-2i=0.

Rjesenge.
Uvodimo zamjenu z? = t. Tada dana jednadzba prelazi u
2 +2-(1—i)-t—2i=0 (1 bod)
- =21 —d) £ /4 (=20)+8  —242i
b 2 T2
P=—1+i (1 bod)
3 3
s=v_1lti, —l+i= \/Q(cosfﬂ'smf)
3 3 11 11
21 = v/2(cos g + isin g) .z = V/2(cos ?ﬂ + isin ?ﬂ) (2 boda)

Zadatak B-4.2. Tri broja ¢ine rastudi aritmeticki niz. Ako drugi broj uveéamo za 1,
a trec¢i za 10, niz postaje geometrijski. Najmanji od ta tri broja jednak je 2. Koji su to
brojevi?

Rjesenge.
Ako je najmanji ¢lan rastuceg aritmetickog niza jednak 2, onda su dani brojevi oblika

2, 2+4d, 2+2d. (1 bod)

Nadalje, geometrijski niz ¢ine brojevi

2, 3+d, 12+2d,

pa vrijedi (3+d)* =2 (12 + 2d). (1 bod)
Rjesenja ove jednadzbe su d; = 3, dy = —5. (1 bod)
Kako je niz rastuci, jedino je rjesenje d = 3, a trazeni brojevi su 2, 5, 8. (1 bod)

18



Zadatak B-4.3. Nadite sva rjesenja jednadzbe

4!

1

1 1

(2) () ()

Rjesenje. 1z definicije binomnog koeficijenta slijedi

() =maar (0)-

pa dana jednadzba prelazi u

(4 —x)! (5 —x)! (6 — x)!

x(4'];)_$(5‘x>:x<6'x),uzuvjetx§4.

Jednadzba

4—-2) A-2)!6-2) (@—-2)(5—-12)6—2)

41 415 B 41-5-6
nakon sredivanja prelazi u
5 — 5—x)(6 —
1— 5$—( ?(6 ?) odnosno #? — 172 +30 =0 .

Rjesenja ove jednadzbe su 151 2, ali zbog uvjeta x < 4

jedino rjesenje je x = 2.
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(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)



Zadatak B-4.4. Ako za kutove trokuta vrijedi

sinfa tga

sin?f  tgf
onda je trokut ili pravokutan ili jednakokracan. Dokazite!

Rjesenje. Izraz
sina _ tga

s’ tgf
napisimo u drugome obliku

sinfa 2 sinfa  sinacos B3
—5 :Sinﬁ,odnosno —5 5 =0.
sin” 3 sin“ 3  sinfcosa
cos 3
Odatle je
sina (sina  cosf
- — — =0,
sinfg \sinf  cos«
sto nam daje dvije moguénosti
. o o . ’
(a) sinae =0, « = 0,180 §to je u trokutu nemoguce,
(b) . . .
sinav cosf3 sin o cos o — sin (3 cos 3 0

Y

sin 3  cosa sin 3 cos «

Ovo je ispunjeno ako je sin acos v — sin g cos 5 = 0 Sto je ekvivalentno s

2sinacosa = 2sin fcos S odnosno  sin2a = sin 25 .

Zakljucujemo da je o = (3, pa je trokut jednakokracan, ili

20 =1 — 20, oz—i—ﬁzg

pa je trokut pravokutan (fy = %)
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(1 bod)

(1 bod)

(1 bod)



Zadatak B-4.5. Sfera prolazi vrhovima donje osnovke kocke i dira sva Cetiri brida gornje
osnovke. Ako je duljina brida kocke a, koliki je polumjer sfere?

Rjesenje.

a2

d/2

Skica (1 bod)
IZRQ:§+x2iR2:§+y2Je
2
x2—y2:a—. (1 bod)
4
Kako je z+y = a, dobivamo da je x —y = §.
Sustav
vry=a (1 bod)

daje x = 52 odnosno R = 2v/41. (1 bod)
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Zadatak B-4.6. Rijesite jednadzbu 3 -4 + (3z — 10) -2 +3 —z = 0.

RjesSenje.

Jednadzbu 3 - 4% 4+ (3x — 10) - 2* + 3 — x = 0 rjeSavamo zamjenom 2% = t. (1 bod)
Tada je 3-t*+ (3z —10) -t +3—2 =0 (1 bod)
-3 10 £ v922 —48x +64 —3 10+ (32 —8

1o = T V92 S Bz —8) (1 bod)
’ 6 6
1 —6 18
tl:g’ 2:%:—374—3 (2boda)
Tada je 1 = —log, 3 ili 2* = —x + 3. (2 boda)
g
e Skica (2 boda)
glx)=x+3 4 Jednadzbu 2* = —x + 3 rjeSavamo graficki,
e odnosno drugo rjesenje je
3\\
5 Ty = 1(Provjera: 2! = —1 + 3). (1 bod)
74
1
f(x)=2*
2 1 o 1 2 3
e
Napomena: Ako je ucenik pogodio drugo rjesenje jednadzbe 2* = —x + 3, bez crtanja

ili objasnjenja da je to jedino rjesenje jednadzbe, dati jedan bod umjesto zadnja tri boda.
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Zadatak B-4.7. Tockom M (6,2) unutar kruznice (z — 3)? + (y — 4)* = 36 povucena je

tetiva duljine 61/3. Napisite jednadzbu pravca na kojem lezi ta tetiva.

Prvo rjesenge.

I

1

1

I

I

I
24 [ ]

I

I

I

1

I

I

0 i

T J
4 2 6
I

- I

-7 A |
//’ 1
.- 2 :
1

Skica

(2 boda)

Trazeni pravci su tangente povucene iz tocke M (6,2) na koncentriénu kruznicu zadanoj

kruznici sa sredistem u S(3,4) i polumjera
r=v62-27=3.
Ako je pravac y = kx + [ tangenta koja prolazi tockom M (6,2) vrijedi:

2 — 6k +1tj. | =2 — Gk
(k-3 —4+1)* =3%(1+k?)...(uvjet tangencijalnosti za kruznicu).

Rjesenje dobivenog sustava je k = % Tada je

pa je jedno rjesenje pravac y = %x - % ili 5bx — 12y — 6 = 0.
Kako iz tocke izvan kruznice mozemo uvijek povuci dvije tangente, drugo je
rjeSenje pravac paralelan s y -osi, a to je pravac x = 6.
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(1 bod)

(2 boda)

(2 boda)

(1 bod)

(2 boda)



Drugo rjesenge.
Napisimo jednadzbu pravca koji prolazi tockom M (6,2) s koeficijentom smjera k.

ly—2=Fk(x—06)
y = kx — 6k + 2 (1 bod)

Presjek ovog pravca i dane kruznice su tocke A i B ¢ja je medusobna udaljenost 6v/3 .
Ocito postoje dva pravca s ovim svojstvom (pa i drugi par tocaka C, D).
Rjesavanjem sustava jednadzbi

y=kxr —6k+2
(—3)*+ (y—4)* =36

dobivamo kvadratnu jednadzbu
2*(K* + 1) — 22(6k + 2k + 3) + 36k* + 24k —23 =0 . (1 bod)

Rjesenje ove jednadzbe su apscise tocaka A i B.
S druge strane, udaljenost tocaka A i B je 6v/3. Iz formule za udaljenost tocaka slijedi

(l’g — ZL‘1)2 + (yg — y1)2 =108 . (1 bOd)
Kako je koeficijent smjera jednak k = % dana formula prelazi u

(ZL‘Q — ZE1)2 + ]{JQ(ZEQ — 171)2 = 108
(z9 — 11)*(K* + 1) = 108 (1 bod)

Prilagodit ¢emo dobiveni izraz za koristenje Vieteovih formula:

[(ZL‘Q + 171)2 — 4[L‘1£E2} (k’2 + 1) = 108 (*) (1 bOd)
Kako je
4oz = 2(6/@2 + 2k + 3) _ 36k2 + 24k — 23
T+ Xy = [ER] y & T1-T2 = K2+ 1

Izraz (%) prelazi u

4(6k* + 2k + 3)? _ 36k% + 24k — 23
(K2 1 1)2 Rl

(K* +1) = 108 (2 boda)

Ova jednadzba ima samo jedno rjeSenje k = %, pa je trazeni pravac

5

y=--T—

1
— . 2
15 5 (2 boda)

Drugo je rjesenje pravac x = 6. (1 bod)
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Zadatak B-4.8. Dokazite da se u krug polumjera 9 ne moze smjestiti 400 tocaka tako

da udaljenost svake dvije bude vec¢a od 1.

Rjesenje.

Oko svake tocke opisimo kruznicu polumjera %
Povrsina kruga bit ¢e 7, a povrsina 400 takvih krugova bit ¢e 1007.

Unutar svakog od tih krugova nema drugih toc¢aka kao ni na rubu t;j.

na kruznici polumjera %

Buduéi da tocka moze biti i na kruznici polumjera 9, potrebno je u

krug polumjera 9.5, ¢ija je povrsina 90.257, smjestiti krugove povrsine 1007,
a to je jasno nemoguce.
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(2 boda)
(2 boda)

(2 boda)

(4 boda)



