DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
29. travnja 2010.

Zadatak A-1.1.
U sesterokutu ABC'DEF vrijedi

AB 1 BC, AC 1L CD, AD 1 DE, AE | EF.
Ako su duljine stranica tog Sesterokuta prirodni brojevi, dokazi da ne mogu svi biti
neparni.
Rjesenje.
Oznacimo duljine stranica AB, BC', CD, CE, EF, FAredom s a, b, ¢, d, e, f.

A a B

Iz pravokutnih trokuta ABC, ACD, ADE i AEF dobivamo
a® + b =|AC)?, |AC|? +c* =|AD|?, |AD|* +d* =|AE|?, |AE]* +é&*=f?
pa vrijedi
a? + b+ +d*+ e = f2 (%)

Pretpostavimo da su a, b, ¢, d, e, f neparni prirodni brojevi.

Dokazimo najprije pomoé¢nu tvrdnju:
Kvadrat neparnog prirodnog broja pri dijeljenju s 8 daje ostatak 1.
Neka je x neparan broj, z = 2n — 1 za n € N. Tada je 2* = 4n(n — 1) + 1.

Kako je n(n — 1) umnozak dva uzastopna prirodna broja, mora biti paran. Zato je x*
oblika 8y + 1, y € N.

Na lijevoj strani jednakosti () nalazi se suma pet kvadrata neparnih brojeva koja pri
dijeljenju s 8 daje ostatak 5. Na desnoj strani je f2 koji pri dijeljenju s 8 daje ostatak 1.

Dobili smo kontradikciju, pa pretpostavka da su brojevi a, b, ¢, d, e, f svi neparni nije
istinita.



Zadatak A-1.2.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a®+b%+c? = % Dokazi nejednakost

1—(12+62+1—b2+(12+1—02+b2
c(a+2b) a(b+2c) b(c+2a) ~

Prvo rjesenje.
Koristedi uvjet a? + b? + ¢ = %, dobivamo da je tvrdnja zadatka ekvivalentna tvrdnji

a?+ 20> +3c2 VP +22+3a%> A+ 2a® + 3b?
ac + 2bc ba + 2ca cb + 2ab

Vrijedi a? + 2b% + 3c® = (a® + ¢?) + 2(b* + ¢?) = 2ac + 4bc = 2(ac + 2bc), odnosno
a® + 2b% + 3c? -
ac+2bc 7

Analogno dobijemo
b? + 2¢% + 3a? S 9 4 2a® + 3b?
ba +2ca = 7 cb+2ab T 7
a zbrajanjem dobivamo
a’> 4+ 2> +3c2 V2 +2c*+3a®> A+ 2a® + 3V?
ac + 2bc ba + 2ca cb + 2ab

Drugo rjesenje.
Koristenjem uvjeta a? + b* + ¢ = 1 u brojnicima na lijevoj strani dobijemo:

a® + 2b* + 3¢2 n b + 2¢® + 3a? n c? + 2a® + 3b?
c(a + 2b) a(b+ 2c) b(c+ 2a)

Primjenom A-K nejednakosti i nakon toga A—G nejednakosti imamo

a?+ 202+ 3 A+ 0P+ +E+E+E _ (a+2b+3c)?

cla+2b) c(a + 2b) ~ 6c(a + 2b)
(2 (a—|—2b)-3c> _4-(a+2b)-3c
- 6c(a + 2b) - 6c(a+2b)

Analogno se pokazuje da su i ostala dva pribrojnika na lijevoj strani veca ili jednaka 2,
paje L > 6.



Trece rjesenje.
Zamjenom 1 = 2a? + 2b + 2¢? u brojnicima na lijevoj strani dobijemo:

a? 4 2b° + 3¢? N 3a® + b* 4 2¢? N 2a” + 30% + ¢
c(a + 2b) a(b+ 2c) b(c + 2a)

B a2—|—2b2+ 3¢ N b2+202+ 3a N 02+2a2+ 3b
-~ \c(a+2b)  a+2b alb+2c)  b+2c b(c+2a) c+2a)’

a? + 2b?
Ocijenimo izraz —— . Prema A-K nejednakosti imamo:
c(a + 2b)
fa2 + 02 +02 _atb+b
3 -3
@+ 207 (at20)’ @+ 20" a+2b
3 7\ 3 ’ a+2b ~ 3
Iz toga slijedi
a? + 20° S @ +2b
cla+2b) ~  3c
i analogno
b? + 2c2 < b+2c . 2+ 2a? < c+ 2a
= 1 = .
a(b+ 2c) 3a b(c+ 2a) 3b
Sada je

s a+2b+ 3c L b+2c+ 3a n c—i—2a+ 3b
- 3¢ a—+2b 3a b+ 2c 3b c+2a)’

1

Svaki od izraza u zagradama je vedi ili jednak 2 zbog nejednakosti x + — > 2 pa je
x

L>6.



Zadatak A-1.3.
Na n kartica napisane su recenice:
“Barem k recenica lijevo od ove kartice je lazno.”
] J

zak=0,1,2,...,n— 1. Kartice su slozene u nekom redoslijedu slijeva nadesno. Koliko
najvise re¢enica moze biti istinito?

Rjesenje.

... n+1 . e e : :
Pokazat ¢emo da najvise {TJ reCenica moze biti istinito, tj. za paran broj n = 2m

najvise m = %n, a za neparan n = 2m — 1 najvise m = "TH

Kartica na kojoj pise “Barem k recenica lijevo od ove kartice je lazno” nazivamo “kartica

k”. Takoder, re¢i ¢emo “kartica k je lazna (istinita)” umjesto “recenica na kartici k je
7

lazna (istinita)”.

Ako kartice poredamo redom: 0, n — 1, 1, n — 2, 2,... onda su recenice na prvoj, trec¢oj,
: e : . . .. In+1
petoj,... poredu istinite, a na ostalim karticama lazne. U tom rasporedu tocno je 5

istinitih kartica.

. ) n+1 ) e
Dokazimo sada da ne moze vise od {TJ kartica biti istinito.

Neka je n =2m ili n = 2m — 1.

Ako je kartica k za neki k > m istinita, onda ima barem k laznih kartica (ve¢ i medu
onima lijevo od nje). To znaci da ima najmanje m laznih, odnosno najvise n —m < m
istinitih kartica.

U suprotnom, sve su kartice za k > m lazne, pa ima najvise m istinitih kartica.



Zadatak A-1.4.

U trokutu ABC' vrijedi <AC'B = 90° + %<IC’BA7 a M je poloviste duzine BC. Kruznica
sa sredistem u tocki A sijece pravac BC' u tockama M i D.

Dokazi da je M D| = |AB|.
Rjesenje.

Neka je N noziste okomice iz tocke A na pravac BC. Tada je |M D| = 2|MN|.

A

Neka je E tocka na pravcu BC takva da je ACE jednakokracan trokut s osnovicom C'E.
Noziste visine tog trokuta iz vrha A je takoder tocka N.

1 1 1
Zato je [MN| = |MC|+|CN| = §|BC\ + §]CE| = §]BE\

Oznacimo <ABC = 26.

Tada je redom:

IBCA=90°+0 (iz uvjeta zadatka),
<ECA=90°—§ (suplement kuta <BCA),
IBEA=<CEA=90°—-0 (jer je ACFE jednakokracan trokut),

pa je
<EAB = 180° — <ABC — <BEA = 180° — 25 — (90° — §) = 90° — § = <BEA.

Odatle zaklju¢ujemo da je trokut BEA jednakokracan i vrijedi |BE| = |AB|.
Konaé¢no, |MD| =2|MN| = |BE| = |AB].



Zadatak A-1.5.

Dana je dvadeset i jedna tocka kao na slici. o o
Na pocetku je svakoj tocki pridruzen broj nula.

U svakom potezu odabire se pravac koji sadrzi neku od
nacrtanih duzina i u svim tockama kroz koje taj pravac
prolazi, pridruzeni brojevi se povec¢avaju za 1.

Kazemo da je prirodni broj n dohvatljiv ako se na
opisani nacin moze posti¢i da je nakon odredenog broja
poteza svim tockama pridruzen isti broj n.

a) Dokazi da je broj 2010 dohvatljiv.

b) Dokazi da broj 2011 nije dohvatljiv.

Rjesenje.

a) Pokazat ¢emo da su svi parni brojevi, pa tako i broj 2010, dohvatljivi.

Najprije uve¢ajmo za 1 brojeve u sva tri retka i u sva tri stupca kao na lijevoj slici.

Zatim uvec¢ajmo brojeve u svim tockama koje leze na pravcima koji su paralelni
jednoj od dijagonala velikog kvadrata za 1. Rezultat je prikazan na desnoj slici.

Time smo dobili broj 2 u svim tockama, pa je ponavljanjem tog postupka moguce
u svim tockama dobiti broj 2010, odnosno bilo koji parni broj.

b) Pokazimo sada da nijedan neparni broj, pa tako niti broj 2011, nije dohvatljiv.

Ozna¢imo s hy, he, hs broj uvecéanja po odgovarajuéim retcima (horizontalni potezi),
s v1, U, v3 broj uveéanja po odgovarajuéim stupcima (vertikalni potezi), te s
A,B,C,D, a,b,c,d broj uveéanja po odgovarajué¢im dijagonalama (dijagonalni po-
tezi), kao na sljede¢im slikama.



Promotrimo sada tocke oznacene zvjezdicama na lijevoj donjoj slici.

Kako dijagonalni potezi ne prolaze tim tockama, vrijedi
hl—l-’Ul:h1+?)2:h1—|—1}3:h2+'l}1:...:h3+’03:n,

odakle dobivamo da je hy = ho = h3 i vy = vy = vs.

Dakle, svih triju horizontalnih poteza ima jednako. Isto vrijedi i za sva tri vertikalna
poteza.

Oznacimo li h = hy = hy = hz i v = v; = v, = v3, mora vrijediti h + v = n.

Promatrajmo sada ukupan broj uveéanja u tockama oznacenim kvadrati¢ima na
desnoj slici.

Mora vrijediti

v+B+c=h+B+b=v+C+b=h+C+c=n.
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Odavde je B+c=C+0bi B+ b= C + ¢, odakle dobivamo b = ci B = C. Zbog
toga je v+ B +b=h+ B+, odakle je v = h.

Stoga dobivamo da je n = v + h = 2h paran broj, a to je kontradikcija jer je n
neparan broj. Zakljuc¢ujemo da nijedan neparni broj nije dohvatljiv.

Drugi nacin.

Kontradikciju u b) dijelu zadatka mozemo dobiti na jos jedan na¢in. Promotrimo
jos jednom tocke oznacene zvjezdicama.

Oznacimo sa S zbroj svih brojeva pridruzenim tim tockama. Na pocetku je S = 0,
a u svakom se koraku S mijenja. Svakoj tocki bi na kraju trebao biti pridruzen isti
neparni broj, a kako je ukupni broj promatranih polja neparan, S takoder mora biti
neparan.

Broj pridruzen uocenim poljima broj moze se povecati iskljucivo pove¢anjem brojeva
za 1 u cijelom retku ili cijelom stupcu tj. horizontalnim ili vertikalnim potezom.
Nadalje, svakim horizontalnim i vertikalnim potezom mijenja se parnost broja S.

S obzirom da S na kraju mora biti neparan, broj horizontalnih i vertikalnih poteza
mora biti neparan.

No, kao u prvom rjesenju zakljucujemo da horizontalnih i vertikalnih poteza mora
biti jednako pa je njihov zbroj paran, a to je kontradikcija.



DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
29. travnja 2010.

Zadatak A-2.1.
Dokazi da svaki kompleksni broj z za koji postoji tocno jedan kompleksni broj a takav da
je

P2 4+2-a)+(1-3a)z+a*—a=0

zadovoljava jednakost 23 = 1.

Prvo rjesenje.

Dana jednadzba se moze transformirati na sljede¢i nacin:

P 2-a)2+(1-3a)z+a*—a=0,
P42 a4+ 2 —3az+a> —a=0,
B4+ —a+ -2z —az+ad®>—a=0,
(z—a)’+ (z—a)+22(z+1) —az(z +1) =0,
(z—a)(z—a+1)+z2(z+1)(z—a) =0,
(z—a)(z*+22+1—a)=0.

Ako promatrani izraz gledamo kao jednadzbu po a, iz faktorizacije vidimo da su rjesenja
a; = z1iay = 22 + 22+ 1. Iz uvjeta zadatka ta dva rjeSenja trebaju biti jednaka pa
zakljuéujemo 22 + z + 1 = 0, odakle mnozenjem sa z — 1 dobijemo 2% = 1.

Drugo rjesenje.
Neka je z kompleksni broj takav da za neki a vrijedi 23+ (2 — a) 22+ (1 — 3a) z2+a*—a = 0.
Tada je

az—a(z2+32+1) + (z3—1—222+z) =0.
Ako postoji toéno jedan kompleksni broj a za koji vrijedi gornja jednakost, onda je
diskriminanta te kvadratne jednadzbe (po varijabli a) jednaka nuli, tj.

(22+3z+1)2—4(23+222+z) = 0.
Sredivanjem se dobije 2% 4+ 223 + 322 + 22+ 1 = 0, tj. (2> + 2+ 1)2 = 0. Odatle je

22+ 2+ 1 = 0, odakle, kao i u prvom rjeSenju, mnoZenjem sa z — 1 zaklju¢ujemo da je
2B =1.



Zadatak A-2.2.

Odredi sva realna rjesenja sustava
(1 + 4:1:2) y =422,
(1 + 4y2) z = 42,
(1 + 4z2) x = 49°.

Rjesenje.
Ako je neki od x, y, z jednak nuli, onda su i ostali, i to je jedno rjesenje.
U suprotnom mora biti z > 0, y > 0, z > 0.

Mnozenjem danih jednakosti dobivamo
xyz (1 + 4x2) (1 + 4y2) (1 + 422) = 64x?y*2?,
odnosno, zbog xyz # 0,
(1 + 4x2) (1 + 4y2) (1 + 422) = 64zyz.
Kako za pozitivne z, y, z vrijedi 1 + 422 < 4z, 1 + 4y* < 4y, 1 + 422 < 4z slijedi
(14 42%) (1+4y°) (1 +42%) < 64ayz,

—

pri cemu je jednakost ispunjena samo za v =y = z = 5.

Dakle, jedina rjesenja danog sustava su (z, y, z) = (0,0, 0) i (z, y, z) = (%, %,

N =

).

Drugo rjesenje.

Kako su izrazi u zagradama i na desnim stranama svih jednakosti nenegativni, mora biti
r20,y>20,22=>0.

Vrijedi 1 + 422 > 4z, pa je
422 = (1 + 4352) y = 4xy,

dakle 22 > zv.

Na sli¢an nacin se dobije 22 > yz i y* > zx.

Mnozenjem tih nejednakosti dobijamo x%y?z? > 22y%2?%, a kako tu vrijedi jednakost, za-
kljucujemo da i u svakoj od prethodnih nejednakosti vrijedi jednakost.

Znaci, vy = 22, yz = 2%, 2o = 9.

Ako je jedan od brojeva jednak nuli, onda su i ostali.

2

x
U suprotnom, dijeljenjem prve dvije jednakosti dobijamo — = odnosno z = .
z

;a
Analogno je x = .

Kako je x = y = z, vrijedi (1 + 42?) x = 4.
1
Zbog x # 0 vrijedi 42?2 — 42 + 1 = 0. RjeSenje ove jednadzbe je z = 3

Jedina rjesenja danog sustava su (0, 0, 0) i (%, %, %)

2



Zadatak A-2.3.

a) Dokazi da za medusobno razli¢ite prirodne brojeve a i b postoji beskonatno mnogo
prirodnih brojeva n takvih da su brojevi a +n i b + n relativno prosti.

b) Postoje li medusobno razli¢iti prirodni brojevi a, b, ¢ i d za koje ne postoji prirodni
broj n takav da su brojevi a +n, b+ n, ¢+ n, d + n u parovima relativno prosti?

Rjesenje.
a) Bez smanjenja opcéenitosti mozemo uzeti da je a < b.

Tada je za dovoljno velike £ € N broj n = (b —a) k + 1 — a prirodan. Pokazat ¢emo da
svi takvi brojevi zadovoljavaju uvjet.

Tadajea+n=0b—a)k+1,b+n=(b—a)(k+1)+1.

Akod|a+nid|b+n,ondad|b—apazboga+n=(b-—a)k+1dobivamod|11i
konac¢no d = 1.

Zakljuéujemo da je M(a+n, b+n) = 1.
b) Mozemo uzeti dajea=1,b=2,c=3,d=4.

Tada su medu brojevima n + 1, n 4+ 2, n + 3 i n + 4 dva parna broja, stoga nisu svi ti
brojevi u parovima relativno prosti.



Zadatak A-2.4.

Upisana kruznica dodiruje stranice AB i AC trokuta ABC u toc¢kama M i N. Neka je P
sjeciste pravca M N i simetrale kuta <ABC. Dokazi da je BP L CP.

Rjesenje.

Neka je tocka I srediste upisane kruznice trokuta ABC' te neka su «a, (i vy veliCine
unutarnjih kutova trokuta pri vrhovima A, B i C redom. Nadalje, neka je tocka K
preostalo diraliste upisane kruznice i trokuta ABC, tj. tocka u kojoj upisana kruznica
dodiruje stranicu BC.

Uocimo da su trokuti MBP i KBP sukladni prema poucku SKS. Naime, ti trokuti
imaju zajednicku stranicu BP, |BM| = |BK]| jer su to tangentne duzine, a <M BP =

<KBP = g jer tocka P lezi na simetrali <ABC'. Zbog te sukladnosti je

<KPI =<KPB=<MPB=<AMN — <MBP,

pri ¢emu posljednja jednakost vrijedi jer je <AM N vanjski kut trokuta M BP.

Kako je |[AM| = |AN|, iz jednakokra¢nog trokuta AMN imamo <AMN = 90° — %.
Stoga je
<K PI = <AMN — <MBP = (goo_€> B _gp_atb_1
2 2 2 2
~

S druge strane, kako je tocka [ sjeciste simetrala kutova trokuta ABC slijedi <K C1I = o

odnosno <K PI = <K CI. Dakle, duzina I K se iz tocaka P i C vidi pod istim kutom pa
tocke I, K, C, P leze na istoj kruznici, tj. ¢etverokut IKCP je tetivan. Zbog tetivnosti
tog ¢etverokuta te ¢injenice da je IK 1 BC' vrijedi

<CPB = <CPI =180° — <IKC = 180° — 90° = 90°,
odnosno BP 1 CP, sto je i trebalo dokazati.

Napomena. Sva razmatranja vrijede neovisno o tome sijeku li se pravei MN i Bl
unutar ili izvan trokuta ABC.



Zadatak A-2.5.

Na pocetku je u svaki od kvadrata rasporedenih kao na slici
upisana nula.

U svakom potezu odabire se jedan od kvadrata te se istovre-
meno brojevi koji se nalaze u tom kvadratu i u svim njemu
susjednim kvadratima uvecavaju za jedan.

Dokazi da je nakon odredenog broja poteza:
a) moguce posti¢i da u svakom kvadratu pise broj 2010;
b) nemoguce postiéi da u svakom kvadratu pise broj 2011.

Prvo rjesenje.

a) Uocimo da na donjoj slici za svaki kvadrat vrijedi da je zbroj brojeva upisanih u taj
kvadrat i sve njemu susjedne kvadrate jednak 10. Prema tome, ukoliko svaki od kvadrata
odaberemo onoliko puta koliko je napisano na slici, u svakom kvadratu ¢e pisati broj 10.
(Donja slika ne predstavlja brojeve koji pisu u kvadratima nakon nekog poteza nego broj
odabira pojedinog kvadratal)

Ponovimo li opisani postupak 201 put, u svakom kvadratu ¢e pisati broj 201 - 10 = 2010.

4 43 H3H3MH4
| | |
3 1 3
| | |
3H1MH6H+H1MH3
| | |
3 1 3
| | |
4 43 H43H3MH4

b) Za dani raspored brojeva u kvadratima pomnozimo svaki od brojeva brojem koji
u odgovarajuc¢em kvadratu pise na gornjoj slici. Neka je N zbroj svih tako dobivenih
umnozaka. U pocetnoj konfiguraciji, kada u svakom kvadratu pise nula, vrijedi N = 0.

Pogledajmo sto se dogada s brojem N u jednom koraku. Odabirom nekog kvadrata i
uvecavanjem broja u tom kvadratu i svim njemu susjednim kvadratima za 1, broj N
se povecava za zbroj brojeva napisanih u odgovaraju¢im kvadratima na gornjoj slici.
Medutim, taj zbroj je za svaki kvadrat jednak 10, tako da se broj N u svakom koraku
poveCava za 10 pa je N nakon svakog poteza djeljiv s 10. Kada bismo postigli da u
svakom kvadratu pise broj 2011 tada bi broj N iznosio 2011 - 62 (62 je zbroj brojeva u
svim kvadratima na slici). Medutim, to ocito nije moguée jer broj 2011 - 62 nije djeljiv s
10. Zakljucujemo da nije moguce posti¢i da u svakom kvadratu pise broj 2011.



Drugo rjesenje.

Pretpostavimo da se moze posti¢i da nakon odredenog broja poteza u svakom kvadratu
piSe prirodan broj n. Za pocetak, promatrajmo jedan od kutova gdje je u svaki kvadrat
upisan odgovarajuci broj odabira.

ay +—

a2

S obzirom na kvadrat u kutu i njegova dva susjedna kvadrata, vrijedi
ay +az +az =n,
as + as + ag = n,

a3+a4+a5:n,

odakle je a; = a4 i as = as. Analogno vrijedi i za ostale kutove, odakle dobivamo sljedecu
konfiguraciju.

Zz3 Ys T3
I I I
Ty 2 Y222
I I I
Ty Yq T4

Promatrajuci sredisnje kvadrate na rubovima ploce, vrijedi

T+ 23+ x4+ Y =N,
To + T3+ X4+ Y2 =N,
T3+ T+ T2+ Y3 =mn,
Ty + 21+ T2+ Ys =,

a zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo

4 4
32%—1—2%2470- (*)
i=1 i=1
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Promatrajuci sredisnji kvadrat dobivamo

4
=1

4
Iz (%) 1 (xx) slijedi 32‘% = 3n+ z, a odatle 3 | z.
i=1

Prilikom odigravanja poteza nad nekim kvadratom, zbroj brojeva u svim kvadratima se
povecava:

za 3 ako je kvadrat u kutu ploce,

za 5 ako je to sredisnji kvadrat,

za 4 ako je rijec o sredisnjem kvadratu ruba ploce,

za 3 za sve ostale kvadrate.

Iz ovoga slijedi da je ukupan zbroj doprinosa svih kvadrata jednak

4 4 4 4
3 (zm-szi) +52+4) 243 (QZ:L'NLZ%) = 21n,
=1 =1 =1 =1

4

(21 je ukupan broj kvadrata na slici, 4n — 2 Z x; je broj odabira kvadrata u kutovima)
i=1
odnosno

4 4
4in+32yi+5z:9n. (5 s %)
i=1 i=1

Kako iz (%) i (#*) imamo

4
;ZL’Z:TL—Fg,

4
E Yi=n—2z,
i=1

uvrstavanjem u (x * x) dobivamo
4
4n+§z—|—3n—3z+5z:9n,
5z = 3n.

Odatle slijedi 5 | n, ¢ime smo dokazali da se ne moze posti¢i da nakon odredenog broja
poteza u svakom kvadratu pise broj 2011.

Preostaje nam dokazati da je 5 | n i dovoljan uvjet. Stavimo li z = 3k, tj. n = 5k,
dobivamo

4
ZI‘Z‘ = Gk,
1:41

Zyi = 2k,
i=1



iz cega je lako konstruirati ispunjavanje na slici.

k HH2kH2kH k |2k
| | |

2k 0 2k
I I I
26 H 0 H3kH kE H k
I I I
k k k
I I I
2k H2k—H k — kK H 3k

Napomena. Za 10 | n, odnosno n = 10k postoji i potpuno simetri¢no rjesenje prikazano
na sljedecoj slici.

4k H 3k H 3k HH 3k H 4k

3k k 3k

3k H k H6k— k 3k

3k k 3k




DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
29. travnja 2010.

Zadatak A-3.1.

Neka je tocka S srediste opisane kruznice trokuta ABC' s kutovima o = <BAC' i § =
<<CBA. Neka pravac C'S sijece pravac AB u tocki D koja se nalazi izmedu tocaka A i B.
Dokazi da vrijedi
1SD| _
Eel

cos(oz+*5)“
cos (a — )

Rjesenje.
Kako je |SC| = |SA|, vrijedi |SD| : |SC| = |SD] : |SA|, a to mozemo izraziti preko

kutova primjenom poucka o sinusima u trokutu ADS:

|SD| : |SA| = sin («DAS) : sin (<ADS).

Oznacimo kutove trokuta ABC' na uobicajen nacin s o, 81 7.

Ako « ili B nije siljasti kut, tocka D se ne nalazi izmedu tocaka A i B.
Razlikujemo tri slucaja:

1. slucaj: Trokut ABC siljastokutan.

Kako je <ASB = 27, a trokut ABS jednakokracan, vrijedi <DAS = <BAS = 90° — 7.

1



Kut <ADS = <<ADC vanjski je kut trokuta BCD pa je
IADS = <ADC = <«DBC 4+ <BCD =+ (90° — «) .

Zato je
sin (<DAS) : sin (<ADS) = sin (90° — ) : sin (8 + (90° — «v)) = cosy : cos (B — a) .

Zbog v = 180° — (v + ) vrijedi cosy = cos(180° — (o + 3)) = — cos(a + [3) pa je:
|SD| :|SC| = —cos (a+ ) : cos (o — ).

2. slucaj: Trokut ABC' je pravokutan s pravim kutom +.

Tada se tocka D podudara s polovistem hipotenuze S pa je |[SD| = 0. Istovremeno,
a+ 5 =90° pa je cos(a + 8) = 0. U tom slucaju su obje strane u trazenoj jednakosti
jednake nuli pa je ona zadovoljena.

3. slucaj: Trokut ABC' je tupokutan s tupim kutom ~.

Tada je <ASB = 360° — 2v pa iz jednakokracnog trokuta ABS zakljucujemo <DAS =
<BAS =~ —90°.

Kut <ADS vanjski je kut trokuta ADC pa je
<IADS = <CAD + <ACD = o+ (90° — 5) .

Zato je
sin (<DAS) : sin (<ADS) = sin (7 — 90°) : sin (a + (90° — ) = —cosy : cos (S — ) .
Zbog v = 180° — (a + ) dobivamo
|SD| : |SC| = cos (a+ B) : cos (o — B).



Zadatak A-3.2.

2
prosti broj.
Y

x
Odredi sve parove prirodnih brojeva z i y za koje je j{
x

Rjesenje.
Ako je d = M(x, y), mozemo pisati z = da, y = db, pri ¢emu je a,b € N, M(a, b) = 1.

2 . 2
Neka je p = xji . Tada je p= %.
r+y a

Slijedi

d*ab* = p(a +b).
Kako je M(a, a+b) = M(b, a+0b) = M(a, b) = 1, zakljuujemo da ab* dijeli p, sto je
moguce samo ako je b = 1 (jednadzba postaje d*a = p(a+ 1)) te a = 1 ili a = p.

Razlikujemo dva slucaja:

l.a=1

Tada je d*> = 2p. Kako je p prost broj, slijedi da p dijeli d, a time i p? dijeli d*> = 2p.
Odatle zaklju¢ujemo da p* dijeli 2p, pa p dijeli 2. Stoga je p = 2 i d = 2. Jedino
rjesenje u ovom slucaju je (z, y) = (2, 2).

2.a=p

Tada je d* = p+ 1, odnosno (d — 1) (d + 1) = p. Kako je p prost broji 0 < d—1<
d+1,slijedid—1=1id+1=p. Odavde je d =2 i p = 3 pa je jedino rjesenje u
ovom slucaju (z, y) = (6, 2).

Konacno, trazeni parovi su (z, y) € {(2, 2), (6, 2)}.



Zadatak A-3.3.

Neka je tocka N noziste visine iz vrha A siljastokutnog trokuta ABC', tocke P i () redom
nozista okomica iz tocke N na stranice AB i AC, a tocka O srediSte opisane kruznice
danog trokuta. Ako vrijedi |AC| = 2|OP|, dokazi da vrijedi |[AB| = 2|0Q)|.

Prvo rjesenje.

Neka su tocke By i Cy redom polovista stranica AC' i AB, a R polumjer opisane kruznice
trokuta ABC'. Potencija tocke P u odnosu na opisanu kruznicu trokuta ABC' je

|AP| - |BP| = R* — |OP],
a kako je duzina NP visina pravokutnog trokuta ABN, slijedi
INP|> = |AP|-|BP| = R* — |OP|*.

Analogno je [NQJ* = |AQ| - |CQ| = R? — |OQ[*.
Kako je b = |AC| = 2|OP|, iz

b2
T
dobivamo |[NP| = |OBy| pa su zbog <PAN = <B;AO = 90° —  pravokutni trokuti
APN i AB,O sukladni, odakle je |[AN| = |AO)|.

Uz to je <QAN = <C1AO = 90° — v pa su i trokuti AQN i AC,0 sukladni, odakle je
INQ| = [0C1].

Konacno, iz

INP|* = R* — 0B,

c2

R = |0Q = NQI* =[0G = R? —

dobivamo ¢ = |AB| = 2|0Q)|, §to smo i trebali dokazati.
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Drugo rjesenje.

Uz uobicajene oznake za duljine stranica i veli¢ine kutova trokuta ABC', iz pravokutnih
trokuta ABN i ACN je |AN| = bsiny = ¢sin f pa iz pravokutnih trokuta APN i AQN
slijedi

|AP| = |AN]|cos (90° — 8) = bsin Bsin-y,

|AQ| = |AN] cos (90° — ) = c¢sin Bsin~.

Primjenom poucka o sinusima u trokutu ABC dobivamo

b ¢
sinf3  sinvy

— 2R = 2|A0| .

Nadalje, primjenom poucka o kosinusima u trokutu APO dobivamo

|OP|2 = |AP|2 + |AO|2 —2|AP| - |AO| - cos (90° — 7),

b b
|OP|” = b sin® Bsin®y + i 2bsin Bsiny - S5 g - 8in 7y,
2
OP2:b2-2 22 —b2'27
|OP)| sin” 5sin”y + e sin” ~y
b2
’OP|2 = Lsin’ B (4sin4ﬂsin2’y+1 —4sin2651n2fy).

Analogno dobivamo i |OQ|* iz trokuta AQO:

02

’OQ’Q = T S (4sin2 Bsin®y + 1 — 4sin? B sin? fy) .




S obzirom da je b = |AC| = 2 |OP|, imamo:

62

b=
sin? /3

(4 sin? Bsin? v + 1 — 4sin? 3 sin? 7) ,

sin? f = 4sin? Bsin®y + 1 — 4sin® Bsin?~,
4 sin? Bsin® vy (1 — sin? ﬁ) =1 —sin? g,
odakle zbog sin 8 > 0, siny > 01 sin § # 1 slijedi sin Ssiny = %
Konacno je

2

2
¢ (sin2’y—|—1—1):%,

oQ =
’ Q’ 4sin2’y

odnosno ¢ = |[AB| = 2|0Q)|, sto smo i trebali dokazati.




Zadatak A-3.4.

Odredi sve prirodne brojeve n > 2 takve da za proizvoljne pozitivne realne brojeve
1, To, ..., T, vrijedi nejednakost:

(I’1+$2+"'+xi+"'+xn)22n(l'1$2+$2$3+"'+$ixi+1+"'+Cl7n$1>.

Rjesenje.
Za n = 2 nejednakost postaje
(21 + 22)* > dwy22,

sto je ekvivalentno s
(71— a2)* > 0,

pa je n = 2 jedno rjesenje.
Ako je n = 3, imamo:
(1 + xo + $3)2 > 3 (x129 + xomws + x3771)
Sto je redom ekvivalentno s:
o]+ 25 + 25 + 2 (0179 + 2ow3 + 1371) = 3 (2170 + ToT3 + T371)
x% + x% + x% = T1T9 + Toxs + T3x1,
(:v% — 2179 + x%) + (:r% — 2x9x3 + xg) + (x% — 2x371 + x%) = 0,
(21— 29)* + (w2 — x3)" + (23 — 21)° 2 0,
Sto vrijedi pa je n = 3 takoder rjeSenje.
Za n = 4 nejednakost glasi:
(1 + 20+ 23+ 3:4)2 > 4 (x1m9 + Toxg + T3xy + T421) ,

Sto se moze napisati kao
(21 — 29 + 23 —24)° =0

pa nejednakost oc¢ito vrijedi, tj. n = 4 je takoder rjesenje.

Pokazimo da nejednakost ne vrijedi za n > 4.

1

Za dani n odaberimo brojeve x1 =2y =1lizg=24=... =2, = ———.

5(n—2)
Kada bi nejednakost bila zadovoljena, to bi znacilo da je:

<1+1+( 2) ! )2> (1+ 2 + (n —3) ! >
n—2) ——— n — 4+ n-3) —— | .
5(n—-2)) 7 5(n—2) 25 (n — 2)*

Lijeva strana ove nejednakosti je (2 + %)2 = % < b, a desna strana je ve¢a od n pa

zaklju¢ujemo da je n < 5.

Dakle, jedina rjeSenja zadatka sun =2, n=31in=4.
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Drugi nacin.

Drugaciji protuprimjer koji pokazuje da n > 4 nije rjeSenje:

(1)

Ako je n paran, tj. n = 2m, odaberemo brojeve
TN =To=...=Ty =1, Typy1 = Timao = ... = Toy = 2.
Lijeva strana nejednakosti tada iznosi:
L=(m-1+m-2)?=9m?
dok je desna strana jednaka
D=2m((m—1)-1+2+(m—1)-4+2) =2m(5m — 1) = 10m* — 2m.

Nejednakost L > D vrijedi ako i samo ako 9m? > 10m? — 2m, tj. ako i samo ako je
m < 2 (odnosno n < 4).

Ako je n neparan, tj. n = 2m + 1, odaberemo brojeve
T1=To=...=Tpy =1, Typy1 =Tmao = ... = Topmt1 = 2.
Lijeva strana nejednakosti tada iznosi:
L=m-1+(m+1)-2)*=9m?+ 12m + 4,
dok je desna strana jednaka
D=0C2m+1((m—-1)-1+2+m-4+2)=2m+1)(5m +3) = 10m* + 11m + 3.

Nejednakost L > D vrijedi ako i samo ako 9m? + 12m + 4 > 10m? + 11m + 3, tj.
ako i samo ako je m < 1 (odnosno n < 3).



Zadatak A-3.5.

Na natjecanju je bilo 30 strijelaca. Svaki natjecatelj gada 16 puta metu koja je podijeljena
na dva dijela, A i B. Ako pogodi u dio A natjecatelj dobiva 10 bodova, a ako pogodi u
dio B dobiva 5 bodova. Na kraju natjecanja utvrdeno je da je broj pogodaka u dio B
veéi od polovine ukupnog broja odapetih strelica te da je ukupan broj promasaja jednak
ukupnom broju pogodaka u dio A.

Dokazi da su barem dva natjecatelja ostvarila isti broj bodova.

Prvo rjesenje.

Uvedimo sljedeé¢e oznake:

a; — broj pogodaka i-tog strijelca u dio A,
b; — broj pogodaka i-tog strijelca u dio B,

p; — broj promasaja i-tog strijelca.

Pritom vrijedi a; + b; + p; =16 zai =1, ..., 30.

Rezultat i-tog strijelca je 10a; + 5b; = ba; + 5 (16 —p;) = 80 + 5(a; — p;). Da bi svi
rezultati bili razli¢iti, broj a; — p; mora poprimiti 30 razlic¢itih vrijednosti. Pretpostavimo
da je tako.

Po Dirichletovom principu barem pola tih razlika je istog predznaka. Uzmimo da pozi-
tivnih razlika ima barem 15 (ako je barem 15 negativnih razlika, zaklju¢ivanje provodimo
za brojeve p; — a;).

Strijelce mozemo poredati tako da je to prvih 15 strijelaca i da razlike a; — p; rastu.
Dakle, a; >p;zai=1,...,151ia; —p; < aju1 —pir1zat=1, ..., 14.

Tada je a; — p; > ¢, odnosno a; > .

Imamo 120 < a3 +as+ -+ a5 <ag+ -+ as < % = 120. Kontradikcija.

Time je dokazano da ne moze biti 30 razli¢itih razlika a; — p;, stoga neka dva strijelca
imaju jednak broj bodova.

Drugo rjesenje.

Uz oznake a;, b; i p; kao u prvom rjeSenju oznacimo:
30 30 30
i=1 i=1 i=1

Vrijedi P = A, A+ B+ P = 30-16 = 480, odnosno 24 + B = 480. Iz uvjeta zadatka je
B > 240 pa je A < 120. Brojevi a;, b; i p; su nenegativni i vrijedi a; + b; + p; = 16, iz
¢ega zakljucujemo da je 0 < a; + b; < 16.

Rezultat i-tog strijelca je 10a; +5b; = 5(2a; +b;). Pretpostavimo da su svi strijelci postigli
razli¢it broj bodova, tj. da izraz 2a; + b; poprima 30 razli¢itih vrijednosti.

9



Neka je S ={i | 2a; +b; > 16}, T' = {i | 2a; +b; < 16} te | = |5].
Iz ¢injenice da je a; + b; < 16 zaklju¢ujemo da je a; > (2a; + b;) — 16.

Sada vrijedi:

120> A2 ;2 ) (2a+b;—16) > 1424 +1= :
ies i€s
iz cega zakljucujemo da je [ < 15.
S druge strane,
120> A2 a; 2 ) (2a;+b; — 16) = 480 — Y (2a; + b;) — 16

i€S €S 1€T

>480—(04+1+4+2+---+16) — 16/ = 480 — 136 — 161

iz ¢ega dobijemo [ > 14, sto je kontradikcija. Zakljucujemo da je pretpostavka pogresna
pa vrijedi tvrdnja zadatka.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja $kola — A varijanta
29. travnja 2010.

Zadatak A-4.1.

a) Neka je k prirodni broj. Dokazi da aritmeticki niz ¢ija je razlika prirodni broj ili ne
sadrzi niti jednu k-tu potenciju prirodnog broja ili ih sadrzi beskona¢no mnogo.

b) Postoji li aritmeticki niz ¢ija je razlika prirodni broj koji sadrzi beskona¢no mnogo
kubova prirodnih brojeva, ali ne sadrzi niti jedan kvadrat prirodnog broja?

Rjesenje.
a) Neka je pocetni ¢lan niza A, a njegova razlika d (d € N). Ako A € N, tvrdnja vrijedi
jer niz ne sadrzi nijedan prirodni broj.

Neka je A € N te neka je b* (za neki b € N) ¢lan tog niza, konkretno b* = A + nd. Tada
su svi brojevi oblika (b + md)*®, m € N, takoder ¢lanovi tog aritmetickog niza. Naime,
vrijedi

(b+md)* = b" + kb*'md + (?) V2 md® + - 4+ mFdF,

paje (b+md)k =bF+dX = A+nd+dX = A+d(n+ X), gdje je X neki prirodan broj.
Time je tvrdnja dokazana.

b) Prvi primjer: Medu brojevima oblika 4n + 3 nema potpunih kvadrata, pa je dovoljno
pokazati da medu njima ima beskona¢no mnogo potpunih kubova.

Ako broj daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4, onda i njegov kub daje ostatak 3 pri dijeljenju
s4,jerje 33 =27T=06-4+ 3.

Dakle, brojevi oblika (4k+3)3, k € N su kubovi prirodnih brojeva i pripadaju nizu 4n + 3,
n € N.

Drugi primjer: Niz 8, 24, 40, 56, ... tj. niz 16n — 8 = 23(2n — 1), n € N, zadovoljava
uvjete zadatka.

Naime, taj niz ne sadrzi niti jedan potpun kvadrat, jer se prost faktor 2 u rastavu svakog
broja iz niza na proste faktore javlja s potencijom 3.

S druge strane niz sadrzi potpune kubove 8- (2n —1)3 = (2 (2n — 1))%, n € N.



Zadatak A-4.2.

Odredi sve funkcije f : Z — Z za koje vrijede sljedeca dva uvjeta:

i) f(n)f(—n) = f(n?) zasven € Z,
ii) f(m+n)=f(m)+ f(n)+2mn za sve m,n € Z.

Prvo rjesenje.
Iz drugog uvjeta uvrstavajuéi m = n = 0 dobivamo f(0) = 2f(0), odakle slijedi f(0) = 0.
Uvrstavajuéi m = 1in = —1 i koristeci f(0) = 0, iz drugog uvjeta dobivamo

f) + f(=1) =2 (1)

Iz drugog uvjeta uvrstavajuéi n = 1 dobivamo f(m-+1) = f(m)+f(1)+2m, pa zbrajanjem
tih jednakosti za m = 1,...,k — 1 dobivamo

) =kf(1)+2(1+24 ... +k—1)

odnosno

flk) = kf(1) +k* — k. (2)
Analogno, za k € N, dobivamo i

f(=k) =kf(1) + k* — k. (3)
Sada, iz prvog uvjeta, uvrstavajuéi n = 1 dobivamo f(1)f(—1) = f(1), odakle slijedi

f(-=1)=1 ili f(1) =0.

Razlikujemo dva slucaja.

I'slucaj.  f(—1)=1.

Iz (1) slijedi f(1) = 1, a onda iz (2) i (3), te uzevsi u obzir i f(0) = 0, slijedi f(n) = n?.
I slucaj.  f(1) =0.

Iz (1) slijedi f(—1) = 2, a onda iz (2) i (3) zaklju¢ujemo

f(n)=n*-n, neN

f(=n)=n*+n, neN

2

i f(0) =0. Jednostavnije zapisano, f(n) =n* —n za sve n € Z.

Time smo dobili dva moguca rjesenja. No, valja provjeriti da dobivene funkcije f(n) = n?

i f(n) =n?—n zadovoljavaju uvjete zadatka, tj. da vrijede identiteti
(m+n)? =m? +n?®+ 2mn,

(m+n)? —(m+n)=m?>—m+n?—n+2mn.



Drugo rjesenje.

Neka funkcija f zadovoljava uvjete zadatka. Definirajmo funkciju g : Z — Z izrazom
g(n) = f(n) — n?. UvrStavanjem izraza f(n) = g(n) + n? u drugi uvjet dobijemo:

glm+n) + (m+n)? = g(m) + m* + g(n) + n* + 2mn,

odnosno

g(m+n) = g(m) + g(n). (%)
Uvrstavanjem n = 0 u ovaj izraz dobijemo ¢(0) = 0 pa uvrstavanjem m = —n dobijemo
g(=n) = —g(n).

Sto se prirodnih brojeva tice, indukcijom lako mozemo dokazati da jednadzba (*) povlaci
da je g(k) =k -g(1), Vk € N. Tada je g(—k) = —g(k) = —k - g(1), pa je

gk)=Fk-g(1), VkeZ. (xx)
Ostaje nam odrediti g(1).
Uvrstavanjem izraza f(n) = g(n) 4+ n? u prvi uvjet dobijemo:
(9(n) +n?) (g(=n) + n*) = g(n®) +n.

Ako u prethodnu jednakost uvrstimo n = 1 dobit ¢emo

(g + 1) (g(=1) +1) = g(1) + 1,

odnosno
9(1) (¢(1) +1) = 0.

Odavde zakljuc¢ujemo da je g(1) = 0 1ili g(1) = —1 pa nam jednakost (xx) daje rjesenja
g(n) =01 g(n) = —n, iz ¢ega slijedi da su jedina kandidati za rjeSenja funkcije f(n) = n?
i f(n) =n%—n. Uvrstavanjem provjeravamo da obje funkcije zaista zadovoljavaju uvjete
zadatka.



Zadatak A-4.3.

Za dani prirodni broj n neka je M (n) najveci prirodni broj za koji je mogucée konstruirati
niz prirodnih brojeva x1, 2, ..., Ty@m) € {2,3,...,n} tako da vrijedi:

Za svaka dva razlicita broja 4,5 € {1,2,...,M(n)}
brojevi 2% — 1 i 2% — 1 su relativno prosti.

Ako je M (k) = M (k — 1) za neki prirodni broj k > 1, dokazi da je k slozen.

Rjesenje.
Dokazimo da je uvjet da su 2% — 11 2% — 1 relativno prosti ekvivalentan uvjetu da su z;
i z; relativno prosti.

Pretpostavimo prvo da z; i ; nisu relativno prosti. Tada postoji prirodni broj d > 1 koji
dijeli z; i z;. Tada su brojevi 2% — 11 2% — 1 oba djeljivi s 2 — 1 pa nisu relativno prosti.

Pretpostavimo sada da su z; i x; relativno prosti, te oznacimo s m najve¢i zajednicki
djelitelj brojeva 2% —11i 2% — 1. Tada postoje cijeli brojevi a i b takvi da je ax; +by; = 1.
Jedan od brojeva a i b je pozitivan, a drugi negativan. Bez smanjenja opcéenitosti, neka
jea>01ib <0, te oznacimo ¢ = —b > 0. Tada je ax; = cv; + 1, pri cemu su a,c € N.
Sada imamo:

m| 2% —1, 2% —1]2% —1.

Nadalje,
207 1 =20t 1 =2.2% _1=2.(2 — 1)+ 1,
pa zakljucujemo da
m|2-(29 —1)+ 1.
S druge strane,
m|2% —1, 2% —1[2% —1, 29 —1|2-(2% —1),
iz cega zakljucujemo da
m|2- (29 —1),
Sto znaci da m dijeli dva uzastopna prirodna broja pa je m = 1.

Zakljuéujemo da je M(n) zapravo najveéi broj brojeva koje mozemo izabrati iz skupa
i€ {l1,2,...,n} tako da su svaka dva relativno prosta.

Pretpostavimo da je prirodni broj k prost. Tada medu izabranih M (k—1) brojeva mozemo
dodati broj £ jer je on relativno prost sa svima njima. Dakle, u promatranom slucaju je
M(k) > M(k —1). Zaklju¢ujemo da je M (k) = M(k — 1) moguée jedino u slucaju kada
je k slozen.



Zadatak A-4.4.

Konveksni ¢etverokut podijeljen je dijagonalama na cetiri trokuta ¢ije su upisane kruznice
sukladne. Dokazi da je taj cetverokut romb.

Rjesenje.
Neka je O sjeciste dijagonala ¢etverokuta ABCD. Dokazimo ponajprije da je cetverokut
ABCD paralelogram tj. da tocka O raspolavlja obje dijagonale cetverokuta.

Pretpostavimo suprotno, tj. da tocka O ne raspolavlja barem jednu dijagonalu ¢etverokuta
ABCD, recimo BD. Tada bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je |BO| <
|OD|. Takoder, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je |AO| < |OC/|.

D

A B

Promotrimo sada trokut OA; By centralnosimetrican trokutu OAB s obzirom na tocku O.
Ocito, polumjer kruznice upisane trokutu O A; By je manji od polumjera kruznice upisane
trokutu OC'D. Kako oni po pretpostavci trebaju biti jednaki imamo kontradikciju pa se
dijagonale cetverokuta ABC'D raspolavljaju, tj. on je paralelogram.

Sada, kako je ABCD paralelogram, trokuti OAB, OBC, OCD i ODA imaju jednake
povrsine. Nadalje, zbog formule P = r - s slijedi da oni imaju jednake poluopsege pa
prema tome i opsege. Promotrimo trokute OAB i OBC. Kako je OB zajednicka stranica
i |OA| = |OC| zaklju¢ujemo da je |AB| = |BC|. Stoga je ABC'D romb.



Zadatak A-4.5.

U tablicu n x n, n > 2, potrebno je upisati brojeve 1, 2, 3 i 4 tako da svaka cetiri polja
koja imaju jedan zajednicki vrh sadrze cetiri razli¢ita broja.

Na koliko je nacina to moguée napraviti?

Rjesenje.
Prebrojimo sve moguce trazene rasporede analiziraju¢i postupno kako mozemo popuniti

tablicu krenuvsi iz gornjeg lijevog ugla. Kvadrat 2 x 2 u gornjem lijevom uglu mozemo
popuniti na 4! nac¢ina.

Odaberimo jedno moguée popunjavanje tog kvadrata i prebrojimo na koliko na¢ina mozemo
tablicu n x n popuniti do kraja. Neka su u prvom redu prva dva polja oznacena s 11 2,
a u drugom s 3 1i 4, tim redom.

Brojanje ¢emo podijeliti u disjunktne slucajeve, a vrlo korisna ¢e biti sljedeca lema.

Lema. Neka se u nekom stupcu (retku) u tri uzastopna polja A, B,C pojavljuju tri
razlic¢ita broja a,b,c. Tada su na jednoznacan nacin odredeni brojevi a',b', ¢ u tri polja
A", B',C" (susjedna poljima A, B, C' redom) u stupcu desno (tj. u retku ispod) od proma-
tranog stupca (retka).

Zaista, oznacimo li s d preostali ¢etvrti broj (razli¢it od a,b,c) onda je o' = ¢, b’ = d,
d =a.

al| c
al|b|c d
c | d]| a c| a

Uvedimo oznaku ag, k = 2, ...,n za broj mogué¢ih popunjavanja tablice uz fiksiranu k x k
podtablicu u gornjem lijevom kutu na nacin da su u neparnim retcima naizmjence jedinice
i dvojke (pocevsi s 1), a u parnim recima naizmjence trojke i ¢etvorke (pocevsis 3). Zovimo
takve k x k podtablice regularnim. Ocito je a,, = 1 (¢itava tablica je ve¢ ispunjena), a
trazimo as.

Pokazimo da za svaki k = 2,...,n — 1 vrijedi a; = 2" 7% + aj41.

Naime, neka je dana regularna k x k podtablica u gornjem lijevom dijelu n x n tablice.
Slucajevi za k paran ili neparan se pokazuju analogno uz zamjenu 1 «— 3,2 +— 4, pa
bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je k£ paran.



Promatramo 3 slucaja.

Pruvi slucaj. Prva dva polja u (k + 1)-om retku oznacimo s 2,1 u tom redoslijedu. Tada
su prema lemi jedinstveno odredena sva polja u (k — 1)-om, k-tom i (k + 1)-om retku. U
(k — 1)-om i (k + 1)-om retku moraju biti naizmjence jedinice i dvojke, a u k-tom retku
moraju biti naizmjence trojke i ¢etvorke (Slika 1, lijevo).

11212 1121112 |12]1
3(4|3 |4 3(4|3|4|3]|4]|3
121 (2]12]1 1121121 2]|1
3143|4343 3[4 (3|43 |4]|3
2|12 |1]|2]|1]2 2112|1212

Slika 1: Primjer za n =7,k = 4.

Ako se u nekom retku pojavljuju samo dva broja onda se lako vidi da se u svim retcima
moraju pojavljivati tocno dva broja. Zato zaklju¢ujemo da je jedinstveno odredena citava
gornja (k + 1) x n podtablica (Slika 1, desno).

Nadalje, u svakom idu¢em retku mocéi ¢e se pojaviti samo po dva razli¢ita broja. U svakom
od preostalih n — k — 1 redaka prva dva polja mozemo oznaciti na dva nac¢ina (u neparnom
retku s 1,2 ili 2,1, a u parnom s 3,4 ili 4, 3.), pa je ukupan broj popunjavanja u ovom
slucaju 2 —F1,

Drugi slucaj. Prva dva polja u (k4 1)-vom stupcu ozna¢imo s 3, 1 u tom redoslijedu. Ovaj
slucaj tretiramo potpuno analogno kao prvi, te je ukupan broj trazenih popunjavanja i u
ovom sluéaju 2" *-1,

1121123 112(112]3
3143|141 3143|141
112123 112(112]3
3141341 3143|141
11213 1121123
31411 31413141
11213 1121123

Slika 2: Primjer za n =7,k = 4.



Primjetimo da sada (k + 1)-i redak poc¢inje oznakama 1,2 u tom redoslijedu te su prvi i
drugi slucaj disjunktni.

Treéi sluéaj. Preostala nam je samo moguénost da su prva dva polja u (k + 1)-om retku
oznacena s 1,2 u tom redoslijedu, a prva dva polja u (k + 1)-om stupcu oznacena s 1, 3.
Polja u (k + 1)-om retku i (k + 1)-om stupcu koja se nalaze unutar (k + 1) x (k + 1)
podtablice u gornjem lijevom dijelu tablice su jedinstveno odredena. Vidimo da smo
dobili (k4 1) x (k + 1) regularnu podtablicu, pa se ostatak tablice dalje moze popuniti
na a4 nacina.

1(2(]1]2]|1
314 |3|4/|3
1 (2121
314 |3|4/|3
112|121

Slika 3: Primjer za n =7,k = 4.

Zbog disjkunktnosti slu¢ajeva zaista vrijedi aj = 2" * 1 4 2" %=L 4 g, =2"F L g .

Na kraju zakljuéujemo da je ay = 2-2"3 + a3 = 2-2"3 4+ 2.2"% p gy = ... =
2-2”*3+2-2”*4+...—|—2-2—|—an:2(2"*2—1)—#1:2”*1—1jerjean:1.

Dakle, trazeni broj je 4! - (2"~1 —1).



Drugi nacin.

Analognim nac¢inom zakljuc¢ivanja dokazujemo sljede¢u karakterizaciju ispravnih popun-
jenja tablice:

Karakterizacija.

Da bi tablica bila ispravno popunjena, nuzno je i dovoljno da je ispunjen barem jedan od
uvjeta:

(a) Svaki redak tablice naizmjence sadrzi tocno dva broja, pri ¢emu se jedan par brojeva
javlja u parnim, a drugi par brojeva u neparnim retcima.

(b) Svaki stupac tablice naizmjence sadrzi to¢no dva broja, pri cemu se jedan par brojeva
javlja u parnim, a drugi par brojeva u neparnim stupcima.

Prebrojimo sva moguca ispravna popunjenja tablice.

Radi jednostavnosti prebrojavanja, fiksirajmo brojeve u kvadratu u gornjem lijevom
kutu tablice. Te brojeve mozemo permutirati na 4! = 24 nacina, pa ¢emo s tim bro-
jem pomnoziti na kraju sva moguca ispravna popunjenja tablice koja slijede iz ovakvog
pocetka. Prebrojimo koliko ispravnih popunjenja imamo s ovako fiksiranim pocetkom, i
to onih koja zadovoljavaju uvjet (a) ili uvjet (b) iz karakterizacije.

Uz fiksirani pocetak, popunjenja koja zadovoljavaju uvjet (a) ima 272, jer za prvo polje
u svakom od redaka, od tre¢eg do n—tog, imamo dva moguca izbora. Na isti nacin, uz
fiksirani pocetak, popunjenja koja zadovoljavaju uvjet (b) ima 272

Moramo pogledati i koliko ima popunjenja koja, uz fiksirani pocetak, zadovoljavaju oba
uvjeta. No, takvo je jedno jedino; to je ono popunjenje kod kojega su svaki drugi redak
(i stupac) identi¢ni.

Konacno, zakljucujemo da je broj ispravnih popunjenja 24-(2-2""2—1) = 24- (2" 1 —1).
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