Ministarstvo znanosti, obrazovanja i $porta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja $kola — A varijanta

29. travnja 2010.

1. U Sesterokutu ABCDFEF vrijedi
AB 1 BC, AC 1L CD, AD 1 DEFE, AE | EF.

Ako su duljine stranica tog Sesterokuta prirodni brojevi, dokazi da ne mogu svi biti
neparni.

2. Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a® + b? + ¢ = L. Dokazi

2
nejednakost

1—a2+c2+ 1—b2+a2+ 1—c?+b?

c(a+ 2b) a(b+2c) b(c+ 2a)

3. Na n kartica napisane su recenice:
“Barem k recenica lijevo od ove kartice je lazZno.”

za k =0,1,2,...,n — 1. Kartice su slozene u nekom redoslijedu slijeva nadesno.
Koliko najvise recenica moze biti istinito?

4. U trokutu ABC vrijedi <ACB = 90° + %<ICBA, a M je poloviste duzine BC.
Kruznica sa sredistem u tocki A sijece pravac BC' u tockama M i D.

Dokazi da je |MD| = |AB|.

5. Dana je dvadeset i jedna tocka kao na slici. o o
Na pocetku je svakoj tocki pridruzen broj nula.

U svakom potezu odabire se pravac koji sadrzi neku od
nacrtanih duzina i u svim tockama kroz koje taj pravac
prolazi, pridruzeni brojevi se povec¢avaju za 1.

Kazemo da je prirodni broj n dohvatljiv ako se na
opisani nacin moze posti¢i da je nakon odredenog broja
poteza svim tockama pridruzen isti broj n.

a) Dokazi da je broj 2010 dohvatljiv.

b) Dokazi da broj 2011 nije dohvatljiv.
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1. Dokazi da svaki kompleksni broj z za koji postoji totno jedan kompleksni broj a
takav da je
P 2-a)?+(1-3a)z+a*—a=0

zadovoljava jednakost 23 = 1.

2. Odredi sva realna rjesenja sustava

(1 + 4x2) y = 422,
(1 + 4y2) z = 42,
(1 + 4z2) x = 49°.

3. a) Dokazi da za medusobno razli¢ite prirodne brojeve a i b postoji beskonaéno
mnogo prirodnih brojeva n takvih da su brojevi a + n i b + n relativno prosti.

b) Postoje 1i medusobno razli¢iti prirodni brojevi a, b, ¢ i d za koje ne postoji
prirodni broj n takav da su brojevi a +n, b +n, ¢ +n, d + n u parovima relativno
prosti?

4. Upisana kruznica dodiruje stranice AB i AC' trokuta ABC u tockama M i N. Neka
je P sjeciste pravca M N i simetrale kuta <ABC'. Dokazi da je BP 1 CP.

5. Na pocetku je u svaki od kvadrata rasporedenih kao na slici
upisana nula.
U svakom potezu odabire se jedan od kvadrata te se istovre-
meno brojevi koji se nalaze u tom kvadratu i u svim njemu
susjednim kvadratima uvec¢avaju za jedan.

Dokazi da je nakon odredenog broja poteza:
a) moguce posti¢i da u svakom kvadratu pise broj 2010;
b) nemoguce postiéi da u svakom kvadratu pise broj 2011.
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1. Neka je tocka S srediste opisane kruznice trokuta ABC' s kutovima a = <BAC' i
B = <«CBA. Neka pravac C'S sijece pravac AB u tocki D koja se nalazi izmedu
tocaka A i B. Dokazi da vrijedi

SD| _
B

Cos(a-+-ﬂ)“
cos (a — f3)

2
prosti broj.
Y

x
2. Odredi sve parove prirodnih brojeva x i y za koje je Y
x

3. Neka je tocka N noziste visine iz vrha A siljastokutnog trokuta ABC, tocke P 1 Q
redom nozista okomica iz tocke N na stranice AB i AC, a tocka O srediSte opisane
kruznice danog trokuta. Ako vrijedi |AC| = 2 |OP|, dokazi da vrijedi |AB| = 2 |0Q)|.

4. Odredi sve prirodne brojeve n > 2 takve da za proizvoljne pozitivne realne brojeve
X1, %3, ..., T, vrijedi nejednakost:

(T @+ + T+ 20) >0 (21T TaTy o T o T

5. Na natjecanju je bilo 30 strijelaca. Svaki natjecatelj gada 16 puta metu koja je
podijeljena na dva dijela, A i B. Ako pogodi u dio A natjecatelj dobiva 10 bodova,
a ako pogodi u dio B dobiva 5 bodova. Na kraju natjecanja utvrdeno je da je broj
pogodaka u dio B veci od polovine ukupnog broja odapetih strelica te da je ukupan
broj promasaja jednak ukupnom broju pogodaka u dio A.

Dokazi da su barem dva natjecatelja ostvarila isti broj bodova.
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1. a) Neka je k prirodni broj. Dokazi da aritmeticki niz ¢ija je razlika prirodni broj ili
ne sadrzi niti jednu k-tu potenciju prirodnog broja ili ih sadrzi beskona¢no mnogo.

b) Postoji li aritmeticki niz ¢ija je razlika prirodni broj koji sadrzi beskonaéno
mnogo kubova prirodnih brojeva, ali ne sadrzi niti jedan kvadrat prirodnog broja?

2. Odredi sve funkcije f : Z — Z za koje vrijede sljedec¢a dva uvjeta:

i) f(n)f(=n) = f(n?*) zasvené€Z,
ii) f(m+n)=f(m)+ f(n)+2mn za sve m,n € Z.

3. Za dani prirodni broj n neka je M(n) najveéi prirodni broj za koji je moguée kon-
struirati niz prirodnih brojeva x,,...,2ynm) € {2,3,...,n} tako da vrijedi:

Za svaka dva razlicita broja i,j € {1,2,...,M(n)}
brojevi 2% —1 i 2% — 1 su relativno prosti.

Ako je M(k) = M(k — 1) za neki prirodni broj k > 1, dokazi da je k slozen.

4. Konveksni cetverokut podijeljen je dijagonalama na cetiri trokuta ¢ije su upisane
kruznice sukladne. Dokazi da je taj cetverokut romb.

5. U tablicu n X n, n > 2, potrebno je upisati brojeve 1, 2, 3 i 4 tako da svaka cetiri
polja koja imaju jedan zajednicki vrh sadrze cetiri razlicita broja.

Na koliko je nacina to moguce napraviti?



