DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja $kola — B varijanta
Sibenik, 29. travnja 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Ako su a, b, ¢ duljine stranica pravokutnog trokuta, dokazite da vrijedi

(a* +b0* +c*)? =2(a® + b° + F) .

RjesSenje.
Primjenom formule za kvadrat trinoma slijedi
(a* + 0"+ c)? = a® + b5+ &+ 2(a*v* + bt +atct) (%)

Kako su a, bi ¢ duljine stranica pravokutnog trokuta, vrijedi Pitagorin poucak. Pretpostavimo
bez smanjenja opcenitosti da je ¢ hipotenuza. Iz

a>+ b =c?
kvadriranjem dobivamo

at +2a*0* + b = ¢t .
Odatle slijedi
at + bt 4t = 2¢ — 24%0* .
Dobiveni izraz kvadriramo i tada je
(a* +b* + c*)? = 4c® + 4a*b* — 8a?b?c?

= 4a*b* + 4c*(c* — 2a*b?)

= 4a*b* + 4c*(a* + bY)

= 4a*b* + da'c* + 4b*ct
Dakle,

1
a*b* + vt +atct = Z(a4 + b+ ch)? .
Dobivena jednakost zajedno s (*) daje
at + b+ M2 =a® + b8+ + L(a* +b* + )2, a odatle slijedi tvrdnja zadatka.
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Zadatak B-1.2.

Odredite sve prirodne brojeve a i n takve da je

an + an-i—l + an+2 + an+3 + an+4 + an+5 — 2016 ]

Rjesenge.
Zapisimo dani izraz u obliku

a*(1+a* +a*+a® +a* +a°) = 2016 ili

6 __
a" (“ 1) — 2016 .
a—1

Ocito je a # 1.
Ako je a = 2, dani izraz prelazi u

20 —1
2" =201
(5=1) 200

2".63=2016, 2"=32 paje n=5.

Ako je a = 3, dobivamo jednadzbu 3" - 364 = 2016 koja nema cjelobrojnih
rjesenja.
Ako je a = 4, vrijedi 4™ - 1365 = 2016. Takav prirodan broj n ne postoji.
Uocimo da je 4" - 1365 > 4 - 1365 = 5460 > 2016, Vn € N.
Kako vrijednost izraza
" <a6 - 1)
a
a—1

raste za sve prirodne brojeve a i n , njegova vrijednost je za sve a > 4 veca od 2016 pa
dana jednazba nema rjesenja.
Dakle, jedino rjesenje je a = 2, n = 5.

odnosno




Zadatak B-1.3.

U jednakokracnom trokutu nalaze se dvije kruznice. Prva ima polumjer R i dodiruje
sve stranice trokuta, a drugoj je polumjer r i dodiruje krakove trokuta i prvu kruznicu.
Odredite opseg trokuta.

Rjesenge.

Neka je duljina visine |PC| = h.

Kako je SSM 1L BC i SsN 1L BC, trokuti ASoNC,
ASMC i ABPC imaju sukladne kuteve pa su
sli¢ni.

Iz sliénosti slijede ovi omjeri:

|PB|: |BC| = [SiM] : [S:C] = [S2N] : [S2C]

£,
g:b:R:(h—R):r:(h—QR—r)
IzR:(h—R)=r:(h—2R—r) dobivamo
2R,
h_R—r'()
Iz 5 :b=R:(h— R) dobivamo
b_a(h—R)
2R
sto uz (*) daje
a(R+r)
p= DT e
2(R—r) )

[

U jednakokracnom trokutu vrijedi b*> = h? + %, Zamijenimo li u toj jednakosti b i h sa

=
(*) i (**) dobit ¢emo
a*(R+r)> 4R a?
4R—-r2 (R—-1)?2 4 °

Odatle se dobiva
L

r

a 8. a=2R

Nadalje, uvrstimo li dobiveni a u (**) slijedi

- RVR(R+ 1)
V(R =)

Tada je opseg trokuta

[R _RVR(R+r) AR’
= 2 _= 2 —_— 2 — .
o=a+2b 1 r + V(R =) R—r\Vr

NE



Zadatak B-1.4.

U svakoj od pet kosara nalazi se odredeni broj kuglica. Iz prve kosare prebacimo jednu
petinu kuglica u drugu koSaru. Zatim iz druge koSare prebacimo jednu petinu kuglica
u trec¢u kosaru. Nakon toga iz trece koSare petinu kuglica prebacimo u cetvrtu kosaru.
Zatim petinu kuglica iz ¢etvrte koSare prebacimo u petu kosaru. Na kraju iz pete kosare
prebacimo petinu kuglica u prvu kosaru. Sada u svakoj kutiji imamo tocno 32 kuglice!
Koliko je kuglica bilo u svakoj pojedinoj kosari na pocetku?

Prvo rjesenje.

Nakon posljednjeg prebacivanja petine kuglica, iz pete kosare u prvu kosaru, u petoj
kosari su ostale 32 kuglice. Ako je z broj kuglica u petoj kosari prije prebacivanja petine
kuglica u prvu kosaru, vrijedi A

3 r=32.

Tada je x = % - 32 = 40 kuglica.

Dakle, u prvu kosaru je prebaceno %[E = % = 8 kuglica. U prvoj je kosari nakon prebaci-
vanja petine u drugu bilo 32 — 8 = 24 kuglice,

Sto znaci da je na pocetku u prvoj kosari bilo 2 - 24 = 30 kuglica.

Nadalje iz prve kosare prebacimo petinu tj. 22 = 6 kuglica u drugu kosaru u kojoj je na

5
pocetku bilo npr. b kuglica. Vrijedi

4
—-(b+6)=32,
5
pa je pocetni broj kuglica u drugoj kosari 34.

Dakle u drugoj kosari je, nakon prebacivanja petine iz prve, 34 + 6 = 40 kuglica. Petinu
tog broja, dakle 8 kuglica prebacujemo u trec¢u kosari u kojoj se nalazi ¢ kuglica i vrijedi

4

Pocetni broj kuglica u tre¢oj kosari je 32.
Analogno zaklju¢ujemo da su i u ¢etvrtoj i petoj kosari na pocetku bile

40
40 — — =32
>

kuglice. Dakle u kosarama je bilo redom 30, 34, 32, 32, 32 kuglice.



Drugo rjesenge.

Zadatak se moze rijesiti i postavljanjem sustava od pet jednadzbi s pet nepoznanica. Neka
su a, b, ¢, d, e redom brojevi kuglica u prvoj, drugoj,..., petoj kosari. Tada je iz uvjeta
zadatka

QU > O s O s O s O W

Rijesimo li sustav, dobivamo a = 30, b =34, c =32, d =321 e = 32.

Zadatak B-1.5.

Odredite posljednje dvije znamenke broja ¢iji kvadrat zavrsava sa 44.

Rjesenge.
Neka su z, y posljednje dvije znamenke prirodnog broja n s danim svojstvom. Broj n
mozemo zapisati kao
n=100a+ 10z 4+y gdjejeae N, z,y€{0,1,2...,9}
Tada je
n® = (100a + 10z + y)* = (100a)? + 1002* + y* + 2000ax + 200ay + 202y ,

odnosno u obliku n? = 100b+ 12 +20zy, b € N, a kako su posljednje dvije znamenke broja
n? jednake 4, izraz y* + 20zy = ... 44 zavrsava s 44.
Ocito 3? ima zadnju znamenku 4, pa su jedine moguénosti y = 2, y = 8.

Ako je y = 2, onda je 4 + 40x = ...44 i neposrednom provjerom (x € {0,1,2...,9})
mozemo zakljuciti da je x =1, x = 6.
Ako je y = 8, onda je 64 + 160z = ...44 neposrednom provjerom (z € {0,1,2...,9})

mozemo zakljuciti da je x = 3, x = 8.

Dakle posljednje dvije znamenke broja n mogu biti 12, 62, 38, 88.
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Zadatak B-2.1.

Od svih kompleksnih brojeva z koji zadovoljavaju jednakost

Z—1

1
2 Y

z— 31

odredite onaj koji ima najve¢i modul.

Prvo rjesenje.

Neka je z = x + yi. Iz danog uvjeta slijedi

r+ (y—1)i

x4+ (y —3)i
1

VA (=1 = 5/a+ (g~ 3

Nakon kvadriranja i provedenih racunskih operacija dobit ¢emo da za kompleksni broj z
vrijedi

1
2

2 5
2 2
_cy—2—0 (*
r Ty 3?/ 3 (*)

-

Zaklju¢ujemo da se z nalazi na kruznici sa sredistem na osi y u .S (O, %), polumjera r = 3.

Tocka na toj kruznici koja je najudaljenija od ishodista je trazena tocka. Zato je rjesenje
kompleksni broj ¢iji je realni dio jednak 0, a imaginarni 27 odnosno radi se o broju z = gz

Sto mozemo zapisati u obliku



Drugo rjesenge.
Do uvjeta (*) dolazimo kao i u prvom rjesenju. Za modul kompleksnog broja z, uz

dobiveni uvjet (*), vrijedi
= by =yt D
3 3

a ovo ¢e biti maksimalno za maksimalni iznos od y. Iz

2 5 5
2 2
— Py == 1+
x Yy r3yT3 (3 y)( y)

zakljucujemo da je (g — y) (14+y) > 0, odnosno y € [—1, %} Slijedi da maksimalna

vrijednost za y iznosi 2, a za y = 2 iz (*) dobivamo z = 0.
5

Dakle, rjesenje je broj z = 3i.

Zadatak B-2.2.

Za prirodni broj kazemo da je palindrom ako je u dekadskom zapisu isti proc¢itan s lijeva i
s desna. Palindrome mozemo poredati po veli¢ini. Odredite 2010.-ti palindrom po redu.

Rjesenge.

Ima 9 jednoznamenkastih (1, 2, 3, ..., 9),

9 dvoznamenkastih (11, 22, 33, ..., 99),

90 troznamenkastih (brojevi oblika zyx),

90 cetveroznamenkastih (brojevi oblika zyyz),
900 peteroznamenkastih (xyzyz),

900 Sesteroznamenkastih (xyzzyz) palindroma.
To je ukupno 1998 palindroma.

Prebrojimo 7-znamenkaste. Brojeva oblika 1002001 ima 10. Zato je 1010101 2009. palin-
drom, a 2010. je 1011101.



Zadatak B-2.3.

U skupu realnih brojeva rijesite jednadzbu

423;—}—\/—1—}—3:2 _ 5 3 22m—1+\/—1+x2 — 6 ]

Rjesenge.
Zadatak rjeSavamo supstitucijom 2x + v/ —1 4+ 22 = y uz uvjet 22 — 1 > 0.
(Ili supstitucijom 227+ —l4a? t.)

Tada je 2+ (2¥)> —5-2Y — 12 = 0.
Rjesenje je samo 2Y =4 jer 2Y > 0 Vy € R. Tada je y = 2.
Slijedi 2x + v/ —1 + 22 = 2, odnosno

vV—-l4+22=2-2x.
Nakon kvadriranja uz uvjet 2 — 2x > 0 dobit ¢emo

5)
3I2—8I‘+5:0, $1:1,I2:§.

Samo rjesenje z = 1 zadovoljava dane uvjete.



Zadatak B-2.4. Kvadrat i jednakostranican trokut upisani su u kruznicu polumjera
1 tako da imaju jedan vrh zajednicki. Odredite povrsinu zajednickog dijela kvadrata i
trokuta.

Rjesenje.

Trazena povrsina je

Pipepre = 2(Pape — Poup) -

Stranica upisanog jednakostrani¢nog
trokuta je

3r
a:ﬁ:\/@

Osnovica trokuta AAHFE je

|AH| =2r =2.

Odredimo visinu |EF| tog trokuta. Iz jednakokracnog pravokutnog trokuta AFHE je
[BF| = |FH| =2 |AF|.
a iz trokuta AAFE imamo
tg60° = % , odnosno  |AF| = /3|EF] .
Iz ove dvije jednakosti dobivamo |EF| = 2 — /3| EF| pa je visina
|[EF|=v3—-1.
Slijedi

Prane =

AHEFL_205-0) 5y
Trokut AGHD je jednakokracan pravokutan trokut, tj.

3 3
|DG|:|GH|:2r—|AG|:2r—aT:2—§:—.

Shijedi
P _|GH|-|GD| -5 1
ANGHD — 9 - 9 _8

Tada je trazena povrsina

1 9
PABC’DEZQ(PAHE_PGHD):2<<\/§—1)—§> :2\/3—1.



Zadatak B-2.5.

Iz mjesta A u mjesto B krenuo je autobus. 50 minuta kasnije iz mjesta A je krenuo
automobil koji je u mjesto B stigao 10 minuta prije autobusa. Da su krenuli istovremeno
jedan iz mjesta A, a drugi iz mjesta B (jedan drugome u susret), sreli bi se nakon jednog
sata i 12 minuta. Vozi li istim putem i istom brzinom, koliko vremena ¢e trebati autobusu
da se vrati iz mjesta B u mjesto A?

Rjesenge.

Autobus je na putu izmedu mjesta A i B proveo x sati, a automobil x — 1 sat, pa mora
vrijediti x > 1.

Brzina autobusa je % (gdje je s udaljenost izmedu mjesta A i B).

Brzina automobila je ﬁ

Krenuvsi iz mjesta A, autobus je za 1 sat i 12 minuta (3to je g sata) presao g . % km
puta.
Krenuvsi iz mjesta B, automobil je za 1 sat i 12 minuta presao g . ﬁ km puta.
Tada je
6 s 6 s
5775 71 °
odnosno
1 1 5
r -1 6

Sredivanjem dobit ¢emo jednadzbu 5x? — 172 + 6 = 0 ¢ija su rjeSenja 3 i %
Kako x mora biti veéi od 1, zakljucujemo da je vrijeme potrebno da autobus prijede put
od mjesta B do A (ili obratno) 3 sata.

10
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Zadatak B-3.1. Odredite sve ¢etveroznamenkaste prirodne brojeve djeljive s 45 kojima
je razlika kvadrata znamenke stotica i znamenke desetica jednaka 24.

Rjesenje. Neka je trazeni broj abed. Vrijedi

abed = 45 - x,
b2 —? = 24.

Kako umnozak 45 - x zavrsava znamenkom 0 ili 5, broj abcd je oblika abc0 ili abc5.
Iz b> — > = 24 slijedi (b—c)(b+c¢)=241b,c€{0,1,2,...,9}, b < c.

Kako je b+ ¢ < 18, mozemo broj 24 zapisati u obliku umnoska brojeva:

2-12, 3-8 1 4-6.

Tada je

(a)
b—c=
b—c)b+c)=2-12 = {b+c:12

odnosno b =7, ¢ = 5,
(b)
b—c=3
b—c)b+c)=3-8 =
pab,c¢{0,1,2,...,9},
(c)
b—c=14
b+c=6

b—c)b+c)=4-6 = {

odnosno b =5, ¢ = 1.

Moguéi oblici brojeva abed sada su a750, ab10, a755 ili ab15.

Svaki od tih brojeva djeljiv je s 5, a da bi bio djeljiv s 45 mora jos biti djeljivis 9. Zbroj
znamenaka svakog od brojeva mora biti djeljiv s 9.

Za a750 zbroj znamenaka je a +7+5+0=a+ 12, Stouz a € {1,2,3,...,9} daje a = 6.
Za ad510 zbroj znamenaka jea+5+14+0=a+ 6 pa je a = 3.

11



Za a7bd zbroj znamenaka jea +7+5+5=a+ 17 pajea = 1.
Za ab515 zbroj znamenaka jea+5+1+5=a+ 1l pajea=7T7.
Dakle, trazeni brojevi su 6750, 3510, 1755 i 7515.

Zadatak B-3.2. Rijesite nejednadzbu

cos(2010x + y) > y* — 29° + 2.

Rjesenge.
Desna strana dane nejednakosti je funkcija f(y) = y* — 2y + 2. Zapisimo f u sljede¢em
obliku:
fly) = (" =1)"+1.
Tada je f(y) > 1, Vy € R.
S druge strane je cos(2010z +y) < 1, Vz,y € R.
Zakljuéujemo da dana nejednadzba moZe imati rjesenje jedino ako je (y* — 1)2 +1=1i
ako je cos(2010z + y) = 1.
Iz prve jednakosti dobivamo da je y = £1.

1z cos(2010x + y) = 1 dobivamo 2010z + y = 2km.
km

|
Tada | ClreF— 1 T pez
adajeray ==L =500 " o0 " €

Zadatak B-3.3. Matko i njegovi prijatelji, igrajuci se uz obalu mora, kod jedne palme
(udaljene od mora 20-ak metara) iskopali su kutijicu u kojoj je bio pazljivo umotan
papirus. Odmotali su papirus na kojem je pisalo: “Palma kod koje stojis je ishodiste
koordinatnog sustava kojemu je os apscisa paralelna s obalom mora. Kreni od palme, tako

da ti je more iza leda, 5 jedinica po pravcu koeficijenta smjera 3 Dodéi ¢es u tocku A. Iz

1 10
tocke A okomito na prethodni pravac stizes do tocke B koja pripada pravcuy = ——z+—.

Tocka C' je na praveu z — 2y — 10 = 0 i vrijedi da je zbroj udaljenosti od nje do tocaka A
i B najmanji mogu¢. U tezistu trokuta ABC' zakopano je blago.”

Nadite koordinate tocke u kojoj je zakopano blago.

Rjesenge.
Tocka A je ocito (3,4) jer je 5% = 32 + 42.

4 3
Pravac okomit na y = gx ima koeficijent smjera ~1 i prolazi tockom A, pa ima jednadzbu

B —3:c n 25
R
y . . . 1 10
Tocka B je presjek tog pravca i pravca y = —gx + 3 odnosno B(7,1).

Ako |AC| + |BC| mora biti minimalno, prvo ¢emo odrediti tocku A’ koja je simetri¢na
tocki A s obzirom na pravac p...r — 2y — 10 = 0.

12



\
1 10 A
=ty
_4 B
-5
Jednadzba pravca okomitog na p s koeficijentom smjera —2, kroz tocku A, je y = —2x+10.

Presjek dobivenog pravca i pravea p je tocka P(6, —2), poloviste duzine AA’.
Vrijedi

3 /
6= +2""’ . =9
i+y
9= —_8
5 Y
Dakle, A'(9, —8).
y Do 65, .. . o :
Pravac kroz tocke B i A’ je y = 5% + 5 1 sijece pravac p u tocki C' TR za koju
vrijedi zadani uvjet, jer tocke B, C'i A’ leze na istom pravcu i vrijedi |AC| = |A'C|.
(Ako ucenik trazi simetricnu tocku tocki B, onda je P(8,—1), B'(9,—3), pravac
7 45
AB'.. .y =——x+ —
V=t )

Koordinate tezista trokuta su

_$A+£BB+ZL‘C_§ _yA+yB+yc_§
N 3 6 YT 3 T

35 5
Tada je blago u tocki T’ (E’ Z_l)

13



Zadatak B-3.4. U trapezu ABC'D s okomitim dijagonalama poznate su duljine osnovica
|AB| = a = 4, |DC| = ¢ = 3. Ako krak BC' s osnovicom a zatvara kut 60°, kolika je
njegova duljina?

Prvo rjesenje.

D 3

Povucemo li paralelu s dijagonalom B D kroz vrh C'i tocku presjeka usporednice i produzetka
stranice AB oznac¢imo s F, dobit ¢emo pravokutan trokut AEC' ¢ija je hipotenuza duljine
a + ¢, a katete su dijagonale AC'i BD (|EC| = |BD]). Tada je po Pitagorinom poucku
|AC? + |BD|? = (a + ¢)? odnosno e* + f? = 49.
Dijagonale ¢emo racunati primjenom kosinusovog poucka na trokute ABC' i BC'D. Tada
je
424> —2-4-bcos60° 4+ 3° +b* — 2 -3 - beos120° = 49
sto daje kvadratnu jednadzbu
2b° —b—24 =0
S . L 14+ v193
¢ije je pozitivno rjesenje b = —
Drugo rjesenje.
Zadatak mozemo rijesiti i vektorski, primjenom skalarnog umnoska.
— —_—  — - =
AC=AB+BC="d + b
—_— —_—  —— -
BD=BC+CD=b+ ¢
—_— =
Kako su vektori AC' i BD okomiti, njihov je skalarni umnozak nula.

- = =

E-ﬁ:(?+?)«(?+?):?-?+7~?+ b-b+0b-¢=0

@’ - ]7] o8 120° 4 | @ | - || - cos 180° + \?\ . ]?| -cos0° + \?] |- cos60° =0
4b- (—0.5)+4-3-(=1)+b*+3b-(0.5) =0
2b°> — b — 24 = 0.

Dakle, b — HT V193

14



Zadatak B-3.5. Neka je ABCD konveksni cetverokut takav da je
|AC)? + |BD|?* = |AB]> + |BC|* + |CD|* + |DAJ*.
Dokazite da je ABC'D paralelogram.

Prvo rjesenje. Zadatak rjesavamo koristeéi vektore. Dana jednakost ekvivalentna je
sljedecoj

— — — — — —

AC? + BD* = AB®> + BC? + CD* + DA?, tj.

— — —  ——\2 5 =29 =Ra T
(AB+B ) +(B(J+CD) — AB? 4+ BC? + OD® + DA

Odavde redom dobivamo:

—_— = —_— — — —
2AB - BC +2BC -CD = DA? — BC?

—

el —_— — —_— @ —= —\2 9
2AB-BC+2BC-0D:(DC+OB+BA) 7

I
|

—_— = — —_— — — —

— —

2AB - BC +2BC-CD = |DC|* + |BA* + 2DC - CB +2DC - BA+2CB - B
Slijedi .
0= |DC|*+|BA*+2DC - BA,

— ——\2 —_— =
odnosno (BA — CD) = 0, odakle je BA=CD.

Time smo dokazali da je ABC'D paralelogram.

Drugo rjesenje.

C(u, v)

D(p, a)

A0, 0) B(a, 0)

Smjestimo Cetverokut u koordinatni sustav tako da je A(0,0), B(a,0), C(u,v), D(p,q).
Izracunat ¢emo kvadrate udaljenosti:

|AC|? + |BD|? = |AB|* + |BC|* + |CD|* + | DAJ?
WP+ (p—a)+@ =a’+u—a)P+0*+p-—u)’+(g—v)+p’+

15



Nakon provedenog kvadriranja dobivamo:

a> +p* + ¢* +u? + v — 2ua + 2pa — 2pu — 2vg =0
(¢* — 2vq + v*) + (a* + p* + u® + 2ap — 2au — 2pu) =0
(g=v)’+la—(u=p) =0

Ovo je moguée jedino ako je ¢ = v, a = u —p. (¥)

Sada je A(0,0), B(u —p,0), C(u,v) i D(p,v).

Izra¢unajmo koordinate polovista duzine AC i polovista duzine BD.

u v u—p+p v u v
P (3. oo (5723) - (59)
407 \272 B ( 2 2) 2’2

Kako se polovista podudaraju, dijagonale danog ¢etverokuta se raspolavljaju pa je ¢etverokut
paralelogram.

Da je dani ¢etverokut paralelogram, moze se zakljuciti iz (*) i tako da se uoci:
udaljenost |[AB| = |CD| = a te |AD| = |BC|, a pravci AB i C'D su paralelni (koeficijent
smjera je 0), kao i pravei AD i BC' (koeficijent smjera je E).

p
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja $kola — B varijanta
Sibenik, 29. travnja 2010.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1. Neka su a i b prirodni brojevi veéi od 1 takvi da su brojevi log, a,
logy, 2a i logy, 4a (u tom poretku) uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza. Dokazite da su
brojevi a i b jednaki.

Rjesenje. Srednji clan aritmetickog niza je aritmeticka sredina susjednih, t;.

2 -logy, 2a = log, a + logy, 4a
log,2a  logy,a  log,4a

log,2b logyb ' log,4b
I+logea  logoa 2+logya
1 +log,b logyb 2+log,b

Zamjenom x = log,a i y = log, b i mnozenjem sa zajednickim nazivnikom dobit ¢emo
r=ypajeia=n>0.

Zadatak B-4.2. Neka je ABC jednakostranican trokut. Na pravcu AB odabrana je
tocka P tako da tocka A lezi izmedu tocke P i tocke B. Neka je a duljina stranice trokuta
ABC, ry polumjer upisane kruznice trokutu PAC' i 75 polumjer kruznice pripisane trokutu
PBC u odnosu na stranicu BC'. Odredite zbroj r; + 2 kao funkciju od a.

Rjesenje.

17



ZT101R = 60° (suplement kuta ZT} AR = 120°)

LAOT, = 30°
ITWTy| = |ThA| + |AB| + | BT (1)
|T1A| T
tg 30° = TiA| =7 -tg30° = — 2
g 7,17 TV Al =71 - tg /3 (2)
Analogno, ZBOyTy = 30°
‘BTQ‘ T2
tg 30° = BTy =1ry -tg30° = — 3
5307 = AL BT = 307 = L Q
Uvrstimo (2) i (3) u (1).
71 T T1 +7”2
W =—+a+ —= =
hhl= gt 5=

VT3] = |TiC| + |CT5| = |[CR| + |CS| = (a — |RA]) + (a — |BS])
|AR| = |T1A| i |BS|=|BT]
T+ T2

V3

Kako je |T1Ts| = |TT}|, imamo:

[TV T3] = 20 —

T T r+r
% — 1+2:1 2+a

V3 V3
.T1—|—T2 .
V3
ay/3

r1+7‘2:—2

2

18



Zadatak B-4.3.

Koliko ima jednakokrac¢nih trapeza, s osnovicama razli¢itih duljina, kojima su duljine
stranica cjelobrojne, a opseg im je 20107

RjeSenje. Neka su a i ¢ (a > ¢) osnovice trapeza, a b je krak trapeza. Tada iz nejed-
nakosti trokuta zakljucujemo da je

a<2b+c.

Ako na obje strane dodamo a, dobivamo

201
20 <a+2b+c=2010 ili a<¥:1005.

Dakle a € {1,2,3,...,1004}.
Ako je a = 1004, ¢ < a, onda je

_2010—a—c_1006—c

b
2 2

Zakljuéujemo da je ¢ paran broj manji od 1003, odnosno ¢ € {2,4,6,...,1002}, a takvih
je 501.
Ako je a = 1003, ¢ < a, onda je

_2010—a—c 1007 —c
N 2 a 2 ‘

b

Zakljuéujemo da je ¢ neparan broj manji od 1004, odnosno ¢ € {1,3,5,...,1001}, a takvih
je 501.
Ako je a = 1002, ¢ < a, onda je

_ 2010—a—c 1008 —c
N 2 - 2 '

b

Zakljuéujemo da je ¢ paran broj manji od 1002, odnosno ¢ € {2,4,6,...,1000}, a takvih
je 500.

Analogno za a = 1001 dobivamo novih 500 trapeza, te istim postupkom nastavljamo sve
do a = 4, a = 3 za koje postoji samo jedan trazeni trapez. a ne moze biti 1 ili 2.
Ukupan broj svih trapeza s danim svojstvom je

501 (14500) oo

21+2+3+---+501) =2-
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Zadatak B-4.4.

Neka je kompleksan broj z = (a 4 cos )+ (\/§ a — sin 0) t. Odredite za koje realne brojeve
aje |z] <3, zasve f €R.

Rjesenje.
2
2% = (a + cosA)* + <\/§a - Sin(9> .

Nako sredivanja dobivamo

1 3
2|2 = 4a® + 1+ 2a <Cos€— \/gsin9> =4a®> + 1+ 4a (§COSQ— gsirﬂ) ,

odnosno -
|2|> = 4a® 4+ 1 + 4asin <E —0) :

Iz uvjeta |z| < 3 slijedi
4? + 1+ dasin (£ —0) <9,

odnosno -
asin (E — 9) <2-—ad%

Jedna moguénost je a = 0. (1)

T TR s 2 — a2 , o 2 2
Za a > 0 vrijedi sin (8 — 9) < . To ¢e vrijediti za sve € € R ako je > —1,
a a
odnosno ako je a? — a — 2 < 0. Zakljuéujemo a € (0,2]. (2)
2 —a? 9 _ g2
Za a < 0 vrijedi sin (g — 9) > T To e vrijediti za sve # € R ako je a <1,
a a

odnosno ako je a® + a — 2 < 0. Zakljuéujemo a € [—2,0). (3)
Iz (1), (2) i (3) slijedi a € [2,2].
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Zadatak B-4.5. U trokutu ABC dana je duljina osnovice |AB| = 2a. Dokazite da
vrh C, za svaki izbor kutova «, 5 (na osnovici) takvih da je tga - tg [ = —9, lezi na istoj
hiperboli. Odredite njezinu veliku i malu poluos.

Rjesenje. Smjestimo trokut ABC' u koordinatni sustav kao Sto je prikazano na slici.

<N

C(x,y)

a
A(-a, 0) B(a0)  (x0)

A4

Trokut je tupokutan jer je umnozak tangensa dva njegova kuta negativan. Pretpostavimo
da je kut (8 tupi kut.

Tada je tga = Y ,atgl=—tg(mr—fp) =~ o
T +a T —a
Iz tga - tg B = —9 slijedi
y 7Y — 9
rx+a xr—a ’
a odavde dobivamo
2 2
Y
a?  9q? ’

odnosno jednadzbu hiperbole.

Velika poluos je a, a mala poluos je 3a.
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