Ministarstvo znanosti i obrazovanja Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje
Hrvatsko matematicko drustvo

DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
26. listopada 2020.

1. Odredi najmanju vrijednost izraza
|z + 1| + |z — 2| + |z — 3],

pri ¢emu je z realni broj.

2. Odredi sve parove (n, k) prirodnih brojeva za koje vrijedi

n®+n==~k+2k—0.

3. U siljastokutnom trokutu ABC vrijedi <BAC = 60° i |[AB| > |AC|. Ako je [ srediste
upisane kruznice, a H ortocentar tog trokuta, dokazi da je 2<AHI = 3<ABC.

4. Odredi sve realne brojeve a; > as > - -+ > aggeo = 0 za koje vrijedi

: 2, 2 2
ay +ag+ -+ a0 =1 1 ay + a4+ -+ a5p90 = a1.

5. Ana je prekrila plo¢u dimenzija 2020 x 2020 domino ploc¢icama koje se medusobno ne prek-
lapaju, a svaka od njih prekriva toc¢no dva polja ploce. Branka zeli obojiti te plocice tako
da za svaku vrijedi: medu njoj susjednim ploc¢icama najvise su dvije u boji promatrane.
Dvije plocice su susjedne ako prekrivaju polja koja imaju zajednicku stranicu.

Koliko je najmanje boja potrebno da bi Branka sigurno mogla obojiti plocice na takav
nacin, neovisno o nac¢inu na koji ih je Ana rasporedila?

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
26. listopada 2020.

1. Odredi sve parove (n, k) prirodnih brojeva za koje vrijedi

n?4+n=~kK+2k-0.

2. Nekasu aibrealni brojevi takvi da su oba rjesenja kvadratne jednadzbe 22 4ax+b+1 =0
prirodni brojevi. DokaZi da je a® + b? slozen prirodni broj.

3. Na stranici BC siljastokutnog trokuta ABC zadana je tocka D. Simetrala kuta <C AD
sijece stranicu BC u tocki E. KruZnica opisana trokutu ABD sijece duzinu AE u tockama
A1i F, a pravac BF sijece stranicu AC u tocki G. Pravac kroz tocku G paralelan s DF
sije¢e stranicu BC u tocki H.

Dokazi da je pravac GFE tangenta kruznice opisane trokutu BHG.

4. Odredi sve realne brojeve a; > as > - -+ = aggeo = 0 za koje vrijedi

- 9, 2 9
ay +ag + -+ agpo =1 1 ay +ay + - 4 azp90 = a1

5. Ana je prekrila plo¢u dimenzija 2020 x 2020 domino ploc¢icama koje se medusobno ne prek-
lapaju, a svaka od njih prekriva toc¢no dva polja ploce. Branka zeli obojiti te plocice tako
da za svaku vrijedi: medu njoj susjednim ploc¢icama najvise je jedna u boji promatrane.
Dvije plocice su susjedne ako prekrivaju polja koja imaju zajednicku stranicu.

Koliko je najmanje boja potrebno da bi Branka sigurno mogla obojiti plo¢ice na takav
nacin, neovisno o nac¢inu na koji ih je Ana rasporedila?

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
26. listopada 2020.

1. Odredi sve cetvorke (a, b, ¢, d) prirodnih brojeva za koje vrijedi

a+b=cd, ab=c+d.

2. Dana su Cetiri razli¢ita realna broja iz intervala (0, 1). Dokazi da medu njima postoje dva
broja, x i y, takva da vrijedi

1
O<ay/1—9y?2—y 1—x2<§.

3. Za tocku L koja se nalazi unutar trokuta ABC' vrijedi
<LBC = <LCA = <LAB = <CAL.

Dokazi da je umnozak duljina dviju stranica tog trokuta jednak kvadratu duljine trece
stranice.

4. Neka su A i B prirodni brojevi, a S skup svih tocaka s cjelobrojnim koordinatama unutar
pravokutnika s vrhovima (0, 0), (4, 0), (A, B) i (0, B). Tocke s cjelobrojnim koordinatama
na rubu tog pravokutnika su obojene crvenom, a unutar skupa S jednom od tri boje:
plavom, zelenom ili crvenom.

Za jedini¢ni kvadrat kojemu su sva cetiri vrha u S kazemo da je poseban ako je toc¢no
jedan par njegovih susjednih vrhova istobojan. Dokazi da je broj posebnih jedini¢nih
kvadrata paran.

5. Odredi sve parove (n, k) prirodnih brojeva za koje vrijedi

3" = 5k% + 1.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja sSkola — A varijanta
26. listopada 2020.

1. Neka je n prirodni broj. Odredi sve kompleksne brojeve z takve da vrijedi

—1

. 322"
+22)— i

(1—z422)(1 =242 (1= 2" 425 (1= 2 BRI

2. Odredi sve funkcije f: R — R takve da za sve realne brojeve x vrijedi

fx) +2f(2—1) =31 — 2%

3. Na stranici BC &iljastokutnog trokuta ABC zadana je tocka D. Simetrala kuta <CAD
sijece stranicu BC u tocki E. Kruznica opisana trokutu ABD sijec¢e duzinu AF u tockama
A1i F, a pravac BF sijece stranicu AC u tocki G. Pravac kroz tocku G paralelan s DF
sijece stranicu BC u tocki H.

Dokazi da je pravac GE tangenta kruznice opisane trokutu BHG.

4. Neka su A i B prirodni brojevi, a S skup svih tocaka s cjelobrojnim koordinatama unutar
pravokutnika s vrhovima (0, 0), (4, 0), (A, B) i (0, B). Tocke s cjelobrojnim koordinatama
na rubu tog pravokutnika su obojene crvenom, a unutar skupa S jednom od tri boje:
plavom, zelenom ili crvenom.

Za jedinicni kvadrat kojemu su sva cetiri vrha u S kazemo da je poseban ako je tocno
jedan par njegovih susjednih vrhova istobojan. Dokazi da je broj posebnih jedini¢nih
kvadrata paran.

5. Odredi sve parove (n, k) prirodnih brojeva za koje vrijedi

3" = 5k% + 1.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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