DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
26. listopada 2020.

Zadatak B-1.1.

Rijesite sustav jednadzbi

x(y+z2)=3
y(x + 2) = =32
z2(z+y) = —b.

Prvo rjeSenje.

Zbrajanjem danih jednadzbi dobivamo 2zy + 2xz + 2yz = —34 odnosno xy + xz + yz = —17.
Kako je xy + zz = 3slijedi yz = —20.

Analogno dobivamo zz = 151 zy = —12.

MnoZenjem triju tako dobivenih jednakosti dobivamo 223?22 = 60? odakle slijedi da je zyz = 60
ili zyz = —60.

Iz zyz = 60 i1 yz = —20 slijedi z = —3,
iz zyz = 60 1 zz = 15 slijedi y = 4,

a iz xyz =60 i xy = —12 slijedi z = —5.
Dakle, jedno rjesenje je (—3,4, —5).

Iz zyz = —60 i yz = —20 slijedi x = 3,
iz xyz = —60 i xz = 15 slijedi y = —4,
a iz ryz = —60 i zy = —12 slijedi z = 5.
Dakle, drugo rjesenje je (3, —4,5).

Drugo rjeSenje.

3
Izrazimo npr. x = n iz prve jednadzbe te uvrstimo u druge dvije.
y+z
+2z)=-32
y(y )
3
z = -5
(y Y
Slijedi
3
Y +yz = —32
Y+ =z
3
© Yz = _57
y+z
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a oduzimanjem tih jednadzbi dobivamo

3(y — _
M = 27 odnosno (v —2)
y+z y+z

— 9.

4
Slijedi y — 2z = —=9(y + 2), tj. y = —5 %

Uvrstavanjem u jedu od prethodnih jednadzbi dobivamo 2% = 25.
Ako je z =5, onda jey = —4 te x = 3, a ako je z = —5, onda je y = 4 te x = —3.
Rjesenja danog sustava su (3, —4,5) i (—3,4, —5).

Zadatak B-1.2.
Zadan je izraz  |v — 1|+ |z — 2|+ |z — 3| + ... + |x — 2019| + |z — 2020].

Odredite najvedi interval realnih brojeva [a, b] na kojemu dani izraz ima konstantnu vrijednost
k za sve x € [a,b]. Kolika je vrijednost konstante k?

Rjesenje.
Vrijednost danog izraza ovisi o predznaku svakog od izraza unutar apsolutne vrijednosti, pa se
ra¢una po intervalima od (—oo, 1], [1,2], [2,3], ..., [1010,1011],..., [2019, 2020], [2020, c0).

Ta vrijednost nece ovisiti o varijabli x na onom intervalu na kojem ¢e zbroj svih varijabli biti
jednak 0. To znaci da na tom intervalu polovica od svih izraza unutar apsolutne vrijednosti
mora biti pozitivna, a druga polovica negativna. Uocimo da je svaki od 1010 izraza x —1, z —2,
..., x — 1010 pozitivan, a svaki od 1010 izraza x — 1011, x — 1012,..., x — 2020 negativan na
intervalu [1010, 1011].

Stoga za x € [1010,1011] imamo

|z = 1|+ |z = 2|+ |z = 3| + - + [z — 2019 + |z — 2020|
=r—14+2x—24+2—-3+ - +2—1010+ (—z + 1011 — 2 + 1012 — 2 + 1013 — - - - — x + 2020)
=(-1-2—-3—---—=1010) + (1011 + 1012 + 1013 + - - - + 2020)

= (—=1+1011) + (-2 +1012) 4+ (-3 4+ 1013) + - - - 4+ (—1010 + 2020)

= 1010 - 1010 = 1010%.

Zadatak B-1.3.
Jurica i Lucija igraju igru pogadanja brojeva. U jednom trenutku Lucija kaze Jurici:

"Moj je broj djeljiv s 2, ali nije s 4 te pri dijeljenju sa 16 ne daje ostatak 14. Zbroj njegovih
znamenki je 6 i ima toc¢no 8 djelitelja, a zbroj djelitelja je djeljiv s 10.”

Moze 1i Jurica na temelju tih podataka pogoditi o kojem je broju rijec?
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Rjesenje.
Neka je n trazeni broj. Kako je zbroj znamenki jednak 6, broj n je djeljiv s 3.

Broj n nije djeljiv s 4 (po uvjetu zadatka) ni s 9 (zbroj znamenki je 6), stoga se 2 i 3 kao prosti
faktori od n javljaju samo jednom.

Broj n ima 8 djeljitelja, sto znaci da osim 2 i 3 ima jos neki prosti faktor p # 2, p # 3 u svom
rastavu, tj. n je oblika n = 6p.

Djelitelji broja n su: 1, 2, 3, 6, p, 2p, 3p, 6p.
Njihov je zbroj jednak 1 +2+3+6+p+2p+3p+6p =12+ 12p = 12(1 + p).

Kako je taj zbroj djeljiv s 10, broj (1 + p) mora biti djeljiv s 5, tj. zadnja znamenka broja p
treba biti 4 ili 9. Kako je p prost broj, njegova je zadnja znamenka 9, sto daje 4 kao zadnju
znamenku broja n.

Kako je zbroj znamenki od n jednak 6, dvoznamenkasti zavrsetak broja n moze biti 04, 14 ili
24, a kako n nije djeljiv 4, jedina moguénost je 14. Znaci, broj n je oblika n = 100...014.

Treba jos odrediti koliko je znamenki 0 u zapisu broja n. Broj n mozemo zapisati u obliku
n=10"+4+14, z > 1.

Kako je 10” djeljivo sa 16 za = > 4 (u tom bi slu¢aju ostatak pri dijeljenju broja n sa 16 bio
14, protivno pretpostavci), dovoljno je provjeriti za v =21 x = 3.

Zazr=2jen=114=06-19, a kako je 19 prosti broj, ovo rjesenje ispunjava uvjete zadatka.

Za x = 3 jen = 1014 = 6 - 169, a kako je 169 slozeni broj, ovo rjeSenje ne ispunjava uvjete
zadataka.

Jurica moze na temelju zadanih podataka pogoditi da se radi o broju 114.

Zadatak B-1.4.
Na stranici BC trokuta ABC odabrane su tocke D i E tako da vrijedi

IBAD = <FAC =90°, |BE|=2, |ED|=3, |DC|=3.
Izrac¢unajte sin(2 - <ACB) i povrsinu trokuta ABC.

Prvo rjeSenje.

U pravokutnom trokutu AEC tocka D je poloviste hipotenuze, tj. ujedno je i srediste opisane
kruznice tog trokuta i vrijedi |AD| = 3.

Ol R
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Iz pravokutnog trokuta ABD dobivamo

|AB|? = |BD|* — |AD|?
|AB|? =5 -3>=25-9=16
|AB| = 4.
Iz povrsine trokuta ABD izracunat ¢emo visinu v.

_|BD|-v _ |AB]|-|AD)

P =
ABD 2 2
__|AB|-|AD| 4-3 12
~ |BD] 5 5

|BC|-v 8- 48

2 2 5
Trokut DCA je jednakokracan i vrijedi <DAC = <ACD, a kako je <ACD = <ACB i <ADFE
je vanjski kut trokuta DCA, imamo <ADB = <ADFE = <DAC + <ACD = 29ACD =

2<ACB.
|AB|

Kona¢no, u pravokutnom trokutu ABD je sin(2<ACB) = sin<ADB = BD| = 2.

Povrsina trokuta ABC' jednaka je P =

Drugo rjeSenje.

1
1
1
1
1
&
B 2 EFE T N 3—-x D 3 C

Primijenimo i Euklidov poucak na pravokutne trokute ABD i AEC (ili sli¢nost pravokutnih
trokuta na koje visina v dijeli trokut ABD, odnosno AEC) dobivamo v? = x(6 — x) i v* =
(3—12)(2+x).
6

Odatle slijedi (6 — z) = (3 — z)(2 + ), odnosno = = 5 Tada je v = 2 i |AD| = 3.
[BC|-v _8-2 48

2 2 5
Kako je |AD| = 3 = |DC|, trokut ADC' je jednakokracan, pa dalje racunamo kao i u prvom
rjesenju: <ADB = <DAC + <ACD = 2<ACD = 2<ACB.

|AB|

Kona¢no, u pravokutnom trokutu ABD je sin(2<ACB) = sin<ADB = 5D =

Povrsina trokuta ABC' je P =

(ST
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Zadatak B-1.5.

Dvije prijateljice Esma i Ljerka osmislile su igru: svako se slovo imena zamijeni znamenkom od
1 do 5 prema danoj tablici. Tako ime Esma ima kod 4431, a Ljerka 24351.

Znamenke dobivenog koda ajas...a koriste se za kretanje koracima

1 4
iste duljine. Od pocetne se tocke krece a; koraka u smjeru sjevera, a za A B z & Z
svaku sljede¢u znamenku a; zakrece se za 90° ulijevo i hoda a; koraka D DZ P E F
u tom smjeru (dakle ay koraka u smjeru zapada, ag koraka u smjeru G H I J K
juga, a4 koraka u smjeru istoka i tako dalje). Postupak se ponavlja (I; I;‘] l\lf 1; 12‘]
(nakon posljednje znamenke nastavlja se s prvom znamenkom koda) T U V Z %

sve do povratka u pocetnu tocku.
Esma je zakljucila da se svojim kodom nikada nece vratiti u pocetnu tocku. Zasto?

Ljerka se u pocetnu tocku vratila nakon toéno 5Hn koraka. Odredite n i dokazite da ¢e se svaka

osoba s 5 slova u imenu vratiti u pocetnu tocku nakon najvise 4 kruga, odnosno ponavljanja
koda.

Rjesenje.

Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da su Esma i Ljerka krenula iz tocke (0,0).

Esmino kretanje izgleda ovako:

Prvi krug: (0,0), (0,4), (—4,4), (—4,1), (—3,1)

Drugi krug: (=3,1), (=3,5), (=7,5), (=7,2), (—6,2)
Treéi krug: (—6,2), (—6,6), (—10,6), (—10,3), (=9, 3).

Nakon k-tog kruga koordinate zavrsne tocke mijenjaju se u (—3k, k) pa Esma ocito ne moze
do¢i u pocetnu tocku jer se zavrsne tocke nalaze na jednom pravcu.

Ljerkino kretanje izgleda ovako:

Prvi krug: (0,0), (0,2), (—4,2), (—4,-1), (1,-1), (1,0)
Drugi krug: (1,0), (—1,0), (—1,—4), (2,—4), (2,1), (1,1)
Treéi krug: (1,1), (1,-1), (5,-1), (5,2), (0,2), (0,1)
Cetvrti krug: (0,1), (2,1), (2,5), (—1,5), (—1,0), (0,0)

Ljerki je bilo potrebno 4 kruga da se vrati u tocku iz koje je krenula.
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Bududéi da je svaki krug iznosio 2 4+ 4 + 3 + 5 + 1 = 15 koraka, Ljerki je bilo potrebno ukupno
60 koraka, pa je trazeni n = 12.

Neka je kod imena sa 5 slova abcde, gdje su a,b,c,d,e € {1,2,3,4,5}. Kreéemo iz tocke
(x,y) prema gore za a, lijevo za b, dolje za ¢, desno za d i opet gore za e i dolazimo u toc¢ku
(x—b+dy+a—c+e).

U drugom krugu krecemo iz te tocke prema lijevo za a, dolje za b, desno za c, gore za d, lijevo
za e 1 dolazimo u tocku (r —b+d—a+c—e,y+a—c+e—b+d).

A

o
o

Y

U tre¢em krugu kre¢emo iz te tocke prema dolje za a, desno za b, gore za c, lijevo za d i opet
dolje za e i dolazimo u tocku (z —b+d—a+c—e+b—dyjy+a—c+e—b+d—a+c—e)=
(x—a+c—e,y—b+d).

U cetvrtom krugu krec¢emo iz te tocke prema desno za a, gore za b, lijevo za ¢, dolje za d, desno
za e i dolazimo u tocku (r —a+c—e+a—c+ey—b+d+b—d) = (z,y).

Osobi s 5 slova u imenu potrebna su 4 kruga da se vrati u pocetnu tocku.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
26. listopada 2020.

Zadatak B-2.1.

Rijesite sustav jednadzbi

THy—z=2
2yt 2= 4
34— =38

Rjesenje.
Prvu jednadzbu sustava moZemo pisati u obliku z +y = z + 2. Kvadriranjem dobijemo x? +

y? + 22y = 2% + 42 + 4, a oduzmemo li od toga drugu danu jednadzbu dobivamo 2xy = 4z + 8,
odnosno xy = 2z + 4.

Zbroj kubova x4y u trecoj jednadzbi sustava zapi$imo u pogodnijem obliku (z+y)3 —3zy(z+
y)— 2 =20iuvrstimoz +y=2+2ixy=2z+4

Dobivamo jednadZzbu s jednom nepoznanicom (z + 2)3 — 3(2z + 4)(z + 2) — 23 = 8 kojoj je
rjeSenje z = —2.

Stoga vrijedi
r+y=20 xy = 0.

Jedino rjesenje ovog sustava je (0,0). Prema tome rjesenje danog sustava je (z,y, z) = (0,0, —2).

Zadatak B-2.2.

Koliko ima cijelih brojeva x za koje je vrijednost izraza

(z—12)(x — 3%)...(x — (2k — 1)?)... (x — 2019?)
(x— 2)(x —42).. (x — (2k)2) ... (x — 2020?)

negativna?
Rjesenje.

Predznak danog izraza se mijenja u nultockama brojnika i nazivnika kao sto je prikazano na
slici.
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Koristedi ovaj prikaz (ili tablice predznaka) zakljucujemo da je vrijednost promatranog izraza
pozitivna za sve x < 11ix > 20202, a na intervalima odredenim nultockama brojnika i nazivnika
12,2232, ..., 20192, 20202 predznak ¢ée biti negativan na intervalima

(12,22),(32,42), ... ((2k — 1)%,(2k)?), . .., (2019%,2020%).
Broj cijelih brojeva koji su unutar tih intervala je

(221 = 1)+ (4> =3 —1)+---+((2k)* = (2k — 1) — 1) + - - - + (20207 — 2019* — 1)
= (22— 1)+ (4> =3 + -+ ((2k)* — (2k — 1)) + - - - + (2020% — 2019%) — 1010
=2-1)24+1)+4-3)4+3)+ -+
((2k) — (2k — 1))((2k) + (2k — 1)) + - - - + (2020 — 2019)(2020 + 2019) — 1010
2020 - (1 + 2020)
2

=1+24+3+4+---+2020—-1010 = — 1010 = 2040200.

Zadatak B-2.3.

Odredite dva pozitivna broja, djeljiva sa cetiri, tako da razlika njihovih kubova bude ¢etveroz-
namenkasti broj djeljiv s 91.

Rjesenje.
Neka su trazeni brojevi x i y, x > y. Bududi da su djeljivi sa 4, vrijedi x = 4a, y = 4b, za neke
prirodne brojeve a i b, a > b.

Prema uvjetu zadatka, vrijedi
(4a)® — (4b)* = 64(a® — b*) = 64 - 91k, k e N.

Kako broj mora biti ¢etveroznamenkasti, a 64 - 91 = 5824 slijedi £ = 1.
Tada je a® — b® = 91 odnosno (a — b)(a® + ab + b*) =7 13.

Vrijedi a® + ab + b* = (a — b)? + 3ab > (a — b)> > a — b za a — b > 1. Dakle faktor a — b mora
biti manji od faktora a? + ab + b* pa je dovoljno rijesiti ove sustave jednadzbi:

(1) a—b=1, a*+ab+V*=91;
(2) a—b=T, a? + ab + b* = 13.

Rjesavanjem sustava (1) dobivamo jednadzbu b* + b — 30 = 0 kojoj je pozitivno rjeSenje b = 5.
Tada je a = 6.

Rjesavanjem sustava (2) dobivamo jednadzbu b? + 7b + 12 = 0 koja nema pozitivnih rjeSenja.

Dakle, trazeni brojevisuz =4-6=24iy=4-5 = 20.
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Zadatak B-2.4.

Iz kvadratne mreze izrezan je krug sa sredistem u tocki O polumjera

4 cm prikazan na slici. 0 .\
Ako je |OA| = 2 cm, izracunajte ukupnu povrsinu osjencanih dije-

lova kruga.

Rjesenje.

Povrsinu jednog osjencanog dijela racunamo tako da od povrsine kruznog isjecka OC'D oduz-
memo povrsinu trokuta OC'D i pridodamo povrsinu trokuta EC'D.

Pravokutni trokuti OAD i CBO su sukladni (SSK) i vrijedi:

2
sina = 1= 0.5, a=30°, pB=60°, <COD =<AOD —<BOC =p—a=30°

Prema Pitagorinom poucku je (2 + z)? + 22 = 42, odnosno = = 2v/3 — 2.
2 4
Povrsina kruznog isjecka OC'D jednaka je P; = % = ?ﬂ cm.

Povrsina trokuta OCD jednaka je Pocp = & - 42sin 30° = 4 cm.

1
2
Povisina trokuta EC'D jednaka je Pgcp = 3 2 (2‘/5’%2)2 = (8 — 4v/3)cm.

Trazena povrsina jednaka je

4 16
P:4(R—POCD+PECD)=4<;—4+8—4\/§) - (37T+16—16\/§>cm.
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Napomena: Povrsina trokuta OC'D se moze izracunati i bez formule P = %ab sin y:

P

= (e x‘fd@ - (x\f)z _ (2\/§;2>\/§\/

— (VB V2V8+4v3 = (V6 — V2)2(8 + 4v3) = /(8 — 1v/3) (8 + 43) = 4.

16—;@v§—zy

Zadatak B-2.5.

Test iz matematike sastojao se od tri zadatka. Profesor Maks priopcio je ucenicima rezultate
testa pomalo neodredeno, postavljajuc¢i novi zadatak:

Prvi i drugi zadatak tocno je rijesilo 7 ucenika, drugi i tre¢i zadatak 9 ucenika, a prvi i treéi
zadatak tocno je rijesilo cak 13 ucenika. Koliko je najmanje ucenika toc¢no rijesilo sva tri
zadatka?

Poznato je da su u razredu 24 ucenika i da nema ucenika koji nije rijesio niti jedan zadatak.
Rjesenje.
Broj ucenika koji su rijesili samo prvi i drugi zadatak oznac¢imo s a, samo prvi i trec¢i s b, samo

drugi i tre¢i s c¢. Neka je d broj ucenika koji su toc¢no rijesili sva tri zadatka, e broj onih koji su
tocno rijesili samo prvi zadatak, f samo drugi i g samo treéi.

Tadajea+d=7b+d=13, c+d=9,a+b+c+d+e+ f+g=24

Zbrojimo prve tri jednakosti: a+b+c+3d = 29. Kako jea+b+c+d+e+ f+ g = 24, slijedi
a+b+c+3d+e+f+g=24+2d,294+e+ f+g=24+2d, e+ f+9g+5=2d.

Prema uvjetu zadatka e + f + ¢ je nenegativan broj.
Za e+ f+ g =0 bilo bi 2d = 5, $to je nemoguce.
Kada je e + f + g = 1 vrijedi d = 3. To je najmanja moguca vrijednost broja d.

Najmanje je troje ucenika toc¢no rijesilo sva tri zadatka.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
26. listopada 2020.

Zadatak B-3.1.
Rijesite jednadzbu
2% + 2z sin(xy) + 1 = 0.

Prvo rjeSenje.

Ova ¢e jednadzba imati realna rjeSenja ako je diskriminanta (kvadratne jednadzbe po z) veca
ili jednaka 0, odnosno
4sin®(zy) —4 > 0.

S obzirom da je sin?(xy) < 1, gornja je nejednakost moguca samo ako je sin?(zy) = 1.

Tada je sin(zy) = +1, odnosno xy = +% + 2kn, k € Z.

Iz sin(xy) = 1 i poCetne jednadzbe slijedi 22 +2x+1=0,pajexz = —1,ay = 5 +2kn, k€Z.
Analogno, za sin(zy) = —1 dobivamo z =1, a y = =7 + 2km, k € Z.

Dakle, rjesenja (z,y) dane jednadzbe su (1, -3 + 2k7) i (=1, 5 + 2k7), k € Z.

Drugo rjeSenje.

2

—1—2? —1—=z

< 1, te
2x

Iz dane jednadzbe slijedi sin(zy) = , pa zbog |sin(zy)| < 1 vrijedi

2z
dalje redom
1+ 2 <[22 1—22|+22<0  (1—z))?<O0.

Posljednja nejednakost vrijedi samo ako je |z| =1 tj. x = £1.
Zax=1jesiny=—1pajey=—3+2km k€L,
azax=—1izsiny = 1slijedi y = § + 2km, k € Z.

Trece rjesenje.
Dana jednadzba je redom ekvivalentna s
2% + 2z sin(xy) + sin®(zy) = sin’(zy) — 1
(z + sin(ay))? = — cos®(zy)

Ovo je moguée samo ako je x + sin(xy) = cos(zy) = 0.

Iz cos(zy) = 0 slijedi xy = § + 2k7 ili 2y = —F + 2k7 (k € Z).
U prvom slucaju je sin(ry) = 1, x = —1, y = § + 2km, k € Z,
a u drugom sin(zy) = -1, v =1,y = =5 + 2k7, k € Z.
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Zadatak B-3.2.

Koliko nejednadzba
X1+ T2+ ...+ T < 103

ima rjesenja za koja su x1, xs,. .., T190 prirodni brojevi?
Rjesenje.
Budu¢i da su x; prirodni brojevi, svaki x; mora imati vrijednost barem 1. To znaci da treba

odrediti na koliko nacina zbroj prirodnih brojeva x1 +x2 +. ..+ 2190 moze biti jednak 100, 101,
102 i 103.

Zbroj 100 moze se dobiti samo na 1 nacin, kad su svi pribrojnici x; = 1.

Zbroj 101 dobijemo ako je jedan od pribrojnika jednak 2, a ostalih 99 je jednako 1. Taj
pribrojnik mozemo izabrati na 100 nacina.

Zbroj 102 dobijemo u ovim slucajevima:
— jedan pribrojnik jednak je 3, a ostalih 99 je 1 — za to postoji 100 nacina

— dva pribrojnika jednaka su 2, a ostalih 98 je 1 — za to postoji (1(2)0> = % - 100 - 99 nacina.

Zbroj 103 se moze dobiti ako je:

- jedan pribrojnik jednak 4, a ostalih 99 je 1, sto je moguce na 100 nacina

- jedan pribrojnik jednak 3, jedan pribrojnik je 2, ostalih 98 je 1, Sto je moguce na 100 - 99
nacina

- tri pribrojnika jednaka 2, ostalih 97 je 1, Sto je moguée na % nacina.
Dakle, ukupno je
100 - 99 100-99 - 98
14100 + 100 + +100+100~99+ﬁ:176851

rjesenja dane nejednadzbe.

Zadatak B-3.3.

Odredite koliko parova prirodnih brojeva (z,y) zadovoljava jednadzbu
10g2 (logzw (10g2y 2102020)> _ O
Koji je najveéi umnozak zry medu svim takvim parovima?

Rjesenje.

1 2020
Dana je jednadzba ekvivalentna s logs. <log2y 2102020) = 1, odnosno log,. <log ) = 1.
)

2020

Slijedi = 2% pa je
102020 22020 . 52020

Y= "0 T o

— 22020—$ . 52020‘

Buduéi da su x i y prirodni brojevi, vrijedi 2020 — z > 0 pa je x < 2020, odnosno =z €
{1,2,3,...,2020}. Dakle, ima 2020 trazenih uredenih parova

(1,7 y) — (x’ 22020795 . 52020)_
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22020=z . 52020 jo pajvedi kad je umnozak x - 27% najvedi.

Promotrimo razliku umnozaka z - 2% i (v + 1) - 27(@+1),

-2 — (x+1)-27@) =979y g — 1) = 2727z — 1).
Ocito je ova razlika pozitivna za sve x > 1, sto znaci da se vrijednost umnoska x - 27% smanjuje

s povecanjem broja x, pa je njegova vrijednost najveca za xr = 1.
102020

2

Umnozak xy = x -

Dakle, najveéa vrijednost umnoska je 2209 . 52020 —

Zadatak B-3.4.

U kvadrat ABCD upisana je kruznica k. Iz toc¢ke T koja pripada kruznici k dijagonala AC
vidi se pod kutom «, a dijagonala BD pod kutom f3.

Dokazite da je tg?a + tg® 3 = 8.

Prvo rjeSenje.
Neka je polumjer kruznice k£ jednak r, a njezino srediste ishodiste koordinatnog sustava O.
Koordinate vrhova kvadrata su A(—r,—r), B(r,—r), C(r,r), D(—r,r), a koordinate tocke T’
su (x,y).
Tocka T je od sredista udaljena za r, odnosno vrijedi /22 + y2 = r, pa je 22 +y? = r%. Kut «
je kut izmedu pravaca AT i CT, a kut 8 kut izmedu pravaca BT i DT. Stoga je
ker — k kpr — k
tga = cr AT7 te B = DT — RBT

1 + kCTkAT 1 + kDTkBT
Slijedi

r—y —r—y
ker — kar _ _r—xr -—r—uw
L+korkar 1, "7Y "7

r—r —r—=w

tga =

r—yr+x—r+yr—x  2rx—2ry

r—ar+z+r—yr+y 2r2—x2—y?
2y —
Kako je 2% + y? = r?, slijedi tgazu_
r
Analogno je
r—vy -r—y
_ —r—x  r—x
tgﬂ_lJr r—y —r—y
—r—x r—ux
r—yr—x—r—+yr+u _—2r:)3—2ry_2(:v+y)
C —r—ar—ax4+r—y-—r—y —r2 N ro
Tada je
Az —y)?2 Az +y)? 4
tg“+tg2ﬁz ( zy) + ( 23/) :?($2—2$y+y2+x2+2xy+y2)
r r r
8 8
Zﬁ(x2+y2)zr—2-r2:8.

Drzavno natjecanje iz matematike 2020. 13/19



Drugo rjeSenje.

Neka je polumjer kruznice k jednak r, a njezino srediste ishodiste koordinatnog sustava O.
Koordinate vrhova kvadrata su A(—r,—r), B(r,—r), C(r,r), D(—r,r), a koordinate tocke T
u (z,y). Time su odredeni vektori

—

TA=(—r—a)i+(-r—y)j TC=(r—a)i+(r—y)J
ﬁ (r—x); + (—r )j, ﬁ r—x?+(r—y)j’,
O7—x;+yj, |O7|2—as + 9 =12

Tada je kosinus kuta a jednak

o LA-TC (= 2)(=r —2) + (-1 — P)r — )
TA T Jr—ap + (cr =97 — P + ()
—2r? + 2 + y? B —r? —r

B \/3T2+2r(x+y) . \/37“2 —2r(x +y) B \/9r4—4r2(x+y) \/97‘2 4(x +y)?

TB-TD (—r—a)(r =)+ (r—y)(r —y)
CTBITBl P+ (or =yl Jor— 2+ ()
_ —2r? 4+ 2% + 92 _ —r? _ .
\/37“2 —2r(x —y) - \/37“2 +2r(x —y) \/97“4 —4r?(x —y)? \/97“2 — 4(x —y)?

Slijedi
t?a = _1_9r —4(3:—1—3/)2_1:47“2—8953/,
cos? r? r2
ta? = 1 _1:9r2—4(x—y)2_1:4T2+8my7
cos? 3 r2 r2
te konacno g 2 g
tg? o+ tg? g = T xy+ T Y _s.

r2 r2

Zadatak B-3.5.

I[zra¢unajte obujam pravilne Cetverostrane prizme ABC'DA; B,C D, ako je |AB| = ai<C1AB+
<IClAC = 1350.
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Prvo rjeSenje.

Neka je <C1AB = o, <C1 AC = 3, a visina prizme v. Dakle, vrijedi o + = 135°.
av/2

|AC, |’

a
|ACH|

Iz pravokutnog trokuta Cy}AC' je cos f =

a iz pravokutnog trokuta C1AB je cosa =

i
cosfB cosa

cos f = V2 cos(135° — ) = V/2(cos 135° cos 3 + sin 135° sin ) = — cos 3 + sin §.

Dakle vrijedi odnosno cos f = v/2sina pa dobivamo

[z cos 8 = — cos 8 + sin ( slijedi tg § = 2.
Iz pravokutnog trokuta C} AC' imamo tg g = aL\/i pa je v =tg - av/2 = 2a/2.
Dakle, obujam prizme je V = B -v = a? - 2av/2 = 2a*/2.

Drugo rjeSenje.

Neka je <C1AB = «, <C1AC = 3, a visina prizme v. Dakle, vrijedi oo + § = 135°.

v
Iz pravokutnog trokuta C; AC imamo tg f = ——=

a2’
-

a iz pravokutnog trokuta C1AB je tga =

t t
Kako je tg135° = tg(a + ) = tgatitel vrijedi tga +tgf =tgatg S — 1.

C1—tgatgf
JOZ - a2 v
Kako je tga = G i tg 8 = —= iz prethodne jednakosti dobivamo
a

av/2
VT IR CE T,
a av/2 a av/2
Iz ove jednakost slijedi v = 2av/2.
Stoga je obujam prizme V = B - v = a? - 2aVv/2 = 2a*V/2.

— 1.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
26. listopada 2020.

Zadatak B-4.1.
Rijesite jednadzbu

108020 V& + 1083020 V% + 1082020 V& + - .. + 1083000 NV + ... = log, 7 + log, 505.
2
Rjesenje.
Rjesenje jednadzbe mora zadovoljavati uvjete: © > 0, x # 1.
Lijeva strana jednadzbe je
1082020 V& + 1082020 V& + 1089090 VT + - . . + 102029 VT + ...
1 1 1 1
1 1 1 1

o1 1 I o 1. .

Kako je -+ -+ - +...+ — + ... geometrijski red s prvim ¢lanom a; = 5 i kvocijentom

2 4 8 2n
1

q= %, njegova suma je ] 2 =1 pa je lijeva strana dane jednadzbe jednaka log,gy .

2

Desna strana jednadzbe je + log, 505 = 2log, 2 + log, 505 = log, 2020.

log,

Dakle, zadana jednadzba ekvivalentna je jednadzbi logyyyy = log £2020. Slijedi

) 1

0 r=—

Ba020 1083020 2

odnosno (1ogyge0 )° = 1, tj. 1089090 = = 1 ili logyge = = —1. RjeSenja su z = 2020 i = =

2020

Zadatak B-4.2.

U kompleksnoj ravnini nalazi se jednakostranicni trokut ABC. Kompleksan broj z = /3 + 4i
pridruzen je vrhu C', a kompleksan broj z = i sredistu S tom trokutu opisane kruznice. Odredite
kompleksne brojeve pridruzene vrhovima A i B.
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Rjesenje.

Koordinate tocke C su (v/3,4), a tocke S(0,1). Polumjer trokutu opisane kruznice jednak je

R=((0-v3?2+(1—4)2=12=2V3.

av3
3

Tada duljinu stranice danog trokuta racunamo iz R = “¥= i ona iznosi a = 3—\/% =6

Kako se vrhovi A i B nalaze na kruznici opisanoj trokutu ABC', njihove koordinate zadovolja-

vaju jednadzbu z? + (y — 1)? = 12.
Takoder, iz |AC| = 6 slijedi (z — v/3)? + (y — 4)? = 36.
V3

Oduzimanjem ovih dviju jednadzbi i sredivanjem dobivamo y = —1 — ¥2x. UvrStavanjem u

3

prvu jednadzbu dobivamo kvadratnu jednadzbu z2 4+ /32 — 6 = 0 kojoj su rjesenja z; = —2/3
i £ = /3. Tada je y; = 11y, = —2. Dakle, vrhu A pridruzen je kompleksan broj 2v/3 + i, a

vrhu B kompleksan broj /3 — 2i.

Zadatak B-4.3.
Neka je f: R — (—1,1),

100~ — 100*
1) = 1001007
Odredite f~!(z) — f~1(1 + 22).
Rjesenje.
Odredimo inverznu funkciju funkcije f. Zapisimo funkciju f na sljedeéi nacin:
~ 1007 — 100" 100" 1 —100*
©1007* 41007 100 14 1002*"

y = f(z)

Nadalje vrijedi
y+y-100% =1 — 100

l—y
odnosno 100%*(y + 1) = 1 — y, pa je 100** = —=.
(y+1) Y, pa Ty
) 1 11—y 1 11—y
Odatlejea::ilogloomzilogm.
Slijedi . .
1 — T
.
pa je
1. 1—-(1+2z) 1 —2z 1 -z
-1
S 2e) = glos g o) T 1% a5, T 1% Ty
Konac¢no
1 l—2 1 —T 1 1—x
-1 -1
- 1+27)= -1 - - zo —1
fo@) = [T+ 20) = Jlog - — plog 7 = 7 {log —— — log
_11 (1—3:. —x>_11 1—:1:_11 r—1
T\l 1y AT T
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Zadatak B-4.4.

Niz realnih brojeva (a,) zadan je rekurzivno s

3 Ap—2 * Qp—1
a1:1, as = —, an:—zan>3.
b} 2an—2 — Qp-1

Odredite a2020-

Prvo rjeSenje.

Clanovi niza (a,) su 1, %, %, %,. .., a niz njihovih recipro¢nih vrijednosti 1, g, %, %,. ..
Pokazat ¢emo da je niz (ai aritmeticki niz. Op¢i ¢lan niza reciproc¢nih vrijednosti je
n
1 2an,2 — Ap—1 2 1
Qp, Ap—20p—1 an—1 Ap—2

Slijedi

1 ( 1 1 ) 1
— + — = s
2 Ap—2 Qp, an—1

pa je svaki ¢lan niza (ai), pocevsi od drugog ¢lana, aritmeticka sredina susjednih ¢lanova.
n

2 2
Prvi ¢lan tog niza jednak je 1, a razlika d = 3 Tada je =1-+2019- 3= 1347, a trazeni

2020
clan azp20 = 75 5-
1347
Drugo rjeSenje.
Clanovi niza (a,) su 1, 2,2, 3

3

Dokazimo matematickom indukcijom da je op¢i clan ovog niza a, = 3.°5.

Baza indukcije. Provjerimo tvrdnju zan=11in = 2.

3

(11:7:1,@:@

= %, sto je tocno jer su to zadane vrijednosti.

Korak indukcije.

Pretpostavimo da je a,,_1 = 27%1 ia, = %ﬂ za neki prirodni broj n > 2. Tada je
3 3
(p-1 - 0n n—1  Zn+l 9 3 3
an - = l"et L) = = = = .
TRt R B O R (R
Dakle, tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n, pa je asgg = 40% = ﬁ.

Zadatak B-4.5.

Duljina stranice kvadrata ABC'D iznosi 24 cm. Toc¢ka P je na dijagonali AC i vrijedi |[AP| >
|PC|. Tocka S; je srediste kruznice opisane trokutu APB, a tocka Sy srediste kruznice opisane
trokutu PCD. Ako je |<1S1PS;| = 120°, odredite |AP|.
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Rjesenje.

Trokuti ABP i ADP su sukladni prema poucku SKS (|AB| = |AD|, AP je zajednicka stranica,
a kut <BAP je sukladan kutu <DAP). Stoga je |BP| = |DP|. Vrijedi <PAB = 45° i to je
obodni kut nad tetivom PB, a kut <PCD = 45° je obodni nad PD. Stoga su pripadni sredi$nji
kutovi sukladni, <BS; P = <DSsP = 90°. Slijedi ABS1P = ADS,P i |S1P| = |SyP].

Tada je trokut S;PSs jednakokracan, a kako je trokut DES, pravokutan (pravac S5, je
simetrala duzina CD i AB), redom vrijedi:

<PS5,S5, = 300, <ES,D = 90° — P55, = 600, <S;DE = 90° — 60° = 300,
<CDP =45°-30° =15°, <PDA =75, <DPA=060°.
Primijenimo poucak o sinusima na trokut PDA:

|PA| 24
sin75°  sin60°°

Tada je trazena duljina

24 si °
PA| = sm75):

60 - (sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30°) = 4v/6(v/3 + 1).
sin 60°

oSl 2
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