ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Marko je nacrtao pravokutnik s dvije plave stranice duljine 24 i dvije crvene stranice
dulijne 36. Svaku tocku unutar pravokutnika je obojio bojom stranice koja je najbliza
toj tocki. Tocke koje su jednako udaljene od plave i crvene stranice je obojio crno.
Odredi povrsinu crvenog dijela pravokutnika.

Prvo rjeSenje.

Neka je ABC D pravokutnik takav da je |AB| = |CD| =361 |BC|= |DA| = 24.

Neka je tocka E presjek simetrale kuta <BAD i simetrale kuta <ADC, a tocka F
presjek simetrale kuta <ABC'i simetrale kuta <BCD. 1 bod

Toc¢ke na duzini AE su jednako udaljene od duzina AB i AD, stoga su sve one crne.
Analogno, tocke na duzinama BF', CF i DE su sve crne. 2 boda

NajbliZa stranica toc¢kama unutar trokuta AED je stranica AD, stoga su sve te tocke
plave. Sli¢no, sve tocke unutar trokuta BC'F' su plave. 1 bod

Toc¢kama unutar trapeza ABFE je najbliza stranica AB pa su sve one crvene. Takoder,

sve tocke unutar trapeza EF'C'D su crvene. 1 bod
D C
E F
A B

Trazena povrsina je povrsina pravokutnika ABC' D umanjena za povrsine trokuta AED
i BCF. 1 bod

Primijetimo da su trokuti AED i BCF pravokutniida je |AE| = |ED| = |CF| = |FB|.
Neka je duljina stranice |AF| jednaka a.

Pitagorin poucak u trokutu AED nam govori da je ay/2 = 24. 2 boda
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2 242
Zato je povrsina svakog od trokuta AED i BC'F jednaka % = —— = 144.

Konacno, trazena povrsina je 36 - 24 — 2 - 144 = 576.

Drugo rjeSenje.
Kao u prvom rjesenju odredujemo crveni i plavi dio pravokutnika.

Povrsinu trapeza ABFE i CDEF moZemo izrac¢unati direktno. Duljinu osnovice EF
dobivamo tako da od duljine stranice AB oduzmemo duljine visina na hipotenuzu u
pravokutnim jednakokrac¢nim trokutima AED i BCF.

Mozemo uociti da je zbroj tih visina jednak dijagonali kvadrata kojeg bismo dobili

spajanjem tih dvaju trokuta duz hipotenuze, a ocito je duljina te dijagonale jednaka

duljini stranice AD. Zato je |EF| = |AB| — |AD| = 36 — 24 = 12.

Visina trapeza CDEF je jednaka polovini visine pravokutnika.

|CD| + |EF| |AD| 36+ 12 24 %Q
2 2 2 2 2

Budué¢i da je povrsina trapeza ABFE jednaka povrsini trapeza CDEF, slijedi da
povr§ina crvenog dijela iznosi 24? = 576.

Konac¢no povrsina trapeza CDEF' iznosi

Zadatak A-1.2.

Odredi sve parove cijelih brojeva (m,n) takve da je

n? —6n=m?+m — 10.

Prvo rjeSenje.

Pomnozimo danu jednakost s 4:
4n? — 24n = 4m? + 4m — 40,
te grupirajmo izraze na lijevoj i desnoj strani
(4n* — 24n + 36) — 36 = (4m® + 4m + 1) — 41
tako da mozemo uociti potpune kvadrate

(2n —6)* +5 = (2m + 1)*.

Prebacimo li konstantu na jednu stranu te primijenimo formulu za razliku kvadrata,
dobivamo

5=0C2m+1-2n4+6)2m+1+2n—06)=(2m —2n+7)(2m + 2n — 5).

Sada mozemo promotriti cetiri linearna sustava dviju jednadzbi s varijablama m i n
jer broj 5 mozemo prikazati kao umnozak cijelih brojeva na Cetiri nac¢ina: 1-5, 5-1,

(=1) - (=5) 1 (=3) - (=1).
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Ako je 2m —2n+7=ai2m + 2n — 5 = b, rjeSenje tog sustava je

b2 b—a+12
m:a+4, n:a4+. 2 boda

Uvrstavanjem moguénosti (a,b) = (1,5),(5,1),(—1,—5), (=5, —1) dobivamo rjeSenja
(m,n) =(1,4),(1,2),(-2,2), (—2,4). 1 bod

Drugo rjeSenje.

Danu jednakost mozemo zapisati kao

n*—6n+9=m?+m-—1, odnosno (n—3)>=m*+m — 1. 2 boda
Pretpostavimo najprije da je m > 0, tada je m? +m — 1 > m?. 1 bod
Takoder je m*> +m —1 <m?+2m+ 1= (m+ 1) 1 bod
Dakle, ako je m > 0, broj m? + m — 1 je potpun kvadrat ako i samo ako je m = 1. 1 bod
Uvrstavanjem dobivamo da je (n—3)? = 1 pa time dobivamo dva rjesenja (m,n) = (1,2)
i(m,n)=(1,4). 1 bod
Pretpostavimo sada da je m < 0, neka je m = —k, gdje je k > 0, dobivamo jednadzbu

(n—32=k —k—1.

Opet, primijetimo da je ¥ — k — 1 < k2. 1 bod
Za k =01k =1 dobivamo (n — 3)? = —1, $to je nemoguce, a za k > 2 je

B —k—1>2k —-2k+1=(k-1)>~ 1 bod
Dakle, broj k> — k — 1 je potpun kvadrat ako i samo ako je k = 2. 1 bod

Uvrstavanjem dobivamo kao i prije da je (n — 3)* = 1, time dobivamo jo$ dva rjesenja
(m,n) =(-2,2) i (m,n) = (-2,4). 1 bod

Trece rjesenje.

Zapisimo jednakost na sljede¢i nacin
n?—6n—8=m’+m—2
i faktorizirajmo obje strane
(n—4)(n—2)=(m—1)(m+2). 1 bod
Ako su obje strane jednakosti jednake 0, dobivamo cetiri rjesenja:
(m,n) € {(1,4),(1,2),(-2,2),(—2,4)}. 1 bod

Pretpostavimo da nijedna strana jednakosti nije 0.

Lijeva strana je negativna ako je n = 3, a desna ako je m = 0 ili m = —1, no to ne
daje rjesenje. Zato mozemo pretpostaviti da su obje strane jednakosti pozitivne. 1 bod
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Prvi slucaj. Pretpostavimo dajem—1 <n—4. Tadajem—1 < n—3,tj. m+2 <n—2.
Ako su brojevi n—4, n—2, m—11m+2 pozitivni, onda je (m—1)(m+2) < (n—4)(n—2),
a ako su svi negativni onda je (n —4)(n —2) < (m — 1)(m + 2), $to je kontradikcija.
Pretpostavimo da su m — 1 i m + 2 negativni, a n — 4 i n — 2 pozitivni brojevi. Ako je
—m—2 <n—4,ondaje —m+1<n—2. Iz toga slijedi (m—1)(m+2) < (n—4)(n—2),
sto je nemoguce. Akoje —m —2 >n—4,ondaje —m+1>n—1>n—2, paje
(m—1)(m+2) > (n—4)(n — 2), sto je takoder nemoguce.

Drugi slucaj. Pretpostavimo da je m —1 > n — 4, onda je m + 2 > n — 2. Analogno
kao u prvom slucaju mozemo razlikovati slucajeve jesu li svi brojevi istog predznaka
i slucaj kad su brojevi n — 2 i n — 4 negativni, a m — 1 i m + 2 pogzitivni. U svim
slu¢ajevima dobivamo kontradikciju kao u prvom slucaju.

Zadatak A-1.3.
Neka su a, bi ¢ razli¢iti pozitivni realni brojevi takvi da je (a+b—c)(b+c—a)(c+a—0b) #
0. Dokazi da barem jedan od brojeva
a+b b+c cta
atb—c b+c—a c+a-—b

pripada intervalu (1,2) i da barem jedan od tih brojeva ne pripada tom intervalu.

Prvo rjesenje.
Primijetimo da se zapravo treba dokazati da barem jedan od brojeva

a+b—c_1 c b+c—a_1 a c+a—b_1 b

atb  a+b btrec  btc c+a c+a

pripada intervalu <%, 1> i da barem jedan od tih brojeva ne pripada tom intervalu.
Odnosno, da barem jedan od brojeva

c a b
a+b b+c c+a

pripada intervalu <0, %> i da barem jedan od tih brojeva ne pripada tom intervalu.
Brojevi a, b i ¢ su pozitivni realni brojevi pa su sva tri navedena broja pozitivna, tj.

veéa od 0.

1
Pretpostavimo li da su sva tri broja veéa od ili jednaka 3 to znaci da je

2cza+b, 2a>=>b+4+c, 2b>c+a.

Zbrajanjem ovih nejednakosti imamo da je 2(c +a +b) > 2(a + b+ ¢), a to je moguée
jedino ako vrijedi jednakost, Sto znaci da je

c a b 1

atb b+c c+a 2

Medutim, ovo daje a = b = ¢, sto nije moguce prema uvjetu zadatka. Dakle, barem

jedan od navedenih razlomaka je manji od 3
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1
Sli¢no, pretpostavimo li da su svi razlomci manji od 3 odmah dolazimo do kontradikcije

jer bi tada moralo biti da je

2(c+a+b) <2a+b+c),
sto je nemoguce. 1 bod
Dakle, barem jedan od razlomaka je veci od ili jednak ; 1 bod

Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju zakljucujemo da zapravo treba dokazati da barem jedan od

brojeva
c a b

a+b b+c c+a

1

pripada intervalu <0, §> i da barem jedan od tih brojeva ne pripada tom intervalu. 3 boda

Brojevi a, b i ¢ su pozitivni realni brojevi pa su sva tri navedena broja pozitivna, tj.
veca od 0. 1 bod

Brojevi a, b i ¢ su medusobno razli¢iti, a razlomci koje promatramo su simetri¢ni
u varijablama a, b i ¢, stoga smijemo pretpostaviti uredaj medu brojevima a, b i c.
Pretpostavimo da je a < b < c. 4 boda

Tada je

- 1 bod

Takoder je i

- 1 bod

Zadatak A-1.4.

Neka je D noziste visine iz vrha C jednakokracnog trokuta ABC s osnovicom AB.
Toc¢ka M je poloviste duzine C'D. Pravci BM i AC sijeku se u tocki E.

Odredi omjer |CE| : |AC.
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Prvo rjeSenje.

Neka je tocka F poloviste stranice AC.

Kako je tocka F poloviste stranice AC, a toc¢ka M poloviste stranice C'D, zakljuéujemo

da je duzina F'M srednjica trokuta ADC.

Iz toga je najprije
AD AB
pag|— 14D]_14B]
2 4

gdje druga jednakost vrijedi zato $to je tocka D poloviste stranice AB (trokut ABC

je jednakokracan).

Nadalje, pravac F'M je paralelan pravcu AB pa je

IMFE =<BAE i <FMEFE = <ABE.

Dakle, trokuti FMFE i ABFE su sli¢ni pa je

\FE| |FM| 1

|AE|  |AB] 4

Kako je |AF| + |FE| = |AE| = 4|FE|, dobivamo da je |FE| =
Kona¢no mozemo izracunati da je

|AC| B |AC| B |AC|
2 6 37

CE| = |CF| ~ |FE| =

odnosno

|CE|:|AC|=1:3.
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Drugo rjeSenje.
Neka je tocka G poloviste stranice BC. 1 bod
Tocka T neka je presjek duZzina BM i DG. 1 bod

A B

Kako su toc¢ke M i G polovista stranica C'D i BC, zaklju¢ujemo da je tocka T teZiste

trokuta BC'D. 2 boda
Stoga je |GT|: |DG|=1:3. 1 bod
Trokut ABC' je jednakokracan pa je tocka D poloviSte stranice AB. Kako je i tocka

G poloviste stranice BC', zakljucujemo da je duzina DG srednjica trokuta ABC. 2 boda
Dakle, pravci DG i AC' paralelni. 1 bod
Konaéno je |CE|: |AC| = |TG|: |DG|=1:3. 2 boda

Zadatak A-1.5.

Dano je 599 zutih i 301 plava kuglica. Moze li se te kuglice poredati u niz tako da je
broj kuglica izmedu bilo koje dvije plave kuglice razli¢it od 2 i od 57

Prvo rjeSenje.
Odgovor je ne.

U nizu brojeva od 1 do 900, promotrimo 300 disjunktnih grupa pozicija
{9k + 1,9k + 4,9k + 7}, {9k +2,9k+ 5,9k +8}, {9k + 3,9k + 6,9k + 9}

zak=0,1,2,...,99. 6 bodova

__NONONORORON®

Bududi da imamo 301 plavu kuglicu, prema Dirichletovom principu, u jednoj grupi ¢e
se sigurno nalaziti pozicije barem dviju plavih kuglica. Te dvije kuglice ¢e izmedu sebe
imati dvije ili pet drugih kuglica. 4 boda
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Drugo rjeSenje.

Ne moze, tj. kako god poredali kuglice uvijek ¢e postojati dvije plave izmedu kojih se
nalaze toc¢no 2 ili to¢no 5 drugih kuglica.

Oznacimo kuglice brojevima 1, 2, ...,900. Ono sto moramo dokazati je da postoje dvije
plave kuglice oznaka i i j tako da vrijedi |i — j| = 3 ili |i — j| = 6.

Buduc¢i da je dana 301 plava kuglica, prema Dirichletovom principu oznake barem 101
plave kuglice daju isti ostatak pri dijeljenju s 3.

Tvrdimo da medu tom 101 plavom kuglicom postoje dvije kuglice oznaka ¢ i 7 tako da
vrijedi |i — j| = 3 ili |i — j| = 6.

Pretpostavimo i suprotno, za oznake i i j bilo kojih dviju (medu tom 101 kuglicom)
vrijedi |i — j| > 9 jer i i j daju isti ostatak pri dijeljenju s 3.

Tada bi medu tom 101 plavom kuglicom bilo to¢no 100 parova uzastopnih kuglica, sto

znaci da je najvec¢a oznaka medu tom 101 kuglicom barem 1+ 9-100 = 901 > 900, sto
je kontradikcija.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Neka je z kompleksni broj za koji vrijedi
|z —5|=|z—1| +4.
Dokazi da je z realni broj.

Prvo rjeSenje.

Neka je z1 =11 29 = 5.

Im 2

Rez

() 21:1 22:5

Prema nejednakosti trokuta vrijedi
|z — 2| = [(z — 21) + (21 — 22)| < |2z — 21| + |21 — 22,

odnosno
|z =5 < |z —1|+ 4. 6 bodova

Pritom jednakost vrijedi samo ako je trokut degeneriran, tj. samo ako z lezi na pravcu
koji prolazi tockama z; i 2. 4 boda

Prema tome, ako vrijedi jednakost iz zadatka, z mora lezati na realnoj osi.
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Drugo rjeSenje.

Neka je z = x + yi, pri cemu su z,y € R. Uvjet zadatka tada mozemo zapisati kao

V=52 4y =z =12 442 44
Kvadriranjem dobivamo
(2 =5 +y" = (@— 1) +¢* + 16+ 8/(x — 1)* + 7,

a daljnjim sredivanjem ovog izraza dolazimo do

l—z=1/(x—1)2+y2
Konacno, kvadriranjem dobivamo

(1-2)*=(z—1)"+y’,
odakle slijedi 4> = 0, tj. y = 0.

Prema tome, vrijedi z = z, dakle z je realni broj.

Zadatak A-2.2.

Kvadrat ABC'D ima stranicu duljine 1. Neka je tocka X na stranici AB, a totka Y
na stranici AD tako da je <CXY = 90°. Odredi polozaj tocke X za koji je povrsina
trokuta C'DY najmanja moguca.

Prvo rjeSenje.

Neka je x = |AX]|, a y = |AY|. Trokuti AXY i BCX su sli¢ni: oba su pravokutna, a
vrijedi i <AXY = <BCX jer se radi o kutovima s okomitim kracima.

D 1 C
[ ]

Zaklju¢ujemo da vrijedi

|1BO|  |AX]| , I
|IBX|  |AY| Cl—az oy
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Odavde slijedi y = z(1 — x) = z — 2%

Sada mozemo povrsinu trokuta C'DY izraziti kao funkciju od x:
1
P@Mﬁj:iu?—x+1y

(2?2 — 2z + 1)

N[

Prema tome, potrebno je odrediti x € [0, 1] za koji funkcija P(z) =
postize najmanju mogucéu vrijednost.

Vidimo da je P(x) kvadratna funkcija s pozitivnim vodeé¢im koeficijentom i tjemenom
u tocki x = % Odavde zakljucujemo da se najmanja mogucéa povrsina postize za x = %,
odnosno u situaciji kada je X poloviste duzine AB.

Drugo rjeSenje.
Neka je « = <BCX. Kad tocka X varira od B do A onda tg« varira od 0 do 1.

Iz pravokutnog trokuta BC'X slijedi |BX| = tga.

Tada je |AX| =1 —tga. Bududi da je <CXY = 90°, slijedi da je <AXY = «, pa iz
pravokutnog trokuta AXY slijedi |[AY| =tga - |[AX]| =tga(l —tga).

Vrijedi |DY| = 1 — |AY|, pa povrsina trokuta C' DY iznosi
P(a)=P(CDY)=1—-tga(l —tga).

2
Buduéi da je prema A-G nejednakosti tga(l —tga) < (W) = i, a jednakost
se postize kad je tg a = 1—tg a, funkcija P(«) postize najmanju vrijednost za tga = %,
tj. kad je X poloviste stranice AB.
Trece rjesenje.

Neka je P poloviste stranice AB.

A

Promotrimo ovisnost povrsine trokuta C'DY o polozaju tocke X. Pokazat ¢emo da je
to funkcija koja je simetricna oko tocke P, te da je padajuca funkcija za sve polozaje
tocke X izmedu A i P.
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Iz toga slijedi da je trazeni polozaj tocke X upravo tocka P. 1 bod

Neka su X; i Xy Centralniosimetriéne tocke na stranici AB u odnosu na P. Neka su
tocke Y7 i Y5 na stranici AD takve da je <CX1Y; = 90° = <C X,Y5, a tocka S poloviste
duzine CY;.

Tocka S je dakle srediste opisane kruznice trokutu C'X,Y; i C'Y] je promjer te kruznice.

Pravac PS je okomit na AB, pa je to simetrala duzine X; Xs, tj. vrijedi |SX;| = |SXa|.
Zato tocka Xy lezi takoder na spomenutoj kruznici i vrijedi <CX,Y; = 90°. Dakle,
tocke Y] i Y5 se podudaraju, tj. vrijedi simetri¢nost povrsine C'DY u ovisnosti o polozaju
tocke X obzirom na P. 2 boda

Promotrimo $to se dogada s povr§inom C'DY kad tocku X na duzini AP pomaknemo
prema tocki P u tocku X’. Povrsina se smanjuje jer se tocka Y pomakne prema tocki
D u tocku Y, §to mozemo vidjeti na sljedeéi.

Kao u prvom rjesenju zaklju¢imo da su trokuti AXY i BXD sli¢ni, pa vrijedi

|AX| - | X B|

AY | = ——F—— 4 boda

|AY| BO
Zelimo pokazati |[AY| < |AY'|, tj. |AX| - |XB| < |AX'| -|X'B|. Uo¢imo da je
|AX']-|X'B| = (JAX|+|X X)) - (|BX| = | X X'|) = [AX|-|[ BX|+| X X'|- (| BX"| - |[AX]),
pa tvrdnja slijedi jer je [XX'| > 01 |[BX'| > 1 > |AX]|. 2 boda
Zadatak A-2.3.
Odredi sve prirodne brojeve n za koje kvadratna jednadzba

2 —3nr+n+3=0
ima cjelobrojna rjesenja.
Prvo rjeSenje.
Neka su x1 i 25 rjesenja dane kvadratne jednadzbe. Prema Vieteovim formulama vrijedi

T1xa =n—+ 3 i r1 + x9 = 3n. 2 boda

Najprije uoc¢imo da iz prve jednakosti slijedi da su z; i x5 istog predznaka, a zatim iz
druge da su xy i z9 pozitivni. 1 bod
Iz x129 = n + 3 ¢itamo da su obje nultocke manje od ili jednake n + 3. 1 bod
Nadalje, manja nultocka mora biti manja od ili jednaka v/n + 3, tj. (bez smanjenja
opéenitosti) z1 < v/n + 3. 1 bod
Buduéi da je n + 3 > 4, mozemo iskoristiti i v/n + 3 < %(n +3). 2 boda
Sada iz 1 < 1(n+3) i 22 < n+ 3 slijedi z1 + 22 < 3(n+3), tj. 3n < 3(n + 3).
Sredivanjem ove nejednakosti dolazimo do uvjeta n < 3. 1 bod
Preostaje provjeriti ima li jednadzba cjelobrojna rjesenja za n = 1, 2,3. Uvrstavanjem i
direktnom provjerom dobivamo da jedino za n = 2 pocetna jednadzba ima cjelobrojna
rjeSenja. 2 boda
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Drugo rjeSenje.
Do gornje ograde za m mozemo doc¢i i na drugi nac¢in. Rjesenja dane kvadratne jed-
nadzbe su

3n £ \/9n2 —4(n+3)
2
Da bi ovo bili cijeli brojevi, nuzno je i dovoljno da 9n? —4(n +3) = 9n? — 4n — 12 bude
kvadrat cijelog broja. 2 boda
Ako vrijedi

T12 =

(3n — 1) < 9n? —4n — 12 < (3n)?,
onda 9n? — 4n — 12 ne mozZe biti kvadrat cijelog broja jer se nalazi izmedu kvadrata
uzastopnih cijelih brojeva. 4 boda
Druga nejednakost ocito vrijedi uvijek, a prva vrijedi ako i samo ako
(B3n — 1) < 9n®* —4n — 12
< I’ —6n+1<9n®—4dn— 12
— 13 < 2n
<— n=>".
Prema tome, za n > 7 pocetna jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja, stoga preostaje
provjeritin =1,2,...,6. 1 bod

Uvrstavanjem svih Sest moguénosti za n i direktnom provjerom dobivamo da jedino za
n = 2 pocetna jednadzba ima cjelobrojna rjeSenja. 3 boda

Zadatak A-2.4.

Dane su dvije kruznice koja se ne sijeku, polumjera r; i 7. Udaljenost diralista za-
jednicke unutarnje tangente na te kruznice iznosi 12, a udaljenost diralista zajednicke
vanjske tangente na te kruznice iznosi 16. Odredi umnozak ry7s.

Unutarnja tangenta (je ona zajednicka tangenta koja) sijece duZinu koja spaja sredista
kruznica.

Prvo rjeSenje.

Neka su tocke A i B diralista vanjske tangente, a tocke P i () diraliSta unutarnje
tangente i zadanih kruznica s polumjerima r; i 79, redom. Neka je S; srediste kruznice
polumjera ry i Sy srediste kruznice polumjera 79, a X sjeciste pravaca AB i PQ. 1 bod
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Promotrimo trokute AXS; i PXS;. Bududi da je <S1AX = 90° = <S5 PX, |S14| =
r1 = |S1 P| te im je stranica X S; zajednicka, po S-S-K poucku o sukladnosti (stranica
XS je kao hipotenuza najveca stranica u promatranim trokutima) zakljucujemo da
su trokuti AXS; i PXS; sukladni.

Iz dobivene sukladnosti slijedi da je |[AX| = |PX|i <AX S, = <PXS; = ;<9AXP. 2 boda

Analogno dobivamo da su trokuti BX S, i QX S, sukladni, iz ¢ega slijedi da je |BX| =
QX1 <BS:X = <1QS5:X = 3<Q85,B. 2 boda

Koriste¢i dobivene jednakosti zaklju¢ujemo

16 = |AB| = |AX| + |XB| = |PX|+|QX]| = |PQ| + 2|QX| = 12+ 2|QX].

Iz dobivene jednakosti slijedi da je |QX| = 2, iz ¢ega dobivamo da je |[XB| = 2 te
IAX]| = 14. 1 bod

Promotrimo trokute AXS; i BS;X. Bududi da je <<S1AX = 90° = <X BS; i

1 sukuti 1 suma kutova u cCetverokutu
<AXS) = S<AXP ot 5 (180° = <BXQ) kutova u cetyerokutu BXQS2
1 angenta je okomita na polumjer
5 (180° = (360° — <X QS — <QS,B — 15, BX)) tangenta je okomita na polum]

1 1
5 (1807 = (360° — 90° — <Q5,B — 90°)) = Q5B = <BS, X,

po K-K teoremu o sli¢nosti zakljucujemo da su trokuti AXS; i BS,X sli¢ni. 2 boda

Iz dobivene sli¢nosti slijedi da je

(&1 B |XB’

= 1 bod
|AX | T2
Koristeéi ranije pokazano dobivamo ry - ry = 2 - 14 = 28. 1 bod
Drugo rjeSenje.
Neka su tocke A i B diralista vanjske tangente i zadanih kruznica s polumjerima r i
ro redom. Neka je S; srediste kruznice polumjera ri i Sy srediSte kruznice polumjera
ry. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je r; < ry. Neka je X noziste okomice
iz tocke S na pravac B.S,. Kako je r; < ry, zakljucujemo da X lezi na duzini BSs. 1 bod

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2018. 14/27



Promotrimo cetverokut AS; X B. Buduéi da je tangenta AB okomita na polumjere
S1A 15,8 te je pravac S1X okomit na BS,, zakljucujemo da je AS;X B pravokutnik.
Iz toga slijedi da je |S1X| = |AB| =16 1 |BX| = 1. 1 bod

Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut S; XSy dobivamo

‘5152|2 = ’SlXP + ‘XSQ‘2 = 162 + (|BSQ| — ’BX')Q = 162 + (Tg — 7’1)2. (1) 2 boda

Neka su tocke P i @) diraliSta unutarnje tangente i danih kruznica.

Neka je Y noziste okomice iz tocke Sy na pravac Q)Ss. 1 bod

Promotrimo cetverokut PS1Y Q. Bududéi da je tangenta P okomita na polumjere
S1P i 5:Q te je pravac S1Y okomit na ().S,, zakljucujemo da je PS;Y Q) pravokutnik.
Iz toga slijedi da je |S1Y| = |PQ| =121 |QY| = 4. 1 bod

Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut S;Y .Sy dobivamo
1S150)* = |S1Y | + [V Syf> = 122 + (|QS,| + |QY|)? = 122 + (ry + 11)% (2) 2 boda
Oduzimanjem jednadzbi (1) i (2) dobivamo
0=16%+ (ry — )% — 122 — (ry +71)% = 112 — 4117, 1 bod

iz Cega slijedi ry7r9 = 28. 1 bod

Zadatak A-2.5.
Neka je n > 4 prirodni broj. Dokazi da medu bilo kojih n brojeva iz skupa

{1,2,...,2n— 1}

postoji nekoliko brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 2n.
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Rjesenje.
Ako broj n nije medu odabranima, onda je, prema Dirichletovom principu, medu oda-
branim brojevima barem jedan od parova (kojih ima n — 1)

{i,2n—4}, i=1,2,...,n—1.

No, zbroj brojeva u istom paru je 2n pa smo time gotovi.

Ako broj n je medu odabranima, neka su aq, as, ..., a,_1 odabrani brojevi razli¢iti od

n. Pokazimo da medu njima postoji njih nekoliko ¢iji je zbroj djeljiv s n.

Odabranih n—1 brojeva su brojevi iz skupa {1,...,n—1,n+1,...,2n—1}, primijetimo
da se medu njima svaki ostatak pri dijeljenju s n (osim 0) pojavljuje tocno 2 puta. Kako
jen—1 > 3, mozemo pretpostaviti da brojevi a; i as ne daju isti ostatak pri dijeljenju
s n. Promotrimo niz

a17a27a1+a27 "'7a1+a2+"'+an—l~

Ako je neki od tih brojeva djeljiv s n nasa tvrdnja je dokazana, a ako nije, onda, po
Dirichletovom principu, neka dva daju isti ostatak pri dijeljenju s n. Razlika ta dva
broja je djeljiva s n, a ona je ili oblika ay — a; (Sto se kosi s pretpostavkom da ta dva
broja daju razli¢it ostatak pri dijeljenju s n) ili oblika a; + a;41 + - - - + a;, pa tvrdnja
opet vrijedi.

Konac¢no, znamo da medu odabranim brojevima razli¢itim od n postoji njih nekoliko
¢iji je zbroj djeljiv s n. Taj zbroj je oblika k- n, ako je k paran onda smo nasli nekoliko

brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 2n, a ako je neparan onda tim brojevima dodajmo jos n
pa je takav zbroj oblika (k + 1)n Sto je djeljivo s 2n.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.
Odredi sve parove realnih brojeva (z,y) takvih da je z,y € {O, Z] za koje vrijedi

2sin® x + 2 34 (z + 1)
— = cos (x .
sinx + 1 Y
Rjesenje.
Oznacimo t = sinz. Bududéi da je x € |0, 721 slijedi ¢ € [0, 1]. 1 bod
L 28242
Za t € [0,1] vrijedi — < 2. 2 boda
Naime,
2% + 2 2% — 2t tt—1)
<2 <0 = <
t+1 t+1 t+1
Za t € [0,1] nazivnik je pozitivan, a brojnik nepozitivan, pa posljednja nejednakost
vrijedi. Stoga izraz na lijevoj strani dane jednadzbe iznosi najvise 2. 3 boda
S druge strane, za svaki izbor para (x,y) vrijedi 3 + cos (x + y) > 2. 1 bod

Time smo pokazali da je

2sin?x + 2

<3 )
P + cos (z + y)

Jednakost se postize ako i samo ako su obje strane jednake 2, Sto je moguce jedino ako
jesinz =0ili sinz =1, te cos (x + y) = —1. 2 boda

Buduéi da je z +y € [0, 7], jedino rjesenje je (z,y) = <72T, ;T) 1 bod
Zadatak A-3.2.

Neka su a, b i ¢ pozitivni realni brojevi takvi da vrijedi
a® + b — & = /3ab, a® =+ & = 2ac.

Odredi omjer b : c.
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Prvo rjeSenje.

Zbrajanjem jednadzbi dobivamo
2a% = V/3ab + V2ac,

pa bududi da je a # 0, dijeljenjem s 2a dobivamo

. V3b + V2¢
=0

Sada uvrstimo dobiveno u prvu jednadzbu. Imamo

3§+2¢&0+%2+§_%9_3¥+V@M
4 B 2 ’

odakle nakon mnozenja s 4 dobijemo
7h% + 2v/6bc — 2¢% = 617 + 2v/6be,
iz ¢ega slijedi b? = 2¢2.
Kako su b i ¢ pozitivni, korjenovanjem dobivamo b = v/2¢, paje b:c=+/2: 1.

Drugo rjeSenje.
Vrijedi
= a%+ > —V/3ab, v = a® + & — V2ac,

pa vidimo da se radi o dva poucka o kosinusu za trokut sa stranicama duljina a, b i c.

Za odgovarajuce kutove vrijedi cosy = @ icosf = g

Iz ovoga slijedi da je siny = % isinf = ?

45° 30°

Konac¢no, primjenom poucka o sinusima dobivamo

b:c=sinf:siny=+v2:1.

Zadatak A-3.3.

Odredi sve prirodne brojeve koji su kvadrati prirodnih brojeva i u ¢ijem su dekadskom

zapisu dvije znamenke razli¢ite od 0, a jedna od te dvije je 3.
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Rjesenje.
Neka je n prirodan broj takav da n? ima navedena svojstva.

Broj n? je djeljiv s 10 ako i samo ako je n djeljiv s 10, pa je n?> = m? - 100, za neke
m € N, k € Ny, pri ¢cemu 10 { m.

Iz danih uvjeta slijedi da je m? = a00...00b = a - 10" + b, pri ¢emu je a,b # 0,1 € N
tejea=3ili b= 3.

Zadnja znamenka broja m?, odnosno b, mora biti u skupu {1,4,5,6,9}.
Dakle, a = 3, pa je
m?>=3-10'+b, be{1,4,56,9}.
Broj je djeljiv s 4 ako i samo ako mu zadnje dvije znamenke daju broj djeljiv s 4.
Zaklju¢ujemo da ako je b = 6, onda je [ = 0, tj. m? = 36 i n? = 36 - 100* = (6 - 10%)2.

Promatranjem ostataka koje m daje pri dijeljenju s 9, vidimo da m? moZe davati ostatke
0, 1,417 Kako je m*=3+b (mod 9), vidimo da ne moze biti b =5 ni b = 9.

Preostaje nam promotriti slucajeve kad je b =11 b = 4. Tada je
3.-20.5'=3.10'=m? - = (m —¢)(m +¢),

zac=11li¢c= 2.

Najveca zajednicka mjera M faktora m — ¢ i m + ¢ dijeli njihovu razliku 2¢, pa je
M € {1,2,4}. Zbog ovoga tocno jedan od brojeva m — ¢ i m + ¢ moze biti djeljiv s 5.

Mora biti [ > 2 jer 31 i 34 nisu kvadrati prirodnih brojeva, pa kako je m +c¢ > m — ¢,
vidimo da m + ¢ mora biti djeljiv s 5.
Vrijedi

2c=(m+c)—(m—c) =5 —-3-2.

Kako je 5' —3-2! > 4, za svaki [ > 2, vidimo da je ovo nemoguée. Dakle ne moze biti
b=1nib=4.

Zaklju¢ujemo da su svi trazeni kvadrati prirodnih brojeva oblika 36-100%, za k € Ny.

Zadatak A-3.4.

U cetverokutu ABCD je <DBC = <DCB = 50° i <DAB = <ABC = <BDC.
Dokazi da je AC L BD.
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Rjesenje.

Prema uvjetima zadatka vrijedi <DAB = <ABC = <BDC = 80°, <ABD = 30° i

<ADB = T0°. 1 bod
Neka je |DB| = |DC| =z, a |AD| = y.

Neka su @ i P redom nozista okomica iz A i C' na BD. Zelimo pokazati da se tocke Q

i P zapravo podudaraju. 2 boda

A B

Primjenom trigonometrije u trokutima DPC, DQA i DBA dobivamo

= I - COoS , 0
|DP| 80° 1 bod
|DQ| =y - cosT70°, 1 bod

r  sin80°

g ) 1

y  sin 30° bod

Iz ovih jednakosti dobivamo
|DP|  x-cos80°  sin80° - cos80°
|IDQ|  y-cosT70°  sin30° - cos 70°’
tj. [DP| = |DQ| ako i samo ako je sin 80° - cos 80° = sin 30° - cos 70°. 1 bod

Ova jednakost je to¢na jer vrijedi

1 1 1
sin 30° = 2’ sin 80° - cos 80° = 5 sin 160° = 5 - 8in 20° = sin 30° - cos 70°. 3 boda

Dakle, tocke () i P su jednako udaljene od tocke D, pa zaklju¢ujemo da se podudaraju.
Iz toga slijedi da je AC' okomito na BD.
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Zadatak A-3.5.

Neka je n prirodni broj. Niz od 2n realnih brojeva je dobar ako za svaki prirodni broj
1 < m < 2n vrijedi da je zbroj prvih m ili zbroj zadnjih m ¢lanova niza cijeli broj.
Odredi najmanji moguci broj cijelih brojeva u dobrom nizu.

Rjesenje.

Tvrdimo da je za svaki n najmanji moguéi broj cijelih brojeva jednak 2.

Neka je xq, s, ..., T, dobar niz realnih brojeva. Ako je n = 1, onda x; i x5 moraju
biti cijeli brojevi. Neka je sada n > 1.

Zbog uvjeta za m = 1, x; ili x4, mora biti cijeli broj.

Bududi da je 1 + -+ 4+ 2, ili 41 + -+ + 29, cijeli broj, a i zbroj im je cijeli broj,
vidimo da oba ta broja moraju biti cijeli.

Nadalje, z1 + -4+ x,_1 ili x40+ - - -+ 29, mora biti cijeli broj. Ako je z1+ -4z,
cijeli, bududi da je xy + - - - 4+ x,, cijeli, zakljucujemo da je x,, cijeli broj. Analogno, ako
j€ Tpyo + - + X9, cijeli, vidimo da x,.; mora biti cijeli. Dakle, z, ili z,,; mora biti
cijeli broj.

Time smo pokazali da barem dva ¢lana dobrog niza moraju biti cijeli brojevi.

Sada dokazimo da za svaki prirodni broj n postoji dobar niz realnih brojeva s to¢no
dva cijela broja.

1. Ako je n neparan, definiramo x; = z,.1 = liz, = % za sve ostale k € {1,...,2n}.
Neka je 1 < m < n. Za neparan m zbroj prvih m clanova je 1 + (m — 1) - %, sto
je cijeli broj. Za paran m zbroj zadnjih m clanova je m - %, sto je u ovom slucaju
cijeli broj.

Ako je m > n, onda prema dokazanom vidimo da je zbroj prvih ili zadnjih m —n
¢lanova cijeli broj, pa kako je x; + - - - 4+ x4, cijeli broj, vidimo da i zbroj prvih ili
zadnjih m ¢lanova mora biti cijeli broj.

2. Ako je n paran, definiramo niz x; = x,, = 1 i 3 = % za sve ostale k € {1,...,2n}.
Ponovno je dovoljno dokazati da je zbroj prvih ili zadnjih m ¢lanova cijeli broj za
m < n. U ovom slucaju za neparan m zbroj prvih m ¢lanova je 1 + (m — 1) - %, a
za paran m zbroj zadnjih m ¢lanova je m - %, pa vidimo da je navedeni niz dobar.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
28. veljace 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.

Prirodni broj zovemo babilonskim ako je veéi od 9 i ako je njegov zapis u sustavu s
bazom 60 jednak njegovom dekadskom zapisu bez vodeé¢e znamenke. Npr. broj 123 je
babilonski jer je 123 = (23)g9. Koliko ima babilonskih brojeva manjih od 100007

Rjesenje.
Dvoznamenkasti broj ab ne moze biti babilonski jer bi tada bilo 10a + b = b, odnosno
a = 0. Dakle, nema dvoznamenkastih babilonskih brojeva. 1 bod

Troznamenkasti broj abc je babilonski ako i samo ako je 100a + 10b + ¢ = 60b + c,
odnosno ako i samo ako je 2a = b. 2 boda

To znaci da su svi troznamenkasti babilonski brojevi oblika 12¢, 24c, 36¢ i 48¢, gdje je
¢ proizvoljna znamenka. Dakle, troznamenkastih babilonskih brojeva ima 40. 1 bod

Cetveroznamenkasti broj abed je babilonski ako i samo ako je 1000a + 1000+ 10c¢+d =
36000 + 60c + d, odnosno ako i samo ako je 20a = 70b + c. 2 boda

Kako su brojevi 20a i 706 djeljivi s 10, zakljucujemo da je i broj ¢ djeljiv s 10, to znaci
da je c = 0. 1 bod

Sada dobivamo da je abcd babilonski ako i samo ako je 2a = 7b, ¢ = 0, a d bilo koja
znamenka.

Kako je 2a paran broj, takav mora biti i 7b, odnosno, b mora biti paran. 1 bod

Ako je b = 0, onda je a = 0, Sto je nemoguce. Za b = 2 dobijemo a = 7, aza b > 4
slijedi da je a > 14, Sto je takoder nemoguce. 1 bod

Dakle, svi ¢etveroznamenkasti babilonski brojevi su oblika 720d, gdje je d proizvoljna
znamenka. Stoga cetveroznamenkastih babilonskih brojeva ima 10. 1 bod

Konacno, babilonskih brojeva manjih od 10000 ima 50.

Zadatak A-4.2.

Neka je n prirodni broj. Dokazi nejednakost

1
n+1+n+2+”'+3n+1
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Prvo rjeSenje.
Nejednakost dokazujemo matematickom indukcijom po n.

Za n =1 imamo
1 1 1 13

= —=—>1

2 3 + 4 12
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n, tj. da je

1 1
Sp=——+——+--- > 1.
n+1+n+2+ +3n+1
Rac¢unamo
1 1 1 1 1 1
Sn+1 =

1 1 1 1

=5, — )
n+1+3n+2+3n+3+3n+4

Dovoljno je pokazati
1 1 1 1

_ = 0.
ntl 3n+2 3m+3 3014

Vrijedi
1 1 1 1

Tt l 32 313  3n44

:—3(3n +2)3n+4)+ Bn+3)3n+4)+ 3n+2)(3n+4) + (3n +2)(3n + 3)

2 nas3 T TS i1 T 32 "33 T 3nia

(3n+2)(3n + 3)(3n +4)
2

:(3n +2)(3n+ 3)(3n +4) > 0.

Ovime smo proveli korak. Po principu matematicke indukcije dana nejednakost vrijedi

za svaki prirodni broj n.

Drugo rjeSenje.

Primijetimo da je s lijeve strane nejednakosti 2n + 1 brojeva, te primijenimo na brojeve

n+1,n+2,...,n+ (2n + 1) nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine.
Dobivamo
(n+1)+(n+2)+---+(n+(2n+1))> 2n+1
2n + 1 i i R

n+1 n+2

Buduci da brojevi nisu medusobno jednaki, ne vrijedi jednakost, ve¢ stroga nejednakost.

Sredivanjem dobivamo

1 1 1 (2n +1)?
_|_..

n+(2n+1)

+ .t > .
n+l n+2 3n+1" (n+1)+n+2)+---+(n+2n+1))

Konacno, kako je

(2n+1)(2n + 2)

n+1)+n+2)+---+n+@2n+1)=n-2n+1)+ 5

dobivamo trazenu nejednakost.
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Zadatak A-4.3.

Neka je ABC $iljastokutni trokut takav da je [BC| > |AC|. Simetrala duzine AB
sijece stranicu BC' u tocki P, a pravac AC u tocki ). Tocka R je noziste okomice iz
tocke P na stranicu AC', a tocka S je noziste okomice iz tocke ) na pravac BC.

Dokazi da pravac RS raspolavlja duzinu AB.

Prvo rjesenje.

Iz uvjeta |BC| > |AC] slijedi da se tocka @ nalazi na produzetku duzine AC' preko
tocke €', a tocka S na produzetku duzine BC', takoder preko tocke C'. Oznacimo s M
poloviste duzine AB.

Bududi da je <BM@Q = <BSQ = 90°, ¢etverokut je BQSM tetivan. 1 bod
Zato vrijedi <M SB = <M@QB. 2 boda
Bududi da je <PRQ = <PSQ = 90°, zakljucujemo da je ¢etverokut PQSR tetivan. 1 bod
Iz toga zakljucujemo da je <RQP = <RSP. 2 boda
Bududi da je pravac M(Q simetrala duzine AB, slijedi da je <AQM = <MQB. 2 boda
Vrijedi

<RSP = <RQP = <AQM = <MQ@B = <MSB = <MSP. 2 boda

Dakle, tocke S, R i M su kolinearne, sto je i trebalo pokazati.
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Drugo rjeSenje.

Neka je tocka M poloviste duzine AB, a tocka X sjeciste pravaca RS i M P. Zelimo
pokazati da se tocke M i X podudaraju.

MEX\

Koriste¢i uobicajene oznake za duljine stranica i veli¢ine kutova trokuta ABC, iz pra-
vokutnih trokuta AM@Q i PM B zakljucujemo

C C . C
[@M]=Jtga, |[PM[=gtgf 1 |QP|=|QM|—[PM|=S(tga —tgf).

Bududi da pravokutni trokuti QSP i PM B imaju vrsne kutove u P, vrijedi <QPS =
<IMPB =90° — 3 te je

|PS| = |QP|cos<tQPS = g(tg& —tg 5) cos (90° — ) = gsinﬁ(tga —tg ).

S obzirom na to da je <PRQ = <PSQ = 90°, ¢etverokut PQSR je tetivan.
Zato vrijedi <XSP = <RSP = <RQP = <AQM = 90° — «a.
Nadalje, promatrajuci trokut PSX odredujemo

<PXS =180° — <XSP — <SPX =180° — (90° —a) — (90° + 8) = v — 3,
pa primjenom poucka o sinusima dobivamo

\PS|  |PX]|
sin<<PXS sin<aXSP’
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Slijedi

sin <X SP sin (90° —a) ¢ .
PX|=———— |PS|=—7——"-= tga —t
[PX] sin<<PXS |PS] sin (a — ) 2smﬁ(ga &)

cos & c . sina  sin 8
= ——— - —sin —

sin(a — 3) 2 cosa  cosf3

c . CoS (v sin v cos f — cos asin 3

= —sinf- :

2 sin (a — ) cos av cos 3

c 1 c

= —si —— =—tgf=|PM
Ssinge = Sted = P

¢ime smo dokazali tvrdnju.

Zadatak A-4.4.

Ploc¢a P je dobivena uklanjanjem tri polja u kutovima ploce 7 x 7. U svako od 46 polja
ploce P upisan je neki prirodni broj. Razlika brojeva u bilo koja dva polja koja imaju
zajednicku stranicu je najvise 4. Dokazi da su u neka dva polja upisani isti brojevi.

Rjesenje.

Numerirajmo retke i stupce ploc¢e P brojevima 1,2,...,7. Na taj nacin smo uveli
koordinatni sustav. Preciznije, uredeni par (i, j) oznacava polje koje se nalazi u i-tom
stupcu i j-tom retku ploce P. Zbog simetrije mozemo, bez smanjenja opcenitosti,
pretpostaviti da su uklonjena sva polja u kutovima osim donjeg lijevog.

Definirajmo udaljenost polja (i, 7) i (k,) kao vrijednost |k —i| 4 |l — j|. Intuitivno, za-
mislimo li da se po plo¢i kre¢emo usporedno s njenim rubovima, udaljenost je najmanji
broj polja koje moramo posjetiti da bismo dosli od polja (7, j) do polja (k,1).

Najveca moguéa udaljenost izmedu dva polja ¢e biti kada su brojevi |k —i| i [l — j]
najveéi mogudéi. Koordinate su brojevi iz skupa {1,2,...,7} pa je svaki od tih brojeva
jednak najvise 6.

No, ne mogu istovremeno oba biti jednaki 6 jer su tri polja u kutovima uklonjena.

Dakle, najveca moguca udaljenost izmedu dva polja je 11.

Bududi da je razlika brojeva upisanih na susjednim poljima najvise 4, slijedi da je
razlika brojeva upisanih na poljima (k,) i (4, j) najvise

4-(|k—i] + |1 —j]) <4-11 = 44.
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Konac¢no, na ploci je 46 prirodnih brojeva, a razlika bilo koja dva je najvise 44, pa
prema Dirichletovom principu neka dva broja moraju biti jednaka. 3 boda

Zadatak A-4.5.

Neka je d prirodni broj te (a,) aritmeticki niz prirodnih brojeva s razlikom d. Ako je
d < 2018, dokazi da najvise 11 uzastopnih ¢lanova niza (a, ) mogu biti prosti brojevi.

Rjesenje.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji prirodni broj n takav da su brojevi

an, ap+d, a,+2d, ..., a,+11d

(njih 12 uzastopnih) prosti.

Ako je a, < 11, onda a,, dijeli a,, + a,d, pa broj a,, + a,d ne moze biti prost. 2 boda
Zato je a, > 11.
Pokazat ¢emo da p dijeli d za p € {2,3,5,7,11}. 2 boda
Promotrimo brojeve

Qp, an+d, ..., ap+(p—1)d.
Ako je d relativno prost s p (tj. p ne dijeli d), ti brojevi daju medusobno razli¢ite
ostatke pri dijeljenju s p. 4 boda
Stoga je barem jedan od navedenih brojeva djeljiv s p, ali to je nemoguce jer su to
prosti brojevi ve¢i od p. Dakle, d je djeljiv s p. 1 bod
Konacno, vidimo da je d djeljiv s 2,3,5,7,11, sto znac¢ida jed > 2-3-5-7-11 = 2310,
sto je kontradikcija s uvjetom da je d < 2018. 1 bod

Dakle, nemoguce je da 12 (a time ni viSe) uzastopnih ¢lanova niza (a,) budu prosti
brojevi.

Napomena: Poznata je tvrdnja da za prost broj p, i broj d koji nije djeljiv s p, brojevi
0,d,2d,...,(p—1)d

daju razlicite ostatke pri dijeljenju s p, pa ju ucenici ne moraju dokazivati. Oni ucenici
kojima ta tvrdnja nije poznata mogu je jednostavno dokazati na sljede¢i nacin.
Pretpostavimo da postoje 4,5 € {0,1,...,p—1}, i < j takvi da brojevi jd i id daju isti
ostatak pri dijeljenju p. Tada je jd — id = (j — i)d djeljiv brojem p, a to je nemoguce
jer je j —1 < p i d nije djeljiv s p.
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