ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Odredite sve cijele brojeve a za koje je 4a? — 24a — 45 prost broj.
Rjesenje.

Neka je 4a® — 24a — 45 = p, gdje je p prost broj. Faktorizirajmo izraz na lijevoj strani
jednakosti.

4a® — 24a — 45 = 4a® — 30a + 6a — 45
= 2a(2a — 15) + 3(2a — 15)

= (2a + 3)(2a — 15). 2 boda
Tada iz (2a + 3)(2a — 15) = p slijedi:
1) 2a+3=+1i2a—156=4p = a=—-1,p=—17ilia=—2,p = 19. 1 bod
Kako je p > 0, u ovom slucaju jedino moguée je a = —2, p = 19. 1 bod
2) 2a+3=4pi2a—-15=+1 = a=8,p=19ilia=7,p=—17. 1 bod

U ovom slucaju jedino moguce je a = 8, p = 19.

Prema tome, jedini cijeli brojevi za koje je dani izraz prost broj su —21i 8. 1 bod

Zadatak B-1.2.

Za koje je realne brojeve x vrijednost izraza
1\3 3 1
(:p+—) - (x +—3) -3
x x

N [, 1
X X

veéa od 17
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Prvo rjeSenje.

Pojednostavnimo dani izraz.

1\? 1 3 1 1
<x+—) —(x3+—) -3 P43+ -+ -2 -—-3
e A T2t o 2 boda
1 9 1 2 R N
(ZE+E) —(x +ﬁ>+1 x+2+x2 v a:2+1
3
3+ —-—-3 1
3 T
Treba rijesiti nejednadzbu x + % — 1> 1, odnosno = + % > 2. 1 bod
2 2w 41 —1)2
Slijedi rosrtd > (), odnosno u > 0. 1 bod
x x
Bududi da je brojnik uvijek veéi ili jednak 0, ovaj razlomak je vec¢i od nule ako mu je
nazivnik veci od 0 i brojnik razli¢it od nule, pa je rjesenje nejednadzbe (0, 00) \ {1}. 1 bod
Drugo rjeSenje.
Uvedimo zamjenu = + % =t. Tada je
1 1\3 1
x3+—3:(x+—> —3(x+—>=t3—3t, 1 bod
x x x
2, 1 12 2
Py =(c+-) —2=8-2 1 bod
x x

Time ¢e se dani izraz transformirati u

3
r+1) —(*+5)-3 #-(t*-3t)-3 3t—3 1
( oc)2 ( :t:3) = — (2 ) = =t—1=xz+ — —1. 1 bod
(z+1) —(2+L5)+1 #-(E-2+1 3 r
Dalje slijedi postupak i bodovanje kao u prvom rjesenju. 3 boda
Zadatak B-1.3.
Duljine stranica paralelograma iznose 10cm i 8 cm. D G c
Izracunajte povrsinu osjencanog dijela na slici ako H
je povrsina cijelog paralelograma 40cm? te vrijedi S
|EB| = |BF|=|GD|=|DH| = 1cm. F
A E B
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Prvo rjeSenje.

Trokuti GDH i FBF su sukladni prema poucku S-K-S, a zatim su trokuti GHS
i FF'S sukladni prema poucku K-S-K. Prema tome, osjencani cetverokuti DHSG i
BFSFE su sukladni te imaju istu povrsinu, a tocka S je poloviste dijagonale BD. 1 bod

Oznac¢imo s z polovinu visine paralelograma ABC'D na stranicu C'D, a s y polovinu
visine na stranicu AD.

Povrsina paralelograma PDQS jednaka je Cetvrtini povrsine cijelog paralelograma sto
iznosi 10 cm?. Kako su njegove visine x i y, vrijedi:

10=5-2 = x=2cm.
10=4-y = y=2.5cm. 2 boda
Povrsine trokuta GDS i DHS jednake su:

P(GDS) = |Gl?2| - léz = 1lcm?,
DH|- 1-2.5
P(DHS) = | 2' Y = = L25em” 2 boda
Tada je trazena povrsina jednaka
2(P(GDS) + P(DHS)) = 2(1 4 1.25) = 4.5 cm?. 1 bod

Drugo rjeSenje.

Na isti na¢in kao i u prvom rjesenju zakljuc¢ujemo da su osjencani ¢etverokuti DHSG
i BFSE sukladni i da je tocka S sjeciste dijagonala. 1 bod

Slijedi da su trokuti AES i CGS te trokuti ASH i C'SF sukladni prema poucku S—S-S.
Povrsina osjencanog dijela jednaka je

Py = P(ABCD) —2P(AES) —2P(ASH).

v o .o . _ P _ 40 _
Iz formule za povrsinu paralelograma P = a - v, slijedi v, = + = 15 = 4. 1 bod

Analogno, iz P = b - vy, slijedi v, = % = % =5. 1 bod
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mAmﬁ—;mEy?— 9.2-09.

-7-2.5=28.75.

1 Up
P(AHS) = = |AH|- = =
(AHS) = o |AH| -
Slijedi Py =40—2-9—2-8.75 = 4.5cm?.

Zadatak B-1.4.

Od svih prirodnih brojeva koji su djeljivi s 8 odredite one kojima je zbroj znamenaka
jednak 7, a umnozak znamenaka jednak 6.

Rjesenje.

Uoc¢imo da brojevi ne sadrze znamenku 0 jer bi tada umnozak znamenaka bio jednak
0.

Da bi umnozak znamenaka bio 6, broj mora imati:

- jednu znamenku 2 i jednu znamenku 3, a ostalo jedinice ili

- jednu znamenku 6, a ostalo jedinice.
Kako je uz to zbroj znamenaka jednak 7, trazeni broj moze biti

- dvoznamenkasti sa znamenkama 1 1 6 ili

- Cetveroznamenkasti sa znamenkama 1, 1,2, 3.
Visekratnici broja 8 su djeljivi s 4, Sto znaci da je dvoznamenkasti zavrsetak trazenog
broja djeljiv s 4. Tada trazeni broj zavrsava s 12, 16 ili 32.
Ako je broj dvoznamenkast sa znamenkama 1 i 6, mogu¢ je samo broj 16.

Ako je broj ¢etveroznamenkast (sa znamenkama 1,1,2,3), trazeni broj moze biti 1132,
1312 ili 3112, od kojih samo prvi nije djeljiv s 8, a preostala dva jesu.

Zato su sva rjesenja brojevi 16, 1312 i 3112.

Napomena: Ucenik dobiva 4 boda na temelju zapisanih zakljucaka rije¢ima ili simbo-
lima iz kojih se vidi:

— da 0 ne moze biti znamenka (1 bod)

— da koristi ¢injenicu da je umnozak znamenaka = 6, odnosno da su jedine moguce
znamenke 1, 6 ili 1, 2, 3 (1 bod)

— da koristi ¢injenicu da je zbroj znamenaka 7, pa broj mora biti dvoznamenkasti sa
znamenkama 1, 6 ili ¢etveroznamenkasti sa znamenkama 1, 1, 2, 3 (2 boda)

Raspisivanje moguénosti i provjeravanje djeljivosti s 8 do trazenih brojeva, 16, 1312,
3112, vrijedi 2 boda.

Ukoliko ucenik ima to¢no rjesenje, a nema argumentaciju ili postupak iz kojeg se vidi
kako je zakljucio da su to jedine moguénosti, dobiva 2 boda.
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Zadatak B-1.5.

U pravokutnom je trokutu zbroj duljina tezisnica povucenih iz vrhova na hipotenuzi

jednak 5v/5, a umnozak 30. Kolika je duljina hipotenuze?

Rjesenje.

Q
[ IR
N
AN

Prema uvjetima zadatka, a uz oznake kao na slici, vrijedi ¢, + ¢, = 5\/5, t, -ty = 30.

Primijenimo Pitagorin poucak na trokute AQC i BCP.

=0+ (;)2

2
t§:a2+(g) .

Zbrojimo li ove jednadzbe, dobivamo

a4+ 5,
= —c".
4 4

2 +t; =a*+ b+
1z (to +tp)? =124 2t, - t, + 17 slijedi
2412 = (ty +ty)* — 2ty -t = 125 — 60 = 65,

4
8:5@3m@:52:¢c:2vB.

Zadatak B-1.6.

Borna i Dina pomogli su Ani oli¢iti sobu. Ako bi Ana li¢ila sama, trebalo bi joj 15 sati
da oli¢i cijelu sobu. Borna radi 50% brze od Ane, a Dina 25% sporije. Ana je sama
pocela s licenjem u 8 sati, a Borna joj se pridruzio u 9 sati i 30 minuta. U trenutku
kad je dosla Dina ukupno je bilo oliceno 35% sobe. Nakon toga su svi zajedno lic¢ili

dok nisu olicili cijelu sobu. U koliko je sati soba bila oli¢ena?

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2018.

1 bod

2 boda

1 bod

1 bod
1 bod

5/31



Rjesenje.

Ana za jedan sat olici % sobe. 1 bod
Tada ¢e Borna za jedan sat oliciti 1.5 - % = 1—10 sobe. 1 bod
Dina ¢e oliciti 0.75 - 1—15 = % sobe. 1 bod

Ana je prvo sama radila 1.5 sat. Neka je = broj sati za koje su Ana i Borna zajedno
licili, a y broj sati za koje su li¢ili Ana, Borna i Dina zajedno.

Dio sobe koji Ana oli¢i za 1.5 sat sama zajedno s dijelom koji oli¢i za = sati s Bornom,
¢ini ukupno 35% sobe. PiSemo:

1 1 1
1.5 — A=+ —=)=0. 2 bod
5 15+x (15+10) 0.35 oda
1 1
— -—=0.35
077G

xT 35 1 25
6100 10 100 0%

r = 1.5 sati. 1 bod

Analogno, iz ¢injenice da Ana, Borna i Dina zajedno olice 65% sobe za y sati slijedi

1 1 1
=4+ =4 =) =0 2
y (15+1o+2o> 0.65 boda
B_ 6 _1
Y760 ~ 100 20
y = 3 sata. 1 bod
Ukupno su radili 1.5 + 1.5 + 3 = 6 sati, odnosno soba je bila olicena u 14 sati. 1 bod

Napomena: Treba priznati odgovor i ako ucenik nije naveo toc¢no vrijeme (u 14 sati)
ve¢ samo trajanje posla (6 sati).

Zadatak B-1.7.
Kuhar je za 36 kolaca koristio tri razli¢ite kreme: bijelu, zutu i crnu. 25 kolaca ima
dijelove s bijelom kremom, 28 kolaca ima dijelove sa zutom kremom, a njih 20 s crnom
kremom. Samo se u 5 kolaca nalaze sve tri kreme. Koliko ima ,jednobojnih“ kolaca
(onih u kojima se nalazi samo jedna vrsta kreme), a koliko ,,dvobojnih* kolaca?
Rjesenje.
Uvedimo sljedece oznake:

x je broj kolaca koji sadrze samo bijelu kremu,

y je broj kolaca koji sadrze samo zutu kremu,

z je broj kolaca koji sadrze samo crnu kremu,

a je broj kolaca koji sadrze samo bijelu i crnu kremu,

b je broj kolaca koji sadrze samo bijelu i zutu kremu,

¢ je broj kolaca koji sadrze samo zutu i crnu kremu.
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Zadatak ¢emo rijesiti koriste¢i Vennove dijagrame:

Treba izracunati broj ,,jednobojnih” kolac¢a, odnosno = + y + 2.

Znamo xr +y+z+a+ b+ c+ 5 = 36, odnosno

(x+y+2)+(a+b+c) =3l
Iz dijagrama vidimo da je

a+b=25—-5—2=20—2x
b+c=28—-5—y=23—y
a+c=20—5—2z=15—z.

Zbrojimo li ove posljednje tri jednakosti, dobit ¢emo
20a4+b+c¢c)=58—(z+y+2).
Tada iz (1) i (2) slijedi

a+b+c=31—(x+y+2)
62—2(x+y+2)=58—(z+y+=2)
r+y+z=4.

Broj jednobojnih kolaca jednak je x +y + z = 4, a broj dvobojnih a + b+ ¢ = 27.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.
Akojea=VVE—V2(VVB-1+VVB+1),b=VV3+va(VVB—1-VV3+1),

koliko je a +b ?

Prvo rjesenje.

o= (V3-v2) (VB-1+2/VB-1-VVB+1+v3+1)
=2(V3-v2) (V3+V2) =2 1 bod

= (v3+v2) (VB-1-2VV3—1-VVB+1+V3+1)

2 (VB4 v2) (VB v3) =2 1 bod
Dakle, |a| = v/2, [b] = v/2. 1 bod
Oéitojea>0,akak0je\/\/§—|—1>\/\/§—1t0j6b<0. 1 bod
Kako je a > 0, b < 0 slijedi @ = v/2, b = —v/2. 1 bod
Konacno je zbroj a + b = 0. 1 bod

Napomena: Ako ucenik nema zakljucak da je b < 0 i dobije rjesenje a + b = 2v/2,
oduzeti 2 boda.

Drugo rjeSenje.
Koristit ¢emo identitet (a + b)* = a® + 2ab + b*. 1 bod

= (V3-v2)(VB-1+2VVB-1-VVB+1+v3+1)
=2(V3-v2) (V3+V2) =2 1 bod

2ab=2-VV3-vV2 VVB+ V2 (VWB- 14+ VVB+1) - (VVB-1-VVB+1)
=2-vV3-2(V3-1-(V3+1)=2-1-(-2) =4 1 bod
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= (v3+v2) (VB-1-2VV3- 1 VVB+1+v3+1)
=2(vV3+v2) (V3-v2) =2 1 bod

Konacno dobivamo (a + b)? = a* +2ab+ V> =2+ (—4)+2=0pajeia+b=0. 2 boda

Zadatak B-2.2.
Neka su z = = + 2i, u = 3+ yi (z,y € R) kompleksni brojevi. Odredite sve uredene

parove realnih brojeva (z,y) za koje je realni dio broja jednak nula, a tocka s

koordinatama (x,y) od ishodista udaljena za 3.

Rjesenje.
z+u
z—u

Odredimo realni dio broja
z4u  r+20+34+yi (24+3)+(2+y)i
z—u w+2i—3—yi (r—3)+(2—y)i
(@ 43) £ 240 (@ —3) ~ 2~ y)i) L bod
(x =3P+ (2—y)?

T
T

3)(z—3 2 2 — 2?5
Re(ZH0) _ 9= TNy oy b
Z—u (z=3)*+ (2—y)? (r—3)*+ (2 —y)?
Ovaj je razlomak jednak nuli ako je 22 —y?> —5=0uz x # 3, y # 2. 1 bod
Tocka s koordinatama (z,y) je od ishodista udaljena za 3 ako je z* + y* = 9. 1 bod

Rjesenje zadatka su svi uredeni parovi (z,y) koji zadovoljavaju sustav
x2 . y2 — 5
2?4+ y? = 0.

Zbrojimo li jednadzbe tog sustava dobit éemo 22 = 7 pa je © = ++/7. Tada je y?> = 2
odnosno y = ++/2. 1 bod

Konacno, rjesenja su uredeni parovi

(—V7,—V2),(—V7.V2), (VT,-V2), (VT,V2). 1 bod

Zadatak B-2.3.

Jednadzba y = 22 — 2(m + 1)x + 2m? 4+ 2018, m € R odreduje skup parabola. Kojemu
skupu tocaka pripadaju tjemena svih takvih parabola? Odredite zbroj koordinata one
tocke iz tog skupa koja je najbliza x-osi.
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Rjesenje.
Koordinate tjemena su oblika:

I0:m+1
Yo = m? — 2m + 2017 2 boda

Izrazimo li iz prve jednadzbe m = xg—1 i uvrstimo u drugu kako bi dobili vezu izmedu
koordinata tjemena, dobivamo

Yo = (wo — 1)* — 2(z¢ — 1) + 2017 = x5 — dxo + 2020,

odnosno yo = (zo — 2)? + 2016. 1 bod
Zakljucujemo da se tjemena svih parabola iz danog skupa nalaze na paraboli

y = (z —2)* +2016. 1 bod
Tocka te parabole koja je najbliza x-osi je njezino tjeme, odnosno 7T'(2,2016). Stoga

trazeni zbroj koordinata iznosi 2018. 2 boda

Zadatak B-2.4.

Dokazite da je u pravilnome 18-erokutu aritmeticka sredina udaljenosti proizvoljne
tocke T' od pravaca na kojima leze stranice toga 18-erokuta jednaka R cos10°, gdje je
R polumjer opisane kruznice toga 18-erokuta.

Prvo rjesenje.

Neka su dy, ds, . . ., dig udaljenosti tocke T" od pravaca na kojima leze stranice pravilnoga
18-erokuta.

Spojimo li tocku 7" s vrhovima toga 18-erokuta, dobit ¢emo 18 razli¢itih trokuta povr-

1
éinaﬂzia-di,izl,...,l& 1 bod
Zbroj povrsina tih trokuta jednaka je
1 1 1 a
P:§a'd1+§a'd2+"'+§&'d18:§<d1+d2+"'+d18). 1 bod
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S druge strane, povrsinu 18-erokuta racunamo kao zbroj povrsina 18 sukladnih jed-

1
nakokra¢nih trokuta P = 18 - 5 0 h, gdje je h visina tih jednakokrac¢nih trokuta.

1 bod
S
(e
2
R
h)
-
a
h
Vrijedi COS% =% pa je h = Rcos %.
Iz a = S slijedi % — 10°.
Slijedi h = R cos 10°, odnosno P = 18 - g - Rcos 10°. 1 bod
Izjednacavanjem povrsina dobiva se
a a .
§(d1+d2++d18):18§RC0810 1 bod
di +do+ -4 d
pa je konacno L —{1_8 + s _ Rcos 10°. 1 bod

Drugo rjeSenje.
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Neka je S srediste tom 18-erokutu opisane kruznice. Dani 18-terokut podijelimo na 18
sukladnih jednakokracnih trokuta A;AsS, AsA3S,... A17A18S, A1gA1S s kutom o =

360°
T 20° pri vrhu S.
Neka su dy,ds, ..., dys udaljenosti tocke T' od pravaca na kojima leze redom stranice

A1A27 A2A37' RN A17A187 A18A1'

Uoc¢imo da dvije po dvije stranice 18-erokuta leze na paralelnim pravcima.

Primjerice, stranice A1As i AjgA11 su paralelne jer su dijagonale A1 Aq i AsAqq, pro-
mjeri opisane kruznice tog 18-erokuta.

Medusobna udaljenost paralelnih stranica A;As i A1gA;11 jednaka je dvostrukoj visini
h karakteristicnog jednakokrac¢nog trokuta.

S druge strane, zbroj udaljenosti tocke T' do stranica A; Ay 1 A1gA;; jednak je di+dyig =
|MN| = 2h.

Analogno vrijedi i za preostale parove paralelnih stranica pa mozemo pisati:

dy + dyo = 2h
d2 +d11 = 2h
ds + di7 = 2h
dg +d18 = 2h

Zbrojimo li ove jednakosti dobivamo dy + dy + - - - + dig = 18h
18

Visinu h ra¢unamo kao i u prvom rjesenju: h = R cos 10°

= h.

pa je

odakle slijedi tvrdnja
dy +dy+ -+ dig

18

= Rcos10°.

Zadatak B-2.5.

Petar ima komplet od 9 sportskih majica. Na svakoj je majici otisnut jedan od brojeva
iz skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9} i svi brojevi na majicama su razli¢iti. Petar ide na
putovanje i zeli ponijeti 5 majica tako da medu njima budu barem tri na kojima je
otisnut paran broj. Na koliko nacina Petar moze odabrati 5 majica koje ¢e ponijeti na
put?
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Prvo rjeSenje.

Pitamo se ustvari, na koliko se nac¢ina moze iz zadanog skupa odabrati pet brojeva tako
da su medu njima barem tri parna broja, odnosno koliko ima petoc¢lanih podskupova
skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9} koji sadrze najmanje tri parna broja.

Primijetimo da redoslijed brojeva unutar podskupa nije vazan. (Vazno je samo koje ¢e
majice Petar ponijeti.) Primjerice {1,2,3,4,5} ={2,4,1,3,5}.

Imamo sljede¢a dva slucaja ovisno o tome koliko ¢e parnih brojeva biti medu pet
odabranih:

1. tri parna, dva neparna,

2. cCetiri parna, jedan neparan.

U prvom slucaju:

Tri parna broja koje ¢emo uzeti mozemo odabrati na isti broj nacina kao i jedan parni
broj koji ne¢emo uzeti iz zadanog skupa, sto mozemo na 4 nacina.

Prvi neparan broj mozemo odabrati na 5 nacina, drugi na 4 nacina sto je ukupno
5-4 = 20 nac¢ina. No time smo brojali i sve parove brojeva {a,b} i {b,a} koje kao
podskupove ne razlikujemo. Svaki smo takav par brojali dva puta pa dobiveni broj
treba podijeliti s 2.

Dakle, dva neparna broja mozemo odabrati na 10 nacina.

Za svaki od 4 nacina odabira tri parna broja imamo 10 nacina odabira neparnih, sto
je ukupno 4 - 10 = 40 nacina da odaberemo tri parna i dva neparna broja.

U drugom slucaju:

Cetiri parna broja mozemo odabrati na jedan nacin, a jedan neparan broj mozemo
odabrati na 5 nacina, sto je ukupno 1-5 = 5 nacina.

Ukupno je 4 - 10 + 1 - 5 = 45 razli¢itih podskupova s najmanje tri parna broja.

Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju treba uociti da brojimo petoclane podskupove, odnosno da
redoslijed brojeva nije vazan. Promatramo dva slucaja, ovisno o broju parnih brojeva
unutar podskupa: tri parna, dva neparna broja ili ¢etiri parna, jedan neparan broj.

Ispisivanjem svih mogucénosti dolazimo do rjesenja.

1. Tri parna i dva neparna broja mozemo odabrati na 40 nacina:

24613, 24813, 26813, 46813
24615, 24815, 26815, 46815
24617, 24817, 26817, 46817
24619, 24819,

24635,

24637,

24639,

24657,

24659, ...

24679, 24879, 26879, 46879

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2018.

1 bod

1 bod

1 bod

1 bod

1 bod
1 bod

1 bod

3 boda

13/31



2. Cetiri parna i jedan neparan broj mozemo odabrati na pet nacina:
24681, 24683, 24685, 24687, 24689. 1 bod
Ukupno je 45 razli¢itih odabira 5 majica koje ¢e Petar ponijeti na putovanje. 1 bod
Napomena: Ukoliko je ucenik prilikom ispisivanja izostavio jedan ili vise podskupova:

e U prvom slucaju za jedan izostavljeni podskup gubi jedan bod, za dva izostavljena
gubi dva boda, a za vise od tri izostavljena gubi sva tri boda.

e U drugom slucaju za makar jedan izostavljeni podskup gubi jedan bod, odnosno
sve predvidene bodove.

Zadatak B-2.6.

Za koje cijele brojeve b izraz

N 2
b 4b 1+207s n 24
b+8 (b§+2)3 1—2b73 +38

ima vrijednost ve¢u od 1 ?

=)

Rjesenje.

Pojednostavnimo dani izraz.

2
b 4 14275 N 24
b+8 (b 42)’ 1—2b75 b+8

b2\
_ b - 4b . bl i
S\ r2) (-2 ) (b 2)] v | Tiis 2 boda
b3

1 bod za faktorizaciju prvog nazivnika, 1 bod za zbrajanje u drugoj zagradi

b (b +2)° — b (b5 — 205 +4) (bé +2>2 24

_ 1 bod
(b3 +2)" (b7 — 205 4 4) bs—2) b+8
svodenje na zajednicki nazivnik
2
b (b5 + 4bs +4 — 4b3 + 8b5 — 16) (b3 + 2 924
_ ( ) . ( )2 + 1 bod

(b5 + 2)3 (b5 — 205 +4) (b5 —2)

izlucivange b i kvadriranje u brojniku nakon svodenja na zajednicki nazivnik
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b(—3b5 +12b3 —12) o4
1 2 +
(b+8) (b5 —2) b+38

sredivanje brojnika © mnoZenje s drugim razlomkom

B —3b(b%—2)2 N 24
ECICEC LR

uwocavangje kvadrata binoma

_ 3, 24 3(0-8)
- b+8 b+8  b+8

skracivanje i konacan zapis pojednostavijenog izraza

~3(b—8)

Rijesimo nejednadzbu T8 > 1 u skupu Z.
—3(b—8)>1 - —3b—|—24—b—8>0 PN —4b—|—16>0 PN —b+4>0
b+38 b+38 b+38 b+8

Raspisivanjem slucajeva ili tablicom predznaka dobivamo rjesenje b € (—8,4).

Konacno rjesenje su svi cijeli brojevi iz tog intervala osim nule jer za b = 0 pocetni
izraz nije definiran (pojavljuje se negativan eksponent).

Dakle vrijedi b € {—7,—6,—5, —4,—3,—-2,—1,1,2,3}.
Napomena: Ako je ucenik ukljucio 0 u rjesenje skinuti 1 bod.

Napomena: Zadatak se mozZe rijesiti i s pomoéu zamjene b = a®. Tada dobivamo izraz:

( a 4a® ) <1+2a1>2+_ 24
a?+8 (a+2)? 1 —2a7! a®+8’

a dalje rjesavamo kao u prvom nacinu. Bodovanje je analogno.

Zadatak B-2.7.

Jednakokracan trapez upisan je u polukrug polumjera 4 cm tako da mu je veca osnovica
promjer. Koji od svih takvih trapeza ima maksimalan opseg? Obrazlozite i odredite
njegovu povrsinu.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2018.
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Rjesenje.

Vrijedi a = 2r = 8 cm.

Kut <ADB je pravi kut jer je to obodni kut nad promjerom. 1 bod
Takoder, |AE| = ~ 5 o4 % 1 bod

Prema Euklidovom poucku iz pravokutnog trokuta ABD slijedi:
b’ =|AE|-a 1 bod
- (4—%) .8 =32 — de.

32 —b?
odakle slijedi ¢ = . 1 bod
Tada je opseg trapeza u ovisnosti o kraku b jednak:
32 — b? b?
o=a+c+20=8+ +2b:—z+2b—|—16. 2 boda
Vidimo da je opseg trapeza kvadratna funkcija po b koja postize maksimum za
-2
b=— =4 1 bod
T4
Tada je manja osnovica ¢ = 32Zb2 =4cm.
Dakle, trapez ¢e imati maksimalan opseg ako su krakovi i manja osnovica jednaki
polumjeru 7. 1 bod
2
Iz [DE]? = b? — |AE]? = % — (g) dobivamo |DE| = 2v/3. 1 bod
Povrsina danog trapeza je
P:a;rc.|DE|:6-2¢§:12¢§cm2. 1 bod

Napomena: Povrsina se moze izracunati tako da se iz § = b = ¢ = r uoci da je trapez

polovina pravilnog Sesterokuta sa stranicom duljine r. (Nakon zakljucka b = ¢ = r
racunanje povrsine nosi 2 boda.)
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.

Neka su z i y realni brojevi takvi da je

: : 1008
sinx —siny = 1009’ cost —cosy = 1.

Cemu je jednako cos(z — y)?
Rjesenje.

Nakon kvadriranja zadanih jednakosti dobivamo:

sin?z — 2sinxsiny + sin’y = %
Y Y= 1009°
cos®x — 2cosxcosy + cos’y = 1. 2 boda
Zbrojimo dobivene izraze.
.2 2 . . .9 9 1008
sin“z + cos”x — 2 (cosxcosy —l—smxsmy) +sin“y 4 cos*y =1+ 1000 1 bod
1008
1-2 — 1=14+— 2 bod
cos(z —y) + + 1000 oda
pa je konacno cos(z —y) = ﬁ. 1 bod

Zadatak B-3.2.

Odredite sve parne prirodne brojeve n za koje vrijedi

10g05 QOCOSW + 10g05 3OCOS27T + 10g05 42COS 3 + R + ].Og05 (712 + 7TL + ]_2) — 1.

cosnm ‘
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Rjesenje.
Pojednostavnimo zadani izraz.

‘10g0_5 (200057r . 30C0527r . 42COS37T ,,,,, (7’1,2 + n + 12)COSnTr)‘ 1

[logys (2071 30" 427 oo (02 + Tn+12) )| = 1

10go5 ((4-5)7" - (5-6) - (6-7)7" -+ (n+3)(n+4))| =1

1 1
l%m(45'@'®'@7'””“*3x”+®ﬂzl
1 1
4 1
Iz nl— =5 slijedi n = —2 no to nije prirodan broj.
4
Iz 2 A 2 dobivamo rjesenje n = 4.

4

Zadatak B-3.3.
Rijesite jednadzbu 2% — x — sin(nz) = —1.25.
Prvo rjeSenje.

Jednadzbu 22 — x — sin(mx) = —1.25 zapiSimo u obliku

x? — 2+ 1.25 = sin(7x)
(2 — 2 +0.25) 4+ 1 = sin(7x)
(x —0.5)% + 1 = sin(7x)

Uoc¢imo da je (x —0.5)2+1 > 1 zasve x € R isin(mz) < 1zasvex € R,

Zato jednakost (x — 0.5)? + 1 = sin(mx) vrijedi ako i samo ako je (x —0.5)> +1 =11

sin(rz) = 1.

Iz (x — 0.5) + 1 = 1 slijedi z = 0.5,

1
a kako je u tom slucaju sin(rz) = sing = 1, zaklju¢ujemo da je x = 3 jedinstveno

rjesenje dane jednadzbe.
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Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjesenju jednad?bu z? — x — sin(7z) = —1.25 zapiSimo u obliku
r? — x + 1.25 = sin(nz). 1 bod

Oznacimo f(z) = 2* — 2+ 1.25 i g(x) = sin(7z).

Dalje rjesavamo grafickom metodom. Nacrtamo grafove funkcija f i g u istom koordi-
natnom sustavu.

2 boda

Graf kvadratne funkcije f je parabola kojoj je tjeme u tocki B(0.5,1). To znaci da je
najmanja vrijednost funkcije f jednaka 1, a postize se samo za x = 0.5. 1 bod

S druge je strane amplituda funkcije g jednaka 1, pa je maksimum funkcije g jednak 1.

Prema tome, jedina je moguénost da obje funkcije za neki, isti x postizu vrijednost 1.
Ocito je samo jedna takva mogucénost za = = 0.5. 1 bod

Provjerimo je i g(0.5) = 1.
Vrijedi ¢(0.5) = sin(7 - 0.5) = 1. Stoga je jedino rjeSenje z = 0.5. 1 bod

Zadatak B-3.4.

[zracunajte povrsinu romba ABC'D ako su polumjeri opisanih kruznica trokuta ABD
i AC'D redom jednaki 10 i 20.

Rjesenje.
Oznac¢imo polumjer trokutu ABD opisane kruznice s r, a polumjer trokutu ACD

opisane kruznice s R.

Prema poucku o sinusima za trokute ABD i AC'D vrijedi:

€ _9r=190 /

—92R =4 1 bod
sin 2a (s —ay A=A ©

pa je e = 20sin 2, f = 40sin 2a. 1 bod
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Tada je

e 20sin 2« 1

— = =, 1 bod
f 40sin2a 2
Dakle vrijedi f = 2e
e\? \? eVs
datle sliiedi sin o — 1 9
a odatle slije ISIHQ—%,COSQ—%
4
te sin 2a = 5 1 bod
Slijedi e = 20sin 200 =20 - 3 = 16, f = 32. 1 bod
. 16 - 32
Povrsina romba jednaka je P = €2f =—5 = 256. 1 bod
Zadatak B-3.5.
Marko se pokusava prisjetiti jedne od svojih lozinki. Zapamtio je da se radi o pete-
roznamenkastom broju s razli¢itim znamenkama kojemu se prva i zadnja znamenka
razlikuju za 4, a niz od preostale tri znamenke u sredini tvori dvoznamenkasti ili troz-
namenkasti broj djeljiv s 5. Ako bi Marko krenuo ispisivati sve takve brojeve, koliko bi
najvise brojeva mogao ispisati da dode do svoje lozinke? Prva znamenka lozinke nije
nula.
Prvo rjesenje.
Trazimo ukupan broj peteroznamenkastih brojeva zabcy koji imaju trazena svojstva
(pritom su z,y,a,b,c € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} i = # 0).
Jedanaest je razlicitih moguénosti za odabir prve i zadnje znamenke:
(z,y) € {(1,5),(5,1),(4,0),(5,9),(9,5), (2,6),(6,2),(3,7),(7,3), (4,8), (8,4)}. 1 bod
Ako je abc dvoznamenkasti ili troznamenkasti broj djeljiv s 5, ¢ € {0, 5}. 1 bod

S obzirom da su sve znamenke danog broja razlic¢ite, mozemo razlikovati dva slucaja.
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1° Barem je jedna od prve ili zadnje znamenke jednaka 0 ili 5.
Tada je cetvrta znamenka c¢ jednoznacno odredena pa je
(z,y,c) € {(1,5,0),(5,1,0),(4,0,5),(5,9,0),(9,5,0) }. 1 bod
Za svaki od ovih pet odabira znamenaka z, y, ¢ imamo 7 nacina da odaberemo
drugu znamenku a (ne mogu biti ve¢ odabrane x, y, ¢), te 6 nac¢ina da odaberemo
tre¢u znamenku b. To je ukupno 5 -6 -7 = 210 razli¢itih peteroznamenkastih
brojeva. 1 bod
2° Prva i zadnja znamenka su razli¢ite od 0 i 5.
Tada je (z,y) € {(2,6),(6,2),(3,7),(7,3),(4,8),(8,4)}.
Znamenku ¢ mozemo odabrati na dva nacina (0 ili 5), znamenku a na 7 nacina i
znamenku b na 6 nacina, Sto je ukupno 6-2-7-6 = 504 razlic¢itih peteroznamenkastih
brojeva. 1 bod

Ukupno imamo 210+504 = 714 nacina odabira peteroznamenkastih brojeva s trazenim
svojstvom. 1 bod

Drugo rjeSenje.
Neka je zabey, gdje su z,y,a,b,¢,€ {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, © # 0, traZeni peterozna-
menkasti broj.

Prema uvjetima zadatka, znamenke x, y, ¢, odnosno prva, zadnja i ¢etvrta znamenka
mogu biti jedna od sljede¢ih 17 moguénosti:

(z,y,¢) € {(1,5,0),(5,1,0),(4,0,5),(5,9,0), (9,5,0),
(2,6,0),(2,6,5),(6,2,0), (6, 2, 5),(3,7,0),(3,7,5),
)

(7,3,0),(7,3,5), (4,8,0),(4,8,5),(8,4,0),(8,4,5) } 3 boda
Za svaki od ovih odabira znamenki x, y, ¢, znamenku a mozemo odabrati na 7 nacina,
a znamenku b na 6 nacina. 2 boda
Tada je ukupno 17 -7 -6 = 714 peteroznamenkastih brojeva s trazenim svojstvom. 1 bod

Zadatak B-3.6.

Prirodan broj n ima ukupno 6 djelitelja od kojih su to¢no dva prosti brojevi. Odredite

broj n ako je zbroj svih njegovih djelitelja jednak 248.

Rjesenje.

(Ako je broj n oblika n = p - ¢ pri ¢emu su p i g prosti brojevi, tada broj n ima toc¢no

4 djelitelja. To su brojevi 1, p, q, pq.)

Broj n je oblika p? - ¢ a djelitelji su mu 1, p, p?, ¢, pq, pq. 2 boda
Kako je zbroj svih djelitelja broja n jednak 248, vrijedi

1+ p+p?+q+ pg + p’q = 248.

Slijedi
q14+p+p») + (1 +p+p°) =248
(1+p+p°)(g+1)=248 2 boda
(1+p+p°)(g+1)=2°31 1 bod
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Kako je broj 1+ p+p®> = 1+ p(p + 1) neparan broj, mora biti 1 + p + p*> = 31 pa je

q+1=28. 2 boda
Dakle ¢ = 7, a iz p> + p + 1 = 31 dobivamo p = 5 (negativno rjeSenje p = —6
odbacujemo). 2 boda
Dakle, n = 5% -7 = 175. 1 bod

Zadatak B-3.7.

Pravokutni trokut ABC, s katetom |BC| = 10 i nasuprotnim kutom « = 30°, rotira
oko pravca p koji prolazi vrhom A tako da s pravcem AB zatvara kut od 30° (C ¢ p).
Koliki je obujam tako nastalog rotacijskog tijela?

Rjesenje.

Rotacijom nastaje tijelo koje se sastoji od stosca S; i krnjeg stosca sa zajednickom
(ve¢om) bazom, a bez stosca Sy koji ima zajednicku manju bazu s krnjim stoscem.

Skica ili opis 1 bod

Obujam nastalog tijela izracunat ¢emo tako da zbrojimo obujam stosca S; i obujam
krnjeg stosca te od toga oduzmemo obujam stosca S,.

Uoc¢imo sukladne trokute: AABC = AABD (KSK - imaju sukladne kutove i zajed-
nicku stranicu AB). 1 bod

Duljine stranica trokuta ABC' su:

a=|BO| =10, b=|AC| = actg30° =10v3, c=|AB|= - “300 = 20. 1 bod
11

Polumjer manje baze krnjeg stosca je r = a = 10. 1 bod

Iz trokuta AC'E racunamo polumjer vec¢e baze krnjeg stosca:
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R =bsin60° = 10y/3 - %2 = 15. 1 bod

U istom je trokutu visina stosca S; jednaka v; = |AE| = bcos60° = 5/3. 1 bod
Visina stoSca Sy jednaka je vy = |AD| = b = 10v/3. 1 bod
Visina krnjeg stosca jednaka je v = vy — vq = 5v/3. 1 bod

[zra¢unajmo trazeni obujam.

1 1 1
V= §R27rvl + gm)(R2 + Rr +1r%) — gr%wg 1 bod

25007/3
—

1
= g7r(1125\/§ +2375v/3 — 1000V/3) = 1 bod
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
28. veljace 2018.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.

Ako u svakom c¢lanu razvoja binoma (x — y)", n > 2, z,y # 0, stavimo = = 672y,
zbroj treceg i cetvrtog clana bit ¢e jednak 0. Odredite 2018. ¢lan po redu u razvoju
tog binoma.

Rjesenje.

Zbroj treceg i cetvrtog ¢lana u razvoju binoma jednak je
(Z)ﬂ%—w2+<g)f‘%—w3:0-
1 1
§n(n —1) - (672y)" *y* — én(n —1)(n —2) - (672y)" *y* = 0.
Kako je n > 2, posljednju jednakost mozemo podijeliti s %n(n —1). Dobivamo

1
(Gﬁ@”ﬂf—fﬁn—Qyﬂﬁhﬁ%%3:O

1
67Th%ﬂ-—501—2)%w2m%y1=0

672"y (672 - ”/;'2) —0.

Bududi da je y # 0, mora biti 672 — "T_Q = 0 odnosno n = 672 -3+ 2 = 2018. To znaci
da je 2018. ¢lan po redu u razvoju danog binoma jednak

2018
(2017>x1c—y)%”7::2018~672y-(—4n2m7::-—1356096y”“?

Napomena: Rezultat priznati u bilo kojem od tih zapisa.

Zadatak B-4.2.

Odredite n € N tako da polinom P(z) = (222 + 1)"*! — (3x + 15)?" bude djeljiv
polinomom Q(z) = x + 2. Odredite u tom slucaju sve nultocke polinoma P koje nisu
realne.
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Rjesenje.

Polinom P je djeljiv s  + 2 ako i samo ako je P(—2) = 0. 1 bod
Vrijedi P(—2) = 9"t — 9" pa iz 9"*! — 92" = 0 slijedi n + 1 = 2n odnosno n = 1. 2 boda
Tada je polinom P jednak
P(z) = (22" + 1) — (3z 4+ 15)* = (22% — 3z — 14) (22 + 32 + 16) . 1 bod
TraZene nultocke su rjesenja jednadzbe 222 + 3z + 16 = 0, 1 bod
-3 +iv119
atosuzg= —Z. 1 bod

4

Zadatak B-4.3.

U pravokutniku ABCD, toc¢ka E dijeli stranicu C'D u omjeru 1 : 3 od vrha D. Ako je
pravac AC okomit na pravac BE, odredite omjer duljina stranica tog pravokutnika.

Prvo rjesenje.

A

Zadatak ¢emo rijesiti koristeéi vektore. Ako je pravac AC' okomit na pravac BE, tada

je skalarni umnozak vektora 1@ i ﬁ jednak nula, odnosno 1@ -BE = 0. 1 bod
Prikazimo vektore 1@ i lﬁ kao linearnu kombinaciju vektora a@ = @ ib= B? .

AC = AB+BC =+,
B?:ﬁ%—@:g—id’. 2 boda

Sada uvjet ﬁ . ﬁ = 0 prelazi u:

(a+5)-(5—ia)=o
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odnosno 5
ab— (@) + (b)° ~

S

=0.

ST

NI

Vektori d = /@ ib= B? su okomiti, pa je a - b=0. Zbog toga i zbog (@)? = |d|* =
|AB|? = a2, (b)? = |b]> = |BC|? = 1? slijedi

0—i&+ﬁl—oza

V3

a

odnosno b? = iaQ odakle dobivamo =5 (ili § =

).

Sl

Drugo rjeSenje.

A

Uz oznake kao na slici uo¢imo slicnost trokuta ASB i C'SE. To su pravokutni trokuti
s kutovima a i 8 pa su sli¢ni prema poucku K K.

x a
Tada je — = 53— odnosno =z = - y.
ZCL 3

Analogno dobivamo i z = 3 t

Primjenom Pitagorinog poucka na trokute ABC, BC'E i uvrstavanjem x = % yiz=3t

dobivamo:

Lk

4 2 4
(*y+y) PR e Do p?

3 9
4 29 49 9
(3 + ) 16& + < 9 16@ +

Zbrajanjem ovih dviju jednakosti te primjenom Pitagorinog poucka na trokut C'SE
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slijedi:

49 9 25 9
— 2 = = 2b
9 (y + ) 16& +
49 9 25
— == a4 20
9 16 16

3

5&2:2132

a 2 .
Dwmgziﬁohgzéy

Napomena: Ucenik moze na razli¢ite nacine koristiti Pitagorin poucak i slicnost da
dode do omjera. U tom je sluc¢aju bodovanje sljedece:

— uocavanje slicnosti pravokutnih trokuta

— odredivanje koeficijenta slicnosti

— primjena Pitagorinog poucka na najmanje tri pravokutna trokuta

(ako ucenik nije dosao do rjesenja, a ima primjenu samo na 1 ili 2 trokuta ovdje dobiva
samo 1 bod)

— koristenje slicnosti

— sredivanje izraza do trazenog omjera

Zadatak B-4.4.

Niz je zadan rekurzivnhom formulom
=121 =2, +2n+1,n=>1
Odredite T2018-

Prvo rjeSenje.
Zapisimo prvih n ¢lanova niza.
Ir1 = 1

$2:ZE1+2'1+1
1‘3:$2+22+1

Tp=Tp1+2-(n—1)+1
Zbrajanjem gornjih jednakosti imamo:

Tyt w3t Aty =0+ 2+, +2- (14244 (n—1)) +n- 1

—-1).
Slijedi xn:2~(n2)n+n

odnosno z,, = n?.

TraZeni ¢lan iznosi: zg0s = 20182
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Drugo rjeSenje.

Izracunajmo prvih nekoliko ¢lanova niza:
.T1:1
To=x1+2-14+1=14+2+1=14

2 zasven € N.

Tvrdimo da vrijedi z,, = n
Dokazimo ovu tvrdnju matematickom indukcijom:
Provjerimo tvrdnjuzan=1. z;=1=12

Pretpostavimo da je tvrdnja z,, = n? istinita za neki n € N.

Dokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za sljede¢i prirodan broj, to jest da je z,.1 =
(n+ 1)

Iz same je definicije niza z,,1 = z, + 2n + 1, a kako je zbog pretpostavke indukcije
r, = n?, slijedi 7,41 =n*+2n+ 1= (n+ 1)? $to smo i trebali dobiti.

Trazeni ¢lan iznosi: zo915 = 20182.

Napomena: Ucenik koji dode do konac¢nog rezultata, a nije dokazao formulu za opci
¢lan niza dobiva 3 boda.

Zadatak B-4.5.

Neka su
A= {(z,y) | log(1 + 2% +y*) < 1 +log(z +y)}

B = {(m,y) | log(2 4+ 2% + y?) < 2 + log(x + y)}
skupovi tocaka u ravnini. U kojem su omjeru povrsina skupa B i povrsina skupa A?
Rjesenje.
Primijenimo svojstva logaritma na zadane nejednakosti kako bismo odredili skupove A
iB.
log(1 +2* +¢*) < 14 log(z +y)

&log(l +2° + y %) < log(10(z +y))

&1+ +y* <10(x +y)

st 4y — 102 — 10y +1 <0

&z —5)*+ (y —5)* < 49.

Analogno,

log(2 + 2* + ) < 2+ log(z + )
&2+ 22 +y? < 100(x + )
&(z —50)* + (y — 50)* < 4998.
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Zaklju¢ujemo da su skupovi A i B krugovi s pripadnim kruznicama. SrediSte i polumjer
kruga A je S1(5,5), 11 = 7, a srediste i polumjer kruga B je S3(0,50), o = 1/4998.

Za koordinate tocaka (z,y) iz oba skupa mora biti ispunjen uvjet x +y > 0 (zbog
logaritma), odnosno sve se tocke skupova A i B trebaju nalaziti iznad pravca y = —zx.
Ovo je odito ispunjeno za sve (z,y).

49987

Stoga je trazeni omjer jednak = 102.
Zadatak B-4.6.

Odredite sve Cetveroznamenkaste prirodne brojeve koji su za 1949 veci od zbroja kva-
drata svojih znamenaka.

Rjesenje.
Neka je trazeni broj x = abed = 1000a + 1000 + 10c¢ + d gdje su a, b, ¢ i d znamenke,
odnosno a,b,c,d € {0,1,2,...,9} i a # 0. Tada vrijedi

1000a + 1006 + 10c + d = a® + b* + & + d? + 1949.

Zbroj kvadrata a?+b?+c? +d? moZe biti najvise 4-81 = 324. Stoga je x < 324+1949 =
2273 pa znamenka a moze biti samo 1 ili 2.

Ako je a = 1 onda iz 1000a + 100b + 10c + d = a? + b% + ¢ + d? + 1949 slijedi
1006 + 10c + d = b* + ¢* + d* + 950.

Kako je na desnoj strani broj veéi od 950 ova jednakost nije moguca za b < 9.

No u slucaju b = 9 ne postoje znamenke c i d za koje bi vrijedila jednakost 10c + d =
131+ c®+d? (jer je na lijevoj strani dvoznamenkasti broj, a na desnoj troznamenkasti).

Zato mora biti a = 2.
Tada je 2000 + 100b + 10c¢ + d = 1949 + 4 4 b* + ¢ 4 d?, odnosno

1006 + 10c + d + 47 = b* + ¢ + d° (%)

Kako je b*+c*+d? < 3-81 = 243, prethodna je jednakost moguéa samo za b € {0, 1, 2}.

1°b=2
Iz (*) slijedi 200 + 10c + d + 47 = 4 + ¢* + d* odnosno 10c + d + 243 = ¢* + d*.
Kako je ¢? + d? < 2-81 = 162 slijedi da je lijeva strana veéa od 243, a desna
manja od 162, sto je nemoguce, pa je b # 2.

2°b=1
Iz (*) slijedi 100 + 10c + d + 47 = 1 + ¢* + d* odnosno 10c + d = ¢* + d* — 146.
Na lijevoj strani je dvoznamenkasti broj pa slijedi ¢ + d* > 146, $to je mogude
samo ako je ¢ = d = 9. Direktnom provjerom dobivamo da ni u tom slucaju
prethodna jednakost ne vrijedi pa je b # 1.
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3b=0
Iz (*) slijedi
10c +d + 47 = & + d*. (%)
U ovu jednakost mozemo redom uvrstiti ¢ =0, ¢ = 1,...,c = 9 ili uociti da ¢ mora
biti neparan broj pa uvrstiti samo neparne znamenke.

Radi jednostavnije provjere jednakost (**) mozemo pisati u obliku
d(d—1)=47+10c — ¢* =72 — (c — 5)%.

Sada trazimo sve brojeve c, za koje je broj na desnoj strani jednak umnosku dvije
uzastopne znamenke.

c=1,dd—1)=56=8-7

c=3,d(d—1) =68
c=5dd—1)=72=9-8
c=7d(d—1) =68
c=9,dd—1)=56=8-7

Dakle, rjesenje zadatka su brojevi 2018, 2059 i 2098.

Napomena: Ukoliko je uc¢enik samo ispisivanjem nekih sluc¢ajeva pogodio 1 ili 2 rjesenja

dobiva 1 bod.

Napomena: Za pogodena sva tri rjesenja ispisivanjem nekih sluc¢ajeva, bez obrazlozenja
zasto su to jedina rjesenja, ucenik dobiva 2 boda.

Napomena: Ukoliko je ucenik zakljucio da trazeni broj poc¢inje znamenkom 2 te ispisao
sve takve brojeve i provjerom dosao do to¢nog rjesenja, dati sve bodove.

Napomena: Inace je bodovanje sljedece:

— zapis 1000a + 1000 + 10c + d = a® + b* + ¢ + d* + 1949

— zakljucak a € {1,2}

— provjera za a = 1 i zakljucak da je a = 2

— zakljucak da je b = 0, bilo provjerom svih 10 znamenaka ili odbacivanjem nekih
mogucnosti

(podjela na slucajeve 1 bod, odbacivanje sluc¢ajeva i argumentiranje 2 boda)
—odredivanje znamenki ¢, d, odnosno kona¢nog rjesenja (rapisivanje + provjera ili kao
u ponudenom rjesenju ogranicavanje + provjera nekih slucajeva)

Zadatak B-4.7.

U pravokutnom trokutu ABC duljina hipotenuze AB jednaka je ¢, a pri vrhu A je vedi
siljasti kut mjere o. Okomica na hipotenuzu u tocki A sijece pravac BC' u tocki D.
Okomica u tocki D, na prethodno povucenu okomicu AD, sijece pravac AC u tocki
E. U dobivenoj tocki E opet povucemo okomicu na prethodnu okomicu DF, a njeno
sjeciste s pravcem DC oznac¢imo s F. Nastavimo li opisanim postupkom povlaciti
,okomicu na okomicu” dobit ¢emo niz duzina AD, DE, EF, .... Odredite zbroj
njihovih duljina.
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Rjesenje.

T2

1 bod
Oznacimo duljine dobivenih duzina redom
x1:|AD\, Z'QleE‘, Z’gzlEF’,
U trokutu AC'D je kut pri vrthu D jednak « (kutovi s okomitim kracima), u trokutu
CDF kut pri vthu E takoder je jednak «, ... 1 bod
Sve dobivene duzine su hipotenuze u tim pravokutnim trokutima.
b CD -|CD
Slijedi sinaw = — = u pa je xo = M 1 bod
x1 T2 b
Sd t je t b je |CD| b 1 bod
ruge strane je tga = ——— pa je = —.
g Je g (CD] pa] tg o
.. . O X9
Zmaci da je xo = —— i analogno x3 = —, ... 1 bod
tg o tg
1
Duljine nacrtanih duzina ¢ine geometrijski niz s koli¢nikom oy 1 bod
ga
Kako je a veéi od dva Siljasta kuta u pravokutnom trokutu, vrijedi a@ > 45° pa je
1
tga>11— < 1. 2 boda
tg «
Trazeni zbroj duljina svih promatranih duzina jednak je
T1+To+2x3+...= xll 1 bod
1= &
t b a
— ritga __ sina_ b ¢ 1 bod

_tga—l_tga—lztga—l'
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