Ministarstvo znanosti i obrazovanja Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje
Hrvatsko matematicko drustvo

ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
29. ozujka 2021.

1. Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n) koji zadovoljavaju jednadzbu

m(m —n)*(m+n) =m* +mn® — 99n.

2. Izabela je sedam dana zaredom rjesavala po jedan matematicki test. Na svakom je testu
ostvarila razli¢it broj bodova — najmanje 91, a najvise 100. Nakon svakog testa prosjek
njenih dotadasnjih rezultata bio je prirodan broj, a na sedmom testu je ostvarila 95
bodova.

Koliko je ukupno bodova Izabela ostvarila na svih sedam testova? Koliko je bodova
ostvarila na Sestom testu?

3. Za realne brojeve xq,xs, ..., x50 vrijedi

2035E1 + 213[E2 +--F 4931’30 = 13,
21321 + 22329 + - - + 503259 = 1,
22311 + 23329 + - - - 4+ 513239 = 10.

Koliko iznosi 2121 + 2229 + - - - + 50x3¢ ?

4. Tocka M na stranici BC i tocka N na stranici AB trokuta ABC odabrane su tako da
vrijedi <BAM = <M AC = <NCB. Dokazi da je

|AM[? = |AC| - |AN]| + |MC|2.

5. Svakom od 12 bridova kocke Martin pridruzuje po jedan od brojeva 1 ili —1. Zatim svakoj
od Sest strana te kocke pridruzuje umnozak 4 broja na bridovima te strane. Na kraju
Martin zbraja svih 18 brojeva pridruzenih bridovima i stranama kocke.

Koliki je najmanji zbroj koji Martin moze posti¢i?

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
29. ozujka 2021.

1. Odredi sve parove realnih brojeva (a, b) koji zadovoljavaju sustav:

a’ +b* = 25,
3(a+b) —ab=15.

2. Odredi sve trojke prostih brojeva ¢iji je zbroj kvadrata umanjen za 1 jednak kvadratu
nekog prirodnog broja.

3. Dane su dvije kvadratne funkcije fi(z) i fo(x).
Funkcija fi(z) postize najmanju vrijednost za z = —1, a jedna nultocka joj je x = 3.
Funkcija fo(z) postize najveéu vrijednost za = = 3, a jedna nultocka joj je z = —1.

Odredi sve vrijednosti x za koje umnozak fi(x)fa(x) postize najvecu vrijednost.

4. Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC, a D tocka na luku CA tom trokutu
opisane kruznice koji ne sadrzi tocku B. Neka je F tocka takva da je D poloviste duzine
AE. Ako je <FECA =90° i </EC = 40°, odredi <BAC.

5. Neka je n prirodni broj. Ako pravilan n-terokut podijelimo na n — 2 trokuta povlac¢enjem
n — 3 dijagonala koje nemaju zajednickih unutarnjih tocaka kazemo da smo dobili trian-
gulaciju. Triangulacija n-terokuta kojem su neki od vrhova crveni je dobra ako svaki od
tih n — 2 trokuta ima barem dva crvena vrha.

Odredi najmanji prirodni broj k, u ovisnosti o n, takav da mozemo obojiti k£ vrhova
pravilnog n-terokuta crveno tako da postoji barem jedna dobra triangulacija.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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1. Dokazi da ortocentar siljastokutnog trokuta s kutovima «, 5 i v dijeli visinu iz vrha kuta
mjere @ u omjeru cos « : (cos 5 cos?y).

2. Odredi sve parove realnih brojeva (x,y) koji zadovoljavaju jednadzbu

(4°+1)(9+1)+70=10(2"+1)(3+1).

3. Srediste I upisane kruznice i srediSte O opisane kruznice trokuta ABC' su osnosimetri¢ne
tocke u odnosu na pravac AB. Tocka D je drugo sjeciste pravca AO i opisane kruznice
trokuta ABC.

Dokazi da vrijedi |CA| - |CD| = |AB| - |AO|.
4. (Odredi sve prirodne brojeve m za koje je 2™ — 63 kub nekog cijelog broja.

5. U nekom arhipelagu je n otoka medu kojima prometuju dvosmjerne brodske i avionske
linije. Izmedu svaka dva otoka postoji tocno jedna direktna linija — ili brodska, ili avion-
ska. Kazemo da je arhipelag uredno povezan ako svako kruzno turisticko putovanje koje
pocinje i zavrsava na istom otoku koristi paran broj avionskih linija.

Za koje prirodne brojeve n svaki uredno povezan arhipelag s n otoka ima paran broj
avionskih linija?

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja sSkola — A varijanta
29. ozujka 2021.

1. Odredi sve prirodne brojeve m za koje je m! + 8 potencija nekog prostog broja.

2. Nekajew = %(—1 +4v/3). Odredi najveéi broj n € Ny za koji postoje kompleksni brojevi
a, b, c tako da za svaki k € {0,1,... ,n} vrijedi

a+ buw® + cw® = k.
Za tako odredeni n nadi sve trojke (a, b, ¢) koje zadovoljavaju gornje jednakosti.

3. Neka su z, y i 2z realni brojevi takvi da je zy + yz + zz = 1. Neka je

.772 y2 22

:1—|—3c2+1—|—y2+1+22'

a) Ako su x, y i z pozitivni brojevi, dokazi da je S < 1.

b) Dokazi da je S < 1 ako i samo ako su brojevi x, y i z istog predznaka.

4. U nogometnom klubu je n igraca koji imaju dresove s medusobno razli¢itim brojevima
od 1 do n. Na kraju sezone igra¢ s brojem 1 zavrsava karijeru. Uprava bira jednog od
ostalih igraca kojeg prodaje nekom drugom klubu, dok svih preostalih n — 2 igraca dobiva
dresove s medusobno razli¢itim brojevima od 1 do n.

Na koliko nac¢ina uprava moze odabrati igraca za prodaju i preostalima dati brojeve tako
da nijedan igra¢ nema veci broj od onog koji je imao ove sezone?

5. Nekaje ABC trokut i O srediste njegove opisane kruznice. Pravac p okomit je na simetralu

kuta <BAC, prolazi polovistem stranice BC te polovistem duZine AO. Odredi veli¢inu
kuta <BAC.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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