ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
29. ozujka 2021.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-1.1.

Tena je zamislila jedan prirodni broj, pomnozila ga sa 17 i zapisala rezultat na plocu.
Vito je obrisao zadnju znamenku, dobiveni broj pomnozio s 8 i zapisao rezultat na
plocu. Tena je obrisala zadnju znamenku njegovog rezultata i na ploci je ostao zapisan
broj 56. Koji je broj zamislila Tena?

Rjesenje.

Ako je na plod¢i broj 56 znaci da je Vito mnozenjem s 8 dobio broj izmedu 560 i 569.
U tomu su intervalu dva broja djeljiva s 8: 560 = 70 - 8, 568 = 71 - 8.

Mnozenjem sa 17 Tena je dobila broj izmedu 700 i 719.

U tomu je intervalu samo jedan broj djeljiv sa 17: 714 = 42 - 17.

Tena je zamislila broj 42.
Napomena: Ako ucenik iz razmatranja izostavi jedan od brojeva 560 ili 568, a dalje

ima tocan postupak slijede¢i tu pogresku, dobiva 5 bodova.

Zadatak B-1.2.

Ako se od zbroja 10 uzastopnih neparnih prirodnih brojeva oduzme jedan od tih bro-
jeva, dobiva se broj 2021. Koji su to brojevi i koji smo broj oduzeli?

Rjesenje.
Zbroj 10 uzastopnih neparnih prirodnih brojeva jest

2e4+1)+2r+3)+2x+5)+ (22 +7) + (22 +9) + (22 + 11) + (22 + 13)
+(2z +15) + (22 4+ 17) + (22 + 19) = 2021 + (2z + a),

gdje je a € {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}.
Slijedi da je

202+ (1+3+5+7+9+11413+ 15+ 17+ 19) = 2021 + 2z + a,
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odnosno
20z + 520 = 2021 + 2z + a,

18z = 1921 + a,
pa je
1921 4+ a
r=——"
18
Sto mozemo zapisati u obliku
13+a
= 106 .
T + 13

Broj 18 mora biti djelitelj broja (13+a), abudué¢idajea € {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19}
to je moguce samo za a = 5, pa je x = 107.

TraZeni su brojevi 215, 217, 219, 221, 223, 225, 227, 229, 231 i 233.
Oduzeli smo broj 219.

Napomena: Ucenik moze do to¢nog rjesenja doci procjenom i namjestanjem brojeva oko
aritmeticke sredine svih 10 ili 9 zadanih brojeva. Aritmeticku sredinu mogu procijeniti
na razli¢ite nacine. Primjerice, mogu zakljuciti da je zbroj svih deset brojeva priblizno
2223 (2021 : 10 - 11) pa je aritmeticka sredina paran broj oko broja 222, a tada redom
y,hamjeStaju” brojeve. Za ovakav postupak s to¢nim rjesenjem, bez argumentacije zasto
je to jedino rjesenje, ucenik dobiva 4 boda. Ako nema nikakvog postupka, a ima to¢no
rjeSenje dobiva 2 boda.

Zadatak B-1.3.

Duljine stranica trokuta tri su uzastopna prirodna broja, ne manja od 3. Izracunajte
razliku duljina odsjecaka koje na srednjoj stranici po duljini odsijeca visina na tu
stranicu.

Rjesenje.
Neka su duljine stranica trokuta |[AC| =n —1, |AB| =n i |BC| = n+ 1, kao na slici.

CN je visina na stranicu AB, srednju stranicu po duljini, a z i y duljine odsjecaka,
na koje toc¢ka N dijeli stranicu AB. Tada iz pravokutnih trokuta ANC i NBC, prema
Pitagorinom poucku slijedi

(n—1)* - 2% =%
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(n+1)% —y? =02
Izjednacimo li dobivene izraze za kvadrat visine, redom slijedi:
(n—1)7%—2%=(n+1)*—y?
n?—2n+1-—n?>—2n—1=2>—1¢°
y? — 2% = 4n.
Primjenom formule za razliku kvadrata dobivamo
(y+z)(y—x)=4n

Kako je y + x = n slijedi da je

odnosno

Trazena razlika odsjecaka jest 4.

Zadatak B-1.4.

U nekom kvizu sudjeluju Plavi, Crveni i Zuti tim. Prosjek bodova ¢lanova Plavog tima
je 30, Crvenog tima 50, a Zutog 90, dok je prosjek bodova svih natjecatelja 60. Plavi
je tim ukupno ostvario 360 bodova manje od Crvenog, a Zuti 6 puta vise bodova od
Plavog. Koliko je ¢lanova u pojedinom timu?

Rjesenje.

Neka je u Plavom timu n ¢lanova i neka su ostvarili P bodova, u Crvenom timu m
¢lanova i ostvarili su C' bodova, a u Zutom timu £ c¢lanova i ostvarenih Z bodova.

Prema uvjetima iz zadatka vrijedi

= 30 odnosno P = 30n,

= 50 odnosno C' = 50m,

= 90 odnosno Z = 90k.

Takoder, vrijedi
C =P +360,7=6P.

Iz dobivenih jednadzbi redom slijedi:
50m = 30n + 360, odnosno 5m = 3n + 36,
90k = 6 - 30n, odnosno k = 2n.
Prosjek svih natjecatelja je 60 Sto piSemo

P+C+7

= 60.
n+m-+Ek
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30 50 90k 3 5 9k
n ot odm + = 60, pa je on -+ om+ Ik = 6. Odatle redom dobivamo:
n+m-+k

Tada j
ada e n+m-+k

3n + 5m + 9k = 6n + 6m + 6k

In+m—3k=0

3n + 36

3n + —6n =0.

Dakle, konac¢no rjesenje jest
n=3 m=9, k=06.

U Plavom timu su 3 ¢lana, u Crvenom 9, a u Zutom 6.

Zadatak B-1.5.

Tri prijateljice Marta, Iva i Ana jako vole putovati. Marta je posjetila 20 drzava, Iva
90% drzava vise nego Marta, a Ana 13 drzava manje nego Iva. Ana je posjetila 40%
drzava u kojima je bila Marta, a Iva je posjetila petinu drzava u kojima je bila Ana i
polovinu drzava u kojima je bila Marta. Broj drzava koje su posjetile sve tri prijateljice
16 je puta manji od ukupnog broja drzava koje su posjetile. Koliko su ukupno drzava
posjetile?

Prvo rjesenje.

Oznacimo s k(M) broj drzava koje je posjetila Marta, s k(I) broj drzava koje je posjetila
Iva te s k(A) broj drzava koje je posjetila Ana. Tada je prema uvjetima iz zadatka

k(M) = 20, k(I) = 38, k(A) = 25.

E(MNA) =8, k(INA)=5, k(MnI)=10.
Oznacimo s x broj drzava koje su posjetile sve prijateljice, tj. k(M NINA) = x.
Tada je k(M U I U A) = 16z, pa primjenom formule
E(MUITUA) =k(M)+k(I)+k(A) —k(MNA) —k(INA)—k(MNI)+k(MNINA)
slijedi
162 =204+38+25—-8—-5—10+ =,

odnosno z = 4.

Prijateljice su ukupno posjetile 64 drzave.

Drugo rjeSenje.
Marta je posjetila 20 drzava, Iva 38, a Ana 25.
Marta i Ana su posjetile 8 drzava. Ana i Iva 5 drzava, te Marta i Iva 10 drzava.

Oznacimo s z broj drzava koje su posjetile sve tri prijateljice. Prikazimo ove podatke
o broju drzava s pomo¢u Vennovih dijagrama.

Prvo ¢emo upisati podatke o broju elemenata presjeka tri skupa, a zatim podatke o
broju elemenata presjeka po dva skupa.
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[N

Ostala polja u dijagramu popunjavamo na sljede¢i nacin.

Samo Marta je bila u 20 — (10 — ) — (8 — ) — z = 2 + = drzava.
Samo Iva je bila u 38 — (10 — x) — (b — z) — x = 23 + = drzava.
Samo Ana je bilau 25 — (8 —z) — (b — z) — z = 12 4 z drzava.

8

Tada je
16r=24+2+23+2x+124+2+10—2+5—2+8—x+x,

odnosno z = 4.

Prijateljice su ukupno posjetile 64 drzave.

Zadatak B-1.6.
Odredite vrijednost realnog parametra a za koji svaka od jednadzbi

3 —3a

20 — 1 =
“ z—1

i a’(2x —4) — 1 =a(4 —5r) — 27

ima jedinstveno rjesenje i njihova rjesenja su jednaka.
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Rjesenje.

3 — 3a

Rijesimo prvo jednadzbu 2a — 1 = . Uoc¢imo da mora vrijediti z # 1. Nakon

l’ —
mnozenja jednadzbe s x — 1 i sredivanja dobivenih algebarskih izraza, redom slijedi:
24z —2a —x+1 =3 — 3a,

r(2a — 1) =2 —aq,

2—a 1
=2° - 1
x 2@_1,a7é2 bod
: . 2—a .
Kako je x # 1, iz # 1 slijedi 1 bod
2a — 1
2—a+#2a—1,

odnosno a # 1.
2—a

90— 1 1 bod

1

Dakle za a € R, a # 3 i a # 1 jednadzba ima jedinstveno rjesenje x =
Rijesimo i drugu jednadzbu.

a’(2r —4) — 1 =a(4 — 5z) — 27

2za* — 4a® — 1 = 4a — bax — 2x

x(2a* + 5a + 2) = 4a* + 4a + 1 1 bod

z(2a* + 4a +a+2) = (2a + 1)*

r2a(a +2) +a+2] = (2a + 1)?

z(a+2)(2a+1) = (2a + 1)? 1 bod
Iz ove jednakosti zakljucujemo da za a € R, a # —; ia# -2 1 bod
jednadzba ima jedinstveno rjesenje
&= 2aa++21. 1 bod
Izjednacimo rjesenja zadanih jednadzbi.
2—a _ 2a +1
2a — 1 a—+2
Slijedi 4 — a® = 4a®> — 1, pajea® =1, a 1 bod
a==+1. 1 bod
Zbog a # 1 slijedi da jedino za a = —1 jednadzbe imaju jednako rjesenje. 1 bod
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Napomena: Umjesto racunanja broja a za koji je ispunjen uvjet x # 1, uc¢enik moze na
kraju provjeriti imaju li dane jednadzbe za dobivene realne brojeve a = +1 jednako
rjeSenje. U tom sluc¢aju dobiva sve predvidene bodove, ali mora imati napisane uvjete za

koje te jednadzbe imaju jedinstveno rjeSenje, odnosno da je a # 3 kod prve jednadzbe
1
ia# —5 @ # —2 kod druge jednadzbe.

Ako nema zapisane samo te uvjete, oduzeti dva boda. Ako ucenik nije zapisao uvjet
x # 1, pa nije odbacio jedno rjesenje i nije niti provjerio rjesenja, ali ima prethodno
navedene uvjete na rjeSenja jednadzbi pojedinacno, oduzeti 3 boda.

Ako ucenik nema niti jedan uvjet, nema provjere, ve¢ samo rjesenje, moze dobiti mak-
simalno 5 bodova.

Zadatak B-1.7.

Cetverokut ABC'D ima to¢no dva prava kuta, u vrthu A i u vrhu C. Na dijagonali
AC tocke E i F su nozista okomica povuéenih redom iz vrhova B i D na AC. Ako je
|AE| =3, |BE| =51 |CE| =7, koliko je |DF|?

Prvo rjeSenje.

B

Povucimo dijagonalu DB. Trokut DAB je pravokutan i vrijedi:
<IBAD = <«BAE + <FEAD = 90°
Trokut AF'D je pravokutan i vrijedi:
<DAF + <ADF = 90°,

te vrijedi da je <FAB = <ADF. (Ista jednakost moze se pokazati koristeéi svojstvo
kutova s okomitim kracima). 2 boda

Pravokutni trokuti AEB i AFD imaju isti siljasti kut pa su prema poucku K K sli¢ni.
Stoga su sljedec¢i omjeri jednaki

AF| |BE| 5 5
||DF‘| - ‘|AE|’ = 3 paviijedi [AF] = g[DF. 2 boda
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Na isti nac¢in pokazemo da je <CDF = <BCE.

Iz ACFD ~ ABEC slijedi
ICF| |BE| 5 o 5
DF| _ |CE| 7 pa vrijedi |C'F| 7] ]
Kako je |[AE| + |EC| = |AF| + |FC| = 10, slijedi da je

) 5) 21
ngF] + ?]DF| =10, odnosno |DF| = 5= 4.2

Drugo rjeSenje.
Slika je ista kao i u prvom rjesenju.
Vrijedi |[AC| = 10, |CD| = ¢, |AD| = d. Tada primjenom Pitagorina poucka na trokute
ABE, BCE, ABD i BCD redom slijedi:
|AB? = 3% + 5° = 34,
|BC|> = 5% + 7% = 74,
|BD|* = |AB|* + |AD? = 34 + &*,
|BD|* = |BC|* + |CD* = T4 + ¢*
Oduzimanjem zadnjih dviju jednakosti dobivamo
d? — % = 40.
Buduéi da je zbroj nasuprotnih kutova 180° dani je cetverokut tetivni.

Tada su obodni kutovi <BDC' i <BAE nad tetivom BC sukladni, pa vrijedi
tg (<BDC) = tg («BAE),

Povrsinu ¢etverokuta ABC'D mozemo racunati kao zbroj povrsina trokuta ABC'i ADC'
ili zbroj povrsina trokuta BC'D i BAD, pa vrijedi

IDF|-10 5-10 /74 dv/34
5 T T T

3.74 7-34
[DF|-10 450 = "= + ==,

IDF| = 4.2,
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
29. ozujka 2021.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-2.1.

Odredite sva realna rjesenja jednadzbe

2021
(z+D)(x+7)

(@+3)(x+5) =4+

Rjesenje.
Dana jednadzba ekvivalentna je jednadzbi

2021

2
8 5=44+ —
T ST +362—1—83:—i-7’

x# =1, x# —T. 1 bod

Uvodenjem supstitucije 22 + 8z + 7 = ¢ dobivamo jednadZbu

2021
b+8 =4+ ——,
odnosno
t2 4 4t — 2021 = 0, 2 boda
¢ija su rjeSenja t; = —47 1ty = 43. 1 bod
Jednadzba x? + 8x + 7 = —47, odnosno x? + 8x + 54 = 0 nema realnih rjeSenja, jer je
njena diskriminanta manja od nule. 1 bod

Jednadzba 22+ 8z + 7 = 43, odnosno 2%+ 8z — 36 = 0 ima dva razli¢ita realna rjesenja

T2 = —4 + 2\/ﬁ 1 bod

Zadatak B-2.2.

Konacan niz brojeva je izvrstan ako je svaki sljedeéi ¢lan niza, osim prvoga, vec¢i od
prethodnoga i ako je umnozak svih ¢lanova toga niza potpuni kvadrat. Primjerice, niz
2, 6, 27 je izvrstan niz. Odredite prirodne brojeve x i y tako da niz 28, x, y, 65 bude
tzurstan.
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Rjesenje.

Kako je broj 28-65-x -y = 22-5-7-13 -z -y potpun kvadrat slijedi da je barem jedan
od brojeva x i y djeljivs 5, 71 13.

Uoc¢imo da broj koji je djeljiv s 13 ne moze biti djeljiv s 5 ili 7 jer bismo u suprotnom
dobili broj vedi ili jednak 65.

Stoga je jedan od brojeva djeljiv sa 7 -5 = 35, odnosno oblika 35k. Slijedi & = 1 jer
bismo u suprotnom dobili broj veéi od 65.

Dakle, jedan od trazenih brojeva je broj 35.

Drugi je broj oblika 13/, a kako je 28 < 13/ < 65, zakljucujemo da je [ = 3 ili | = 4.
Odbacujemo moguénost [ = 3 jer bismo tada dobili broj 39, za koji umnozak 2%.5-7 -
13 -z - y ne bi bio potpuni kvadrat.

Stoga je [ = 4, a drugi trazeni broj 52.

Vrijedi 28 < 35 <52 < 65128-35-52-65=(2-2-5-7-13)% §to znaci da smo dobili

izvrstan niz, a trazeni brojevi su x = 351 y = 52.

Napomena: Ukoliko ucenik rastavi brojeve na proste faktore i navodi djeljivost s 5, 7 i
13 te s pomocu toga dobije rjesenja 35 i 52 bez da argumentira da su to jedina rjeSenja
treba dobiti 4 boda. Za dobivena rjesenja bez argumentiranja i provedenog postupka
treba dodijeliti 2 boda ako je vidljiva provjera tih rjesenja, a 1 bod ako je nema.

Zadatak B-2.3.

Na stranici AB trokuta ABC' dana je tocka E takva da je |[AE| =11 |EB| = 2. Neka
je to¢ka D na stranici AC takva da je duzina DE paralelna s duzinom BC, a tocka
F na stranici BC takva da je duzina EF paralelna s duZinom AC. Izra¢unajte omjer
povrsina ¢etverokuta CDFEF i trokuta ABC'.

Prvo rjeSenje.

Kako je duzina DE paralelna s duzinom BC, trokuti AED i ABC imaju iste kutove

o . . .. |AE| 1
licni. Koefi t sl tijek=1—5 = —.
pa su slicni. Koeficijent slicnosti je AB| "3
P 1
Stoga je omjer njihovih povidina —22 = k2 = —.
ABC 9
Kako je duzina E'F' paralelna s duzinom AC, trokuti EBF i ABC' imaju iste kutove,
BE| 2
te su slicni. Njihov koeficijent sli¢nosti je k' = ||AB|‘ =3
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4

PEBF:kQ_

ABC 9

Stoga je omjer njihovih povrsina

PCDEF_PABC_PAED_PEBF

Papc Papc

1 1 4
_ Papc — 5Papc — gPapc  5Papc 4

Papc Pagc 9

Drugo rjeSenje.
Neka je <ACB = ~. Tada je

Peper _ |CD||CF|siny _ 2|CDI||CF|
Pigc  |AC||BC|siny — |AC||BC| "
2

Zbog paralelnosti zadanih duzina trokuti AED, EBF i ABC imaju sukladne kutove
pa su medusobno sli¢ni.

Tada iz slicnosti trokuta EBF i ABC slijedi

|AC| |AB| 3 _ 3 _3
EF| ~ |EB| ~ 2 0dnosno [4C] = o EF| = 50D

Iz sliénosti trokuta AED i ABC slijedi

B AB
:Ag—mﬁ%—?ﬂmmmﬂBﬂ—MEﬂ—BWDL

Tada je
FPeppr  2|CD||CF|  2|CD||CF| 4

Pagc  |AC||BC| — 3|CD|-3|CF| 9

Zadatak B-2.4.
Ako za kutove trokuta a, 81 vrijedi da je sina = 2sin Scos~y i §+v = 86°, odredite
a, Bin.
Rjesenje.
Neka je a duljina stranice nasuprot kuta «, a b duljina stranice nasuprot kuta § u
zadanom trokutu. Zapisemo li izraz sin a = 2sin 5 cos~y u obliku
sin «
sin 3

tada primjenom poucka o sinusima i poucka o kosinusu dobivamo

= 2cosvy

a72 a’? + b —
b 2ab ’

odnosno
a a’+b-73
b ab ’
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Bududi da se radi o trokutu i duljina stranice b # 0, nakon mnozenja s ab dobivamo
a’® =a® +b* - 1 bod

pa je b? — ¢2 = 0, odakle slijedi da je b = c. 1 bod
Stoga je dani trokut jednakokracan, a kutovi nasuprot stranicama duljine b i ¢, su
jednaki.

86°
2

Tada je f =v = =43° a = 180° — 86° = 94°. 1 bod

Zadatak B-2.5.

Pravilo pridruzivanja funkcije f jest f(z) = V& — 24 /& + 7 — 63/ — 2. Odredite
interval realnih brojeva na kojemu ova funkcija poprima konstantnu vrijednost.

Rjesenje.

Zadanu funkciju mozemo zapisati u sljede¢em obliku:

fl@)=vz—2+\/(Vz—2-32=va—2+|Vz—2-3]. 2 boda

Domena zadane funkcije je skup {x € R,z > 2}. 1 bod
Uvedemo li supstituciju v/ — 2 = t, dobivamo izraz

20—-3,t 23
t+t—3| = T 1 bod
3,t<3
Rjesavanjem nejednadzbe v/x — 2 < 3 dobivamo z < 11. 1 bod
Konacno rjesenje je {x € R,2 < o < 11}. 1 bod

Zadatak B-2.6.

Tjeme parabole je u tocki T'(z,y), y < 0. Parabola sijece os = u tockama A(2,0) i
B(8,0). Ako su brojcani iznosi opsega i povrsine trokuta ABT u omjeru 4 : 3, odredite
jednadzbu parabole i koordinate tjemena parabole.

Prvo rjesenje.
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2+8

Apscisa tjemena parabole je jednaka zp = — = 5. 1 bod
Jednadzba parabole je oblika y = a(x — 2)(z — 8), odnosno y = ax® — 10ax + 16a, pri
¢emu je a > 0. 1 bod
4ac —b*  4a-16a — 100a?
Stoga je ordinata tjemena parabole jednaka yr = ac4 _— Z - —9a 1 bod
a a
Dakle, tjeme parabole je tocka T'(5,—9a), a > 0.
Iz omjera opsega i povrsine trokuta ABT dobivamo sljedeéi niz jednakosti:
Opapr _ 4
Ppapr 3
AB|+ |AT| + |BT| 4
AB| +]AT| +|BT| 4 b
3| AB| - yr] 3
6+2\/9+81a2_% 1 bod
27a e

Odatle, nakon mnozenja s a, slijedi iracionalna jednadzba
V9 + 81a? = 18a — 3, 1 bod

koja nakon kvadriranja prelazi u kvadratnu jednadzbu 243a% — 108a = 0 éija su rjeSenja
=0ia=-. 1 bod
a ia 9

4
Budué¢i da jea > 0, a za a = 9 jednakost

4\? 4
9 81-() =18-- -3 1 bod
+ 9 9 °
o - 4 . . .
je tocna, slijedi a = g’ pa tjeme parabole ima koordinate T'(5, —4). 1 bod
4
Jednadzba dane parabole jest y = §(:c —2)(x —8). 1 bod

Drugo rjeSenje.

Prema slici iz prvog rjesenja, uz oznaku (z,y) za koordinate tjemena, a koristeé¢i dani
omjer opsega i povrsine, slijedi

|BT| = \/y? + 3%, 1 bod

6+2|BT| 4
2ramel 2 1 bod
ly| - 6 3
2
23+ ViZF3T) 4
Brvy +3) 4 1 bod
3y 3

Dakle, dobivamo iracionalnu jednadzbu

2|yl =3+ y? + 3% (%)
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Nakon kvadriranja slijedi
2yl = 3)* =y* +9,

odnosno
3lyl> — 12Jy| = 0.

Buduéi da je y # 0 i vrijedi 2 -4 = 3+ /16 + 9, rjeSenje jednadzbe (x) jest |y| = 4.
Odatle, uz dani uvjet da je y < 0, slijedi y = —4
pa su koordinate tjemena 7'(5, —4).

Tjemeni oblik jednadZbe dane parabole jest y = a(x — 5)* — 4.

4
Buduéi da tocka (2,0) pripada paraboli, vrijedi 0 = a(2 — 5)*> — 4 pa je a = g 2
jednadzba parabole

4 4 40 64
= (z—=52—4iliy=-a’>— —z+ —.
V=3 (r —5) iliy=ge 5% + 3
Napomena: Priznati jednadzbu parabole zapisanu u opéem obliku, tjemenom ili fakto-
riziranom.

Zadatak B-2.7.

Ucenici neke skole sudjelovali su na stolnoteniskom turniru. Pravilima je predvideno
da svaka dva natjecatelja odigraju tocno jednu partiju. Tijekom turnira ucenici A, B
i C' su odustali od daljnjeg natjecanja. Ucenik A je odustao nakon sto je odigrao dvije
partije, B nakon tri, a C' nakon pet odigranih partija. Ostali su natjecatelji odigrali
turnir do kraja. Ako je na turniru odigrano 197 partija, koliko je ucenika sudjelovalo
na turniru?

Rjesenje.

Neka je na turniru sudjelovalo n ucenika. Nakon sto su tijekom natjecanja tri ucenika
odustala, svaki je od n — 3 ucenika do kraja turnira odigrao to¢no jednu partiju sa
svakim od preostalih.

(n—3)(n—4)
2
Tomu broju treba pribrojiti broj partija (p) u kojima su sudjelovali ucenici A, B i C,
prije nego su odustali. Tih je partija moglo biti najvise 2 + 3 + 5 = 10 i to ukoliko A,

B i C nisu igrali medusobno.

Dakle, medu n — 3 ucenika odigrano je partija.

3.2
Buduéi da su medusobno mogli odigrati maksimalno 5 = 3 partije, broj p moze biti

—3)(n—4
10,9, 8 ili 7. pa vrijedi 20— 4)

(n—3)(n—4)

+p =197, p € {10,9,8,7}.

Ako je p = 10, iz + 10 = 197 dobivamo jednadzbu (n — 3)(n —4) = 374
koja nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva jer se broj 374 = 2 - 11 - 17 ne moze
zapisati kao umnozak dva uzastopna prirodna broja.

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2021.
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(n—3)(n—4)

+ 9 = 197 dobivamo jednadzbu (n — 3)(n — 4) = 376

koja nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva jer se broj 376 = 23 - 47 ne moZe zapisati
kao umnozak dva uzastopna prirodna broja.

~3)(n—4
(n 3)2(n ) + 8 = 197 dobivamo jednadzbu (n — 3)(n — 4) = 378

koja takoder nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva jer se broj 378 = 2 - 3% -7 ne
moze zapisati kao umnozak dva uzastopna prirodna broja.

(n—3)(n—4)

Ako jep =29, iz

Ako je p =8, iz

Ako jep =17, iz + 7 = 197 dobivamo jednadzbu (n — 3)(n — 4) = 380.
Kako je 380 = 19 - 20, zaklju¢ujemo da je n — 4 = 19, tj. n = 23.

Dakle, na natjecanju je sudjelovalo 23 ucenika.

Napomena: Ucenici su, u svakom od opisanih sluc¢ajeva, do istih zaklju¢aka mogli do¢i
i rjesavanjem kvadratne jednadzbe ili na neki drugi nacin, pa postupak treba bodovati
s predvidenim brojem bodova.
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
29. ozujka 2021.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-3.1.
) o (T m m L .
Izraz cos®z + cos <— + x) — 2cos 5 COS T - COS <6 + x) ima istu vrijednost za sve

realne brojeve x. Izracunajte tu vrijednost.

Prvo rjeSenje.

[zlu¢ivanjem zajednickog faktora dobivamo
9 o (T T T
cos” x + cos (— —i—x) — 2C0S — - COS T - COS <—+x> =
6 6 6
= cos® z + cos (%+x> (cos (%—i—ac) —2COS%COSLE> ) 1 bod

Primjenom formule kosinusa zbroja slijedi

9 T T T R T
cos“x + (cos=cosz —sin—sinx | [cos —cosx —sin —sinxz — 2cos — - cosx | =
6 6 6 6 6
9 T T T LT
cos” x — cos—cosx—smgsmx cosgcosx—i-smésmx ) 2 boda

Izraz sredimo

cos® x — (C082 % cos® x — sin? % sin? :E) 1 bod
Konac¢no:
1 1 1 1
cosx — ZCOSZZL‘—}- Zsin2x = Zcos%c—k Zsian = 1
2 boda
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Drugo rjeSenje.

[zlu¢ivanjem zajednickog faktora dobivamo
9 9 (T ™ ™
cos” x + cos (8 —l—:l:) —20056 - COS T + COS (6 —i—x) =
9 m ™ ™
= cos” x + cos <6 + ZE) <COS <6 + x) — 20086 COSQ:)

Primjenom formule umnoska kosinusa slijedi

cos2x+cos (z—i-x) (cos (z—i-x) -2 1<COS (z—i-x) + cos <7r—x>>> =
6 6 2 6 6 n

o= cos (G +) cos (5 )
cos"r—cos|—=+x)cos|—=—x
6 6

Primjenom formule umnoska kosinusa dobivamo

cos? T — 1cosz — 1(:082:1:

2 3 2
Sada primjenimo kosinus dvostrukog broja i sredimo izraz
(:08295—1 l—cos2x+1—}

2 2 2 4
Trece rjesenje.

T 3 T 1

Ako primijenimo formule za kosinus zbroja i ¢injenicu da je cos — = \g—, sin it a

zatim kvadriramo dani binom i pojednostavnimo izraz, redom dobivamo:
9 o (T 7 7
Ccos™ x + cos 6+x —ZCosg-cosx-COS 6—1—3: =

™ ™

T R 2 . .
008256—1—(Cosgcosx—smg&n:c) — 2cos ~Cosx~<cosgcosa:—smgsmx

, V3 1\ V3 1o\
cos“x + 7COS.T—§SID.I —2 +COST - 7C08x—581nx =

3 3 1 3 3
cos?x + ZCOSQ£L‘— \é_cosmsina:—l— —sin?zx — §COS25L‘+ \g_cosxsinx =

M‘& e

1
2 ) _
(cos + sin x) =1

=

—cos?x + —sin’z =
4 4

Zadatak B-3.2.
Neka je A = 12022 + 22021 Odredite znamenku jedinica broja A202,
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Rjesenje.

Zmamenka jedinica kvadrata broja 1202 jest 4.

Potencije s bazom 2 imaju znamenku jedinica redom 2,4,8,6, ovisno o ostatku pri

dijeljenju eksponenta brojem 4.

Stoga je znamenka jedinica broja 22°?! jednaka 2.

Tada je znamenka jedinica broja A jednaka 4 + 2 = 6.
Znamenka jedinica bilo koje potencije s bazom 6 uvijek je broj 6.

Stoga je i znamenka jedinica broja A?"*! jednaka 6.

Zadatak B-3.3.
1 log 1022

Odredite sve realne brojeve = za koje vrijedi 3logz _ 9.3 loga?

Rjesenje.
Primijenimo pravila za logaritme

log 10+log z2

3w — 2.3 les? =27

3ms — 2. 3w = 97

3fer — G- 370ar — 27 = ()

Uvedemo supstituciju 3757 = ¢

RjeSenja kvadratne jednadzbe > — 6t —27 =0sut, = —3ity =9
Za t; = —3 nema rjesenja.

Za ty = 9 dobijemo

321(}gr :32
L 2,1 #0
= ogxr
2log x 108
1
1 = —.
ogx 1

Konac¢no dobijemo =z = 107 = /10.

Zadatak B-3.4.

Koliko ima deveteroznamenkastih brojeva djeljivih sa 75 kojima su sve znamenke raz-

licite, a znamenka stotica je 77
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Rjesenje.
Trazeni je broj djeljiv sa 75, pa je djeljiv i s 25. Bududi da je djeljiv s 25 i ima sve
znamenke razlic¢ite, zadnje tri znamenke toga broja su ili 725 ili 750.

Odredimo i prvih 6 znamenaka.

Trazeni broj mora biti djeljiv s 3. Buduéi da je zbroj svih 10 moguéih znamenaka
O+1+2+...+8+9 =45, smijemo maknuti jednu od znamenki 0, 3,6 ili 9 da bi broj
bio djeljiv s 3.

Ako maknemo 0, zadnje tri znamenke moraju biti 725, a ostalih 6 biramo na
6-5-4-3-2-1="720 nacina.

Ako maknemo 3, 6 ili 9, a zadnje tri znamenke su 750, ostalih 6 biramo na
6-5-4-3-2-1= 720 nacina s$to je ukupno 3 - 720 = 2160 nacina.

Ako maknemo 3,6 ili 9, a zadnje tri znamenke su 725, na prvom mjestu ne moze biti
0 pa ih biramo na

5-5-4-3-2-1= 600 nacina, sto je ukupno 3 - 600 = 1800 nacina.
Dakle, ukupno je 720 + 2160 4 1800 = 4680 trazenih deveteroznamenkastih brojeva.

Zadatak B-3.5.

Na slici je prikazana mreza piramide. Izracunajte obujam te piramide ako je cosa =

25
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Rjesenje.
Spajanjem odgovarajuc¢ih bridova mreze dobivamo piramidu s vrhom V' kojoj je jedna
strana jednakokracan trokut ABV', dvije strane sukladni pravokutni trokuti, BC'V i

ACYV a treca strana jednakokrac¢an pravokutan trokut ABC. Prema svemu navedenom,
oznacimo preostale duzine u danoj mrezi.

2 boda
Neka je osnovka piramide jednakokracan pravokutan trokut ABC'. Primjenom poucka
o kosinusu slijedi
9
c2:102+102—2-10-10-cosa:200—200~2—55:128,
pa je ¢ = 8v/2. 1 bod
Tada je iz trokuta ABC primjenom Pitagorina poucka 2b? = 128, odnosno b = 8, a iz
trokuta BCV slijedi a = 6. 1 bod
Duljina visine piramide spustene iz vrha V' na osnovku ABC' jednaka je h = |C'V| =
a = 6. 1 bod
Obujam piramide zadane mreze jest
B-h 1-8:-8:6
V = — 2 = 04. 1 bod
3 3
Zadatak B-3.6.
Odredite sve realne brojeve z iz intervala [0, 1] za koje je tg (27 sin®(27z)) = 0.
Rjesenje.
Jednakost tg (27 sin? 27z) = 0 vrijedi ako je 27 sin? 27w = kw, k € Z 1 bod
odnosno k
.2
2rr = —
sin” 27z = 5
pri ¢emu zbog vrijednosti funkcije sinus, moze biti k =0,k =1,k = 2. 2 boda

Ako je k = 0, onda je sin? 22 = 0, odnosno sin 27z = 0 pa dobijemo

2nx = Im,l € Z.
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l
Slijedi @1 = 2,1 € Z.

Ako je k = 1, onda je sin® 27z = 3 odnosno sin 27r = i—‘?, pa dobijemo
T omm
2 = — + — 7
T 1 + 5 ,m €

1 m
Slijedi o = — + — 7.
jjedi xo 8+ 4,m€

Ako je k = 2, onda je sin? 27z = 1, odnosno sin 27z = +1, pa dobijemo

T  nm
2 = — 4+ — Z
T 2+2,n6

1
Slijedi z3 = 1 + %,n e 7.

Odredimo trazene brojeve iz intervala [0, 1].

Iz x; dobivamo brojeve 0, =, 1, iz x5 brojeve —, , a iz x3 brojeve —,

ol

ol =
ol W
co| Ot
A~ =

—
—_
w o
=N =
ot
w
\]

K ¢ ) {0777777771}'
onacno, r € 8'1'8°2'8°1'8

Zadatak B-3.7.

Neka je ABCD konveksni ¢etverokut takav da je |[AB| = 2v/3, |[BC| = 3, |CD| = 1,

<DAB =90° i <ABC = 30°. Odredite <BCD,<CDA i |AD|.

Rjesenje.

Promotrimo trokut ABC'. Primjenom poucka o kosinusu slijedi

|AC|)? = |AB|* 4 |BC|* = 2-|AB| - |BC| cos <ABC = 12 +9 — 2-2v/3 -3 - cos 30° = 3.

Dakle, |AC| = /3.
Primjenom poucka o sinusima izracunamo <CAB.
|BC| |AC)| . 3-1 3
= AB = —2 = """,
Sn<CAB ~ sn<Apc PAiesin<C /3 2
Slijedi: <CAB = 60° ili 120°.
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Slucaj <C'AB = 120° nije mogu¢ jer je cetverokut ABCD konveksan pa mora biti
<CAB < <<DAB = 90°. Dakle, <CAB = 60°. 1 bod

Nadalje, <DAC = 90° — <CAB = 30°.
Primijetimo da je <BC'A = 180° — 30° — 60° = 90°.

Promotrimo trokut AC'D. Primjenom poucka o sinusima slijedi

|AC) |CD| . V3.5 V3

= DA = 2 = — 1 bod
sin<CDA  sin<DAC pa je sin <¢ 1 2 ©
Slijedi: <CDA = 60° ili <CDA = 120°. 1 bod
Prvi slu¢aj nije mogué jer bi tada vrijedilo <BCD = 360° — 60° — 90° — 30° = 180°.
Dakle, <CDA = 120°. 1 bod
Nadalje, <AC'D = 180° — <DAC" = 30° pa je trokut AC'D jednakokracan $to znaci da
je |AD| = |CD| = 1. 1 bod
Jos je potrebno izracunati mjeru kuta <BCD.
<BCD = <BCA + <ACD = 90° 4 30° = 120°. 1 bod

Zupanijsko natjecanje iz matematike 2021. 22/29



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
29. ozujka 2021.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak B-4.1.
Za realne brojeve x iy, x < y, vrijedi:

2%+ =65,
2x+y + 2x+y+1 4 2x+y+2 — 9294,

Neka je y prvi, a x drugi ¢lan geometrijskog reda. Koliko iznosi zbroj toga reda?
Rjesenje.
Iz druge zadane jednakosti dobivamo: 2*%¥ - (1 + 2 + 4) = 224, odnosno x + y = 5. 1 bod

Iz prve zadane jednakosti imamo: =3 + y* = (z + y)(2* — 2y + y*) = 65, odnosno

2 — xy + 1y =13. 1 bod
Slijedi da z i y zadovoljavaju sustav jednadzbi x +y = 5, 22 — zy + y* = 13. Uvrsta-

vanjem y = 5 — z u drugu jednadzbu dobivamo kvadratnu jednadzbu 2% — 5z +4 =0

te, uzimajuéi u obzir x < y, dobivamo rjesenje sustava x =1, y = 4. 2 boda

1
Za geometrijski red kojemu su prva dva ¢lana jednaka 4 i 1 vrijedi ¢ = 1 < 1, pa
4 16

. 2 boda
1— 3

njegova suma postoji i jednaka je S =

FyT.

Napomena: Ucenik je rjesenje x = 1, y = 4 mogao dobiti i na drugaciji nac¢in. Pri
tome, dobivanje jednakosti  + y = 5 nosi 1 bod, a postavljanje i rjeSavanje sustava iz
kojeg se dobije rjesenje z = 1, y = 4 nosi 3 boda.

Zadatak B-4.2.

Duljine stranica trokuta ¢ine aritmeticki niz s razlikom 2. Ako je sinus najmanjeg kuta

. .
u tomu trokutu jednak 3 izracunajte opseg toga trokuta.
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Rjesenje.

Neka su stranice trokuta duljina n, n + 2 i n + 4.

Oznac¢imo s o najmanji kut trokuta, nasuprot najkracoj stranici duljine n.
Tada prema poucku o kosinusu slijedi

n?=n+2)%+(n+4)?2-2(n+2)(n+4)cosa. 1 bod

V15 / 15 /49 7
Bududi da je sina = 3 slijedi cosa = +4/1 — o1 + 61 = :I:g.

7
Kako je o najmanji kut trokuta, sigurno je o < 90°, pa je cosa = 3 1 bod
Rijesimo jednadzbu:
7
n? = (n+2)2—|—(n+4)2—2(n—|—2)(n+4)~§,
7
n*=n’+4dn+4+n*+8n+16 — (n* +6n +8) - T
0 = 4n® + 48n + 80 — Tn? — 42n — 56,
3n? —6n —24 =0,
n>—2n—8=0,
ny = 4, Ng = —2. 2 boda
Duljine stranica trokuta su 4, 6 i 8. 1 bod
Opseg trokuta je jednak 18. 1 bod

Napomena: Ako se duljine stranica trokuta oznace s (n—2), n, (n+2), tada je pripadna
kvadratna jednadZba koja slijedi iz kosinusovog poucka jednaka 3n? —18n = 0 i njezina
su rjesenja ny = 0, ny = 6.

Zadatak B-4.3.

Odredite sve brojeve n za koje vrijedi

2022 2021 - 1 (2023
n+1 n ] T 2023\n+2)°
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Rjesenje.
Broj n je cijeli broj za koji vrijedi 0 < n < 2021.

Zapisimo binomne koeficijente s pomocu faktorijela i primijenimo njihova svojstva.
Tada je redom:

2022! 2021 1 2023!
(n+1)1(2021 —n)!  n!(2021 —n)! ~ 2023 (n+2)!(2021 —n)!’
2022 - 2021!  2021! 1 2023-2022-2021!
(n+1)-n'  nl 2023 (n+2)(n+1)-n!’

2022 2022

n+l S (n+2)(n+1)
2022(n+2) — (n+ 1)(n +2) < 2022,
2022n + 4044 — n? — 3n — 2 — 2022 < 0,
—n? +2019n + 2020 < 0,

—n? +2020n — n + 2020 < 0,

(2020 — n)(n +1) < 0.

Rjesenje ove nejednadzbe su svi prirodni brojevi n > 2020, a

buduéi da je 0 < n < 2021, konacno rjesenje su brojevi n € {2020, 2021}.

Zadatak B-4.4.

Koliko ima lozinki koje se sastoje od 4 znaka iz skupa {a,b,c, 1,2,3,4,5,+,!} takvih
da su svi znakovi lozinke razliciti ili da lozinka sadrzi to¢no dva, ne nuzno razli¢ita
slova i dvije, ne nuzno razli¢ite znamenke?

Rjesenje.

Prebrojimo prvo lozinke koje se sastoje od cetiri znaka iz danog skupa, a kod kojih
su svi znakovi razli¢iti. Prvi znak lozinke mozemo odabrati na 10 nacina (bilo koji od
ponudenih znakova), drugi znak na 9 na¢ina (mora biti razli¢it od prvog odabranog

znaka), tre¢i znak na 8 i cetvrti na 7 nacina. Slijedi da takvih lozinki ima 10-9-8-7 =
5040.

Prebrojimo sada lozinke koje sadrze to¢no dva slova i dvije znamenke. Od cetiri znaka u
lozinci, odnosno cetiri pozicije za znakove, pozicije na kojima ¢e biti dva slova mozemo
odabrati na (;l) = 6 nacina, a slova na tim pozicijama na 3 - 3 nac¢ina. Na preostale
dvije pozicije u lozinci ¢e biti znamenke i njih mozemo odabrati na 5 -5 nacina. Slijedi
da lozinki koje sadrZe to¢no dva slova i dvije znamenke ima 6 - 32 - 52 = 1350.

Lozinki za koje vrijedi da su svi znakovi u lozinci razliciti i da sadrze tocno dva slova
i dvije znamenke ima (3) -3-2-5-4 = 720.

Trazeni broj lozinki je jednak 5040 4 1350 — 720 = 5670.
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Zadatak B-4.5.

Tocka M je poloviste visine pravilnog tetraedra ABC'D povucene iz vrha A na osnovku
BCD. Odredite mjeru kuta BMC.

Prvo rjeSenje.

Oznac¢imo s F noziste visine iz vrha A na osnovku BCD.

Neka su bridovi pravilnog tetraedra ABC'D duljine a.

g a\/g_a\/g
3 2 37

Tada je |BE| = |[EC| =
av/3

2
6

Iz pravokutnog trokuta AEB imamo: |AE|* = a® — <3) = |AE| = a\g/_, te je

Iz pravokutnog trokuta M EB imamo: |MB|* = (

av/2 av/2

a\/é
2 2
6
) + (az(_) = |[MB| =

1
|[EM| = §|AE | = )
U jednakokrac¢nom trokutu M BC' treca stranica je duljine a pa prema obratu Pitago-

6
av'3
3
rina poucka slijedi da je kut <BMC pravi kut.
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Drugo rjeSenje.

Neka je E noziSte visine iz vrha A i F' poloviste brida BC.

1 bod
Tetraedar je pravilan, pa je tocka E teziste trokuta BC'D.
Tocka E dijeli duzinu DF u omjeru 2 : 1. 1 bod
Neka je G poloviste duzine DE. Trokuti MEF i MEG su sukladni (S-K-S, jednake
dvije stranice i kut medu njima) pa su stranice F'M i GM jednake duljine. 1 bod
Duzina MG je srednjica trokuta ADFE, 1 bod
1 1
pa je |[MG| = §|AD|, odnosno |MF| = §|BC’|. 1 bod
S obzirom da je tezisnica M F trokuta M BC' jednaka polovini stranice BC, kut BMC
je pravi kut. 1 bod
Zadatak B-4.6.
1
Neka je fi(x) = T fo(x) = (fio fao1)(z), n = 2, za sve realne brojeve x za koje
—x
su navedene funkcije definirane. Koliko je fop21(4)?
Rjesenje.
Ispisimo prvih nekoliko vrijednosti danog niza funkcija za x = 4.
1
4 = — = — —
" =5=3="%
Fald) = (fro f)W) = g = 2
= (@] = = —
2 10 /1 211 5
Fa8) = (fro f)(4) = 52y = 2
= (@] = = —
3 10 J2 -2 g
1 8 3-4-
fa(4) = (fro f3)(4) 2T 341 oda
" . . . . 3n—4
Uocimo da je svaki ¢lan ovog niza oblika f,(4) = a1 () 2 boda
n —
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Dokazimo matematickom indukcijom da je tvrdnja (*) istinita za sve prirodne brojeve
n.

Za n =1 tvrdnja vrijedi, kao sto smo veé¢ prethodno provjerili.
3n—4

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n, odnosno da je f,(4) = E——
n R

za neki n € N.

Dokazimo da tvrdnja tada vrijedi i za sljedeci prirodan broj, n + 1. PiSemo redom:
1 3n—4

fs1(4) = 55 po pretpostavei je fu(4) = 20—, pa je
1 3n—1 3(n+1)—4
fr(4) 2-24 " 3n+2 3(n+1)-—1

Dakle, iz ¢injenice da tvrdnja (*) vrijedi za neki n € N, pokazali smo da vrijedi i za
n + 1, pa tvrdnja (*) vrijedi za sve prirodne brojeve n.

©3.2021—4 6059

©3-2021—-1 6062

Napomena: Ucenik koji nije opéu tvrdnju (*) dokazao indukcijom moze maksimalno
dobiti 5 bodova.

Tada vrijedi i za n = 2021, pa je fo21(4)

n—(n—1)(x)
(n+1)—nx

Ucenik je mogao indukcijom dokazivati tvrdnju f,(z) = , Sto treba

bodovati analogno predlozenom bodovanju.

Zadatak B-4.7.

U kompleksnoj ravnini predocite skup svih kompleksnih brojeva z za koje vrijedi |z| < 4
i 2¢/3 — 2 < Re(2) + Im(2) < 4. Kolika je povrina tog skupa?

Rjesenje.

Neka je 2 = z + yi. Tada iz |z| < 4 slijedi 2% + y? < 16. Tocke (z,y) za koje vrijedi
navedena nejednakost ¢ine krug sa sredistem u ishodistu polumjera 4.

Iz 2¢/3 — 2 < Re(2) + Im(2) < 4 slijedi 2v/3 — 2 < z + y < 4, $to opisuje tocke (z,v)
koje se nalaze izmedu pravaca y = 2v/3 —2 — 2 i y = 4 — z, ili na njima.

Slijedi da je dani skup kompleksnih brojeva predocen osjencanim likom na slici.

C
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Tocke C'i D su sjeciSta kruznice 22 4+ y? = 16 i pravca x +y = 4, pa su one jednake
C(0,4) i D(4,0).

Tocke A i B dobijemo kao sjecista kruznice i drugog pravca, odnosno kao rjesenja
sustava 22 + y% = 16, z + y = 2v/3 — 2. Slijedi: A(2v/3,—2) i B(—2,2V3).

Neka je M okomica spustena iz B na os x. U pravokutnom trokutu M OB je |OM| = 2
1
i|BO| =4, paje cos<MOB = 2 odnosno <MOB = 60°. Slijedi da je <COB = 30°,

odnosno <AOB = 150° = 567T

Povrsinu osjencanog lika na slici mozemo dobiti tako da od povrsine kruznog isjecka
AOB oduzmemo povrsinu trokuta BOA i povrsinu kruznog odsjecka C'D. Slijedi da
je trazena povrsina jednaka

16m -2 1 5 1 1

P = 6_.4.4.'_<.1 _.1>
o 2 sin = = (g 16m =516
8

= — + 4.
3+

Napomena: Ako ucenik prije skiciranja nije naveo da se radi o kruznici i pravcima, ali
je vidljivo iz skice da ih je prepoznao, dobiva sva 3 boda na tom dijelu.

Ako ucenik na skici nije osjencao trazeni lik, na tom dijelu zadatka moze dobiti mak-
simalno 2 (od mogudéa 3) boda.
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