DRZAVNO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
11. svibnja 2021.

5. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Krojacica Anaima platno oblika pravokutnika kojemu je duljina jedne stranice 70 % duljine druge
stranice. Rezu¢i platno po duzini ¢ije su krajnje to¢ke polovista dviju susjednih stranica tog
pravokutnika dobila je dijelove oblika pravokutnog trokuta i peterokuta. Opseg je peterokuta za 68
dm veci od opsega trokuta. Kolika je povrSina platna?

RjeSenje.

Prvi nacin:

Neka su a i b duljine dviju susjednih stranica pravokutnika i a > b. S x ozna¢imo duljinu duzine ¢ije su
krajnje tocke polovista susjednih stranica pravokutnika.

Vrijedib=70%-a=0.7 - a.
o

0.35a0

/ 0.35a

0.5a 0.5a

a+0.7a+0b5a+x+0.35a=0.5a+0.35a +x + 68
2.55a+x=0.85a+x + 68

2.55a = 0.85a + 68

2.55a - 0.85a = 68

1.7a =68

a=68:17

a=40dm

0.7a

b=07-a

b=0.7-40

b=28dm

Povrsina platna je (40 - 28) dm? = 1120 dm?,

Drugi nacin:
Neka su a i b duljine dviju susjednih stranica pravokutnika i @a > b. S x ozna¢imo duljinu duzine ¢ije su

krajnje tocke polovista susjednih stranica pravokutnika.
a

|

a
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1z slike je o€ito da je opseg peterokuta veci od opsega trokuta za a + b.
Stoga vrijedi a + b =68 dm.

Kakojeb=70%-a=0.7 - a, slijedi:
a+0.7a=68

1.7a =68

a=68:17

a=40dm

b=07-a

b=0.7-40

b=28dm

Povrsina platna je (40 - 28) dm? = 1120 dm?,

2. Duljine stranica kartona pravokutnog oblika, izraZzene u decimetrima, su prirodni brojevi. Iz svakog
od njegovih kutova izrezan je kvadrat sa stranicom duljine 25 cm. Preostali dio kartona iskoristen

je za slaganje kutije bez poklopca ¢&iji je obujam 112.5 dm®. Odredi sve moguée duljine stranica
pocetnog kartona.

Rjesenje:

- == I |

|

===1

_ 1
25 ety
1

| g - -

25 em

| IR

[¢3

Neka su a i b duljine stranica kartona, a x i y redom duljine tih stranica umanjene za 50 cm.
Neka je a > b kao na skici.

Pri slaganju kutije (kvadra) jedan brid ima duljinu 25 cm, a duljine preostalih bridova su x i y.
Obujam kvadra s bridovima duljina X, y i 25 cm (2.5 dm) ra¢una se po formuli V=x-y -2.5.
Iz te formule slijedi 112.5=x -y - 2.5, odnosno X - y = 45.

Mogucéa rjeSenja odnosno duljine bridova x i y dana su u tablici.

x(dn) [1] 3 [ 5 ] 9 |15 | 45
y(@m) [45]15 [ 9 | 5 | 3 | 1

Uz uvjet x >y (koji slijedi iz uvjeta a > b) moguca su rjeSenja parovi (9, 5), (15, 3) i (45, 1).
Duljine stranica a i b po¢etnog kartona su za 5 dm dulje i dane su u sljedecoj tablici:

a(dm) [ 14 | 20 | 50
b@m)| 10 | 8 | 1
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3. Gea je zamislila broj. Kad bi oblikovala niz koji ima 2021 ¢lan tako da je prvi ¢lan zamisljeni broj,
a svaki je sljedeci ¢lan veci za 20.21 od prethodnog, zbroj svih brojeva tog niza bio bi 11.1 puta veci
od 2021 -2021. Koji je broj zamislila Gea?

RjeSenje.
Prvi nadin:
Neka je x broj koji je zamislila Gea.
Niz od 2021 ¢lana koji nastaje na opisani nacin je niz brojeva:
X, x+1-20.21, x+2-20.21, ..., x+ 2020 - 20.21.
Tada je:
X+Xx+1-2021+x+2-20.21+...+x+2020-20.21 =11.1-2021 - 2021
2021 -x+20.21-(1+2+...+2020)=11.1- 2021 - 2021
2021 - x+20.21 - (2021 - 2020) : 2 =11.1 - 2021 - 2021
2021 - x+20.21-1010 - 2021 = 11.1 - 2021 - 2021 /: 2021
X +20.21-1010=11.1- 2021
X+2021-10.1=11.1-2021
x=11.1-2021-2021-10.1
x=2021-(11.1-10.1)
x=2021-1
x =2021
Gea je zamislila broj 2021.
Drugi nacin:

Neka je x broj koji je zamislila Gea.
Niz od 2021 ¢lana koji nastaje na opisani nacin je niz brojeva:

X, Xx+1-20.21, x+2-20.21, ..., x+ 2020 - 20.21.
Tada je:
X+X+1-2021+x+2-2021+...+x+2020-20.21 =11.1-2021 - 2021
2021 -x+20.21-(1+2+...+2020)=11.1-2021 - 2021
2021 - x +20.21 - (2021 - 2020) : 2 =11.1 - 2021 - 2021
2021 - x+20.21 - 1010 - 2021 =11.1 - 2021 - 2021 /: 2021
x+20.21-1010=11.1- 2021
X +20412.1 = 22433.1
X =22433.1-20412.1
x =2021
Gea je zamislila broj 2021.
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4. Trojica prijatelja Ante, Karlo i Tomo crtali su zastave drzava u koje bi voljeli otputovati.
Ante je nacrtao 20, Karlo 25, a Tomo 28 zastava. Broj zastava koje su nacrtali i Karlo i Ante jednak
je tri petine broja zastava koje je nacrtao Ante. Broj zastava koje su nacrtali i Tomo i Ante jednak
je Cetvrtini broja zastava koje je nacrtao Ante. Broj zastava koje su nacrtali i Karlo i Tomo jednak
je dvije sedmine broja zastava koje je nacrtao Tomo. Broj zastava koje su nacrtala sva trojica
sedamnaest je puta manji od ukupnog broja svih zastava koje je nacrtao barem jedan od njih trojice.
Koliko su ukupno razlicitih zastava nacrtali Ante, Karlo i Tomo?

RjeSenje.

Prvi naéin:

3 0d20je 12

5

Karlo i Ante nacrtali su 12 istih zastava.
1 0d20jes.

4

Tomo i Ante nacrtali su 5 istih zastava.
2 od 28 je 8.

7

Karlo i Tomo nacrtali su 8 istih zastava.
Neka je x broj zastava koje su nacrtala sva trojica, a z ukupan broj svih zastava koje su nacrtali. Tada je
z=17 - x i vrijedi:

A > K
/ [I 2-% \I'I
N 3 N
AR L b
| |
- T

Broj zastava koje je nacrtao samo Ante je 3 + x.
Broj zastava koje je nacrtao samo Karlo je 5 + x.
Broj zastava koje je nacrtao samo Tomo je 15 + Xx.

o X e

T

17x=3+x+12-X+5+X+5-X+Xx+8-Xx+15+X

17x =48 + x

16x = 48

X=3

Broj razli¢itih zastava koje su nacrtali Ante, Karloi Tomo je z=17 - 3 =51.
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Drugi nacin:

3 0d20je 12

5

Karlo i Ante nacrtali su 12 istih zastava.
1 od 20 je 5.

4

Tomo i Ante nacrtali su 5 istih zastava.
2 0d28je8.

7

Karlo i Tomo nacrtali su 8 istih zastava.

Neka je x broj zastava koje su nacrtala sva trojica, a d ukupan broj svih zastava koje su nacrtali. Tada
jed=17 - x.

Neka je z broj zastava koje su nacrtali i Tomo i Ante, y broj zastava koje su nacrtali i Ante i Karlo, au
broj zastava koje su nacrtali i Karlo i Tomo. Tada vrijedi:

X+z=5
X+y=12
X+u=8

N

Tada je broj zastava koje je nacrtao samo Ante:

20— (x+y)-z=20-12-z=8-2
Tada je broj zastava koje je nacrtao samo Karlo:

25— (x+u)-y=25-8-y=17-y.
Tada je broj zastava koje je nacrtao samo Tomo:

28— (x+2)-u=28-5-u=23-u.

T
K

AN

Ukupan broj zastava koje su njih trojica nacrtali je
d=23-u+u+17-y +y+8—-z+z+x=48+x.

Kako je d = 17x iz uvjeta zadatka, slijedi:

17x =48 + x

16x =48

X=3

Broj razlicitih zastava koje su nacrtali Ante, Karlo i Tomo je d =17 - 3 = 51.
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Tredéi naéin:

3 0d20je 12

5

Karlo i Ante nacrtali su 12 istih zastava.
1 od 20 je 5.

4

Tomo i Ante nacrtali su 5 istih zastava.
2 0d28je8.

7

Karlo i Tomo nacrtali su 8 istih zastava.

Neka je x broj zastava koje su nacrtala sva trojica, a d ukupan broj svih zastava koje su nacrtali. Tada je
d=17-x.

Neka je z broj zastava koje su nacrtali i Tomo i Ante, y broj zastava koje su nacrtali i Ante i Karlo, au
broj zastava koje su nacrtali i Karlo i Tomo. Tada vrijedi:

XxX+z=5
X+y=12
X+u=8

N

1z zapisanih jednakosti mozemo zakljuciti da je X < 5.
Nekajed=x+z+y+u+t+Kk+a. Prema uvjetu zadatka vrijedi 17x = d.

Zax=1:
X |z ]|y lu t=28—(z+x+u k=25—(y+x+u) a=20—(z+x+y) d
114 ]11]7 16 6 4 49
Provjerom se lako vidi da x = 1 ne zadovoljava uvjet 17x = 49.
Zax=2:
Xz |y lu t=28—(z+x+U) k=25—-(y+x+u) a=20-(z+x+y) d
21 3]10]6 17 7 5 50
Provjerom se lako vidi da niti x = 2 ne zadovoljava uvjet 17x = 50.
Zax=3:
X|lz]|ylu t=28—-(z+x+u) k=25—-(y+x+u) a=20—(z+x+y) d
3121915 18 8 6 51
Provjerom se lako vidi da x = 3 zadovoljava uvjet 17x = 51.
Zax=4:
Xz ]|y lu t=28—(z+x+u) k=25—(y+x+u) a=20—(z+x+y) d
41184 19 9 7 52

Provjerom se lako vidi da x = 4 ne zadovoljava uvjet 17x = 52.

Broj razlicitih zastava koje su nacrtali Ante, Karlo i Tomo jed =17 - 3 =51.
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5. Na Morskim susretima, natjecanju u igrama uz more i bazen, sudjeluje 8 Dubrovcana,
7 Zadrana, 2 Hvarana i 3 Spli¢ana. Trebaju sastaviti petero¢lanu ekipu u kojoj ¢e biti barem jedan
natjecatelj iz svakog od ta Cetiri grada. Na koliko razli¢itih na¢ina mogu sastaviti ekipu?

RjeSenje.

Neka D oznacava natjecatelja iz Dubrovnika, Z natjecatelja iz Zadra, H natjecatelja iz Hvara i S
natjecatelja iz Splita.

Prema uvjetima zadatka moguce su sljedece ekipe: DDZHS, ZZDHS, HHDZS i SSDZH.

Pri slaganju ekipe DDZHS, dva natjecatelja iz Dubrovnika biraju se na 877 =28 nacina, jedan
natjecatelj iz Zadra na 7 nacina, jedan natjecatelj iz Hvara na 2 nacina i jedan natjecatelj iz Splita na 3
nacina. Ukupan broj ekipa DDZHS je 28 - 7 -2 - 3 =1176.

Pri slaganju ekipe ZZDHS, dva natjecatelja iz Zadra biraju se na 7—26 =21 nacin, jedan natjecatelj iz

Dubrovnika na 8 nacina, jedan natjecatelj iz Hvara na 2 nacina, jedan natjecatelj iz Splita na 3 nacina.
Ukupan broj ekipa ZZDHS je 21 -8 -2 -3 =1008.

Pri slaganju ekipe HHDZS, oba natjecatelja iz Hvara su ¢lanovi ekipe pa ih se moze odabrati samo na 1
nacin, jedan natjecatelj iz Dubrovnika na 8 nacina, jedan natjecatelj iz Zadra na 7 nacina, jedan
natjecatelj iz Splita na 3 nacina. Ukupan broj ekipa HHDZS je 1 - 8 - 7 - 3 = 168.

U cetvrtom slucaju, pri slaganju ekipe SSDZH, dva natjecatelja iz Splita biraju se na % =3 nading,

jedan natjecatelj iz Dubrovnika na 8 nacina, jedan natjecatelj iz Zadra na 7 nacina i jedan natjecatelj iz
Hvara na 2 nac¢ina. Ukupan broj ekipa SSDZH je 3-8 -7 -2 =336.

Ekipu je moguc¢e odabrati na 1176 + 1 008 + 168 + 336 = 2688 nacina.
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DRZAVNO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
11. svibnja 2021.

6. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Zbroj 86 uzastopnih cijelih brojeva iznosi 2021. Za koliko je aritmeticka sredina svih pozitivnih
brojeva medu njima vec¢a od aritmeticke sredine svih negativnih brojeva?

RjeSenje.

Neka je najmanji od tih 86 brojeva x. Ostalisux +1,x+2, ..., X + 85.
Vrijedi:

X+(x+1)+(x+2)+...+(x+85)=2021
X+X+1+x+2+...+x+85=2021

86x+1+2+...+85=2021.

Zbroj 1 +2+ ... + 85 iznosi
1+2+...+85=86"85:2=3655.

Dalje je:

86x + 3655 = 2021

86x =-1634

x=-19.

Trazeni brojevi su—19, —18, ... , 66.

Zbroj svih pozitivnih brojeva medu njima je
1+24+...+66=67 66:2=2211,

a njihova aritmetic¢ka sredina je 2211 : 66 = 33.5.
Zbroj svih negativnih brojeva medu njima je
(1 +2+...+19)=-20-19:2=-190,

a njihova aritmetic¢ka sredina je —190 : 19 = -10.

Trazena razlika iznosi 33.5 — (-10) = 43.5.
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2. Ako Cetveroznamenkastom broju ispustimo jednu znamenku pa dobiveni troznamenkasti broj

pribrojimo  pocetnom Cetveroznamenkastom broju, dobivamo

Cetveroznamenkasti broj.
RjeSenje.

Kada bi znamenka tisucica bila 2 ili vise, zbroj bi bio veéi od 1254.
Znamenka tisu¢ica mora biti 1.

Cetveroznamenkasti broj je oblika labc .

Ako ispustimo znamenku c, dobije se:

labc +1ab=1254

1000 + 100a + 10b + ¢ + 100 + 10a + b = 1254
110a + 11b + ¢ + 1100 = 1254

110a+ 11b + c =154

1254. Odredi pocetni

a=1ljerjezaa=2zbrojveciod 154,azaa=0 jeizraz 11b + ¢ manji od 154.

1llb+c=44
b=4,c=0 Broj je 1140.

Ako ispustimo znamenku b, dobije se:

labc +1ac =1254

1000 + 100a + 10b + ¢ + 100 + 10a + ¢ = 1254
110a + 10b + 2¢ + 1100 = 1254

110a + 10b + 2c = 154

a=1

10b +2c =44

5b+c=22

b=3,¢c=7 Broj je 1137.
b=4,c=2 Broj je 1142.

Ako ispustimo znamenku a, dobije se:

labc +1bc =1254

1000 + 100a + 10b + ¢ + 100 + 10b + ¢ = 1254
100a + 20b + 2c + 1100 = 1254

100a + 20b + 2c = 154

a=0 a=1

20b +2c =154 20b + 2c = 54
10b+c=77 10b+c =27
b=7,¢c=7 Broj je 1077. b=2,c¢c=7

Ako ispustimo znamenku 1, dobije se:

labc + abc =1254

200a + 20b + 2c + 1000 = 1254

200a + 20b + 2c = 254

100a + 10b + ¢ = 127

a=1

10b +c =27

b=2,¢=7 Broj je 1127, ali taj broj ve¢ imamo.

Sva moguca rjesenja su:
1077, 1127, 1137, 1140, 1142.
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3. U koordinatnom sustavu nacrtan je paralelogram ABCD, podijeljen na sedam dijelova: tri trokuta,
pravokutnik, kvadrat, paralelogram i trapez.

D 1 C
3 2 1 0 1 2\
A -1 B

Odredi koje dijelove treba cijele osjencati da bi bilo osjenc¢ano 62.5 % paralelograma ABCD, pri
¢emu je osjencan:

a) najmanji moguc¢i broj njegovih dijelova

b) najveci moguci broj njegovih dijelova.

RjeSenje.

Oznacimo s a duljinu stranice AB, a s v duljinu pripadajuée visine paralelograma ABCD.

Iz slike je jasnoda jea=41iv =2, paje povrsina cijelog paralelograma ABCD jednaka
P=a-v=4.2=8.

Uz oznake kao na slici, izra¢unajmo povrsine svih dijelova paralelograma. Ujedno mozemo izraziti i
njihove udjele u povrsini paralelograma ABCD.

D 1 C
Py
Ps3 P2 P,
-3 -2 -1 0 1 2 3
P5 PB P7
A E! B
1 1 .
P, == P,=— ili P1=6.25% od P
2 16
P, =1 p, =1 ili P,=125%o0d P
8
P, =2 pgzip i P;=25%o0dP
1 1 .
Pi=> Pi=—P ili P.=6.25%o0dP
2 16
Pe=1 PS:%P ili Ps=125%odP
Pe=1 Pe=1p ili Ps=125%o0dP
8
P, =2 p7:%P ili P;=25%o0dP
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Trazeni postotak od 62.5 % moze se izraziti u obliku razlomka:

62.5 %=O.625=E=§.
1000 8

Dakle, treba obojiti g paralelograma ABCD.

a) Zbog > = 1 +1+l treba obojiti oba lika s povr§inama P3 i P7 te jo§ jedan od likova s povrSinama

P, , Psili Ps,
To se, takoder, moze zakljucéiti iz jednakosti 62.5 % = 25 % + 25 % + 12.5 %.

U ovom slucaju bojanje je moguce izvrsiti na tri razli¢ita nac¢ina: B,RP,, BR R, BRF;.

Na slici je prikazan prvi nacin bojanja.

D 1 C

P
w P3 PZ Pl
-3 ) -1 0 1 2 3
P5 Pe P7

A -1 B

1 1 111 ... . . . - .
+—+—=+—+— treba obojiti oba lika s povrSinama P1 i P4, dva od tri lika s povr§inama

16 16 8 8
P, Ps ili Pg te jedan od dva lika s povrSinama Ps ili Ps.
Do istog se zakljucka moze do¢i i ovako:
100 % —62.5 % = 37.5 %
375%=25%+12.5%
U ovom sluc¢aju bojanje je moguce izvr$iti na Sest razli¢itih nacina:
PRPRR,  RRPRP,
PILP4P2P6P3’ PZI.P4P2P6P7’
P].P4P5P6P3’ PlP4P5P6P7'
Na slici je prikazan prvi nacin bojanja.

5
b) Zbog — =
) 93

D 1 C

P4
\I Py P, 5
3 2 1 0 1 2 3
Ps Ps Py
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4. U pravokutnom trokutu AABC togka P je poloviste najdulje stranice AB, a tocka N je noziste visine
iz vrha C. Dokazi da simetrala kuta ~#ACB dijeli kut «\NCP na dva jednaka dijela.

RjeSenje.

a? v \ 2 "5

Neka je |LBAC| =a i |4CBA| = B3 . Sjeciste simetrale kuta ZACB i stranice AB ozna&imo s D.
Vrijedi da je a + = 90°, odnosno S = 90° — a.

Trokut AANC je pravokutan, pa je

|4ACN| :90°—|4NAC| =90°-a=4.

SredisSte trokutu opisane kruznice kod pravokutnog trokuta nalazi se u polovistu hipotenuze.
Zbog toga je |PB| = |PC|, pa je APBC jednakokra¢an trokut.

Tada je
|4PCB| =|4CBP| =0.
Dalje vrijedi:

|4ACD| =|4ACN| +|4NCD| =,B+|4NCD|

|4DCB| = |4DCP| +|4PCB| :|4DCP| +4.
Simetrala kuta dijeli kut na dva sukladna kuta, pa je
|£ACD|=|£DCB|.

Zbog toga je

ﬂ+|4NCD| =|4DCP|+ﬂ ,

aondaje

|ZNCD| =|4DCP , §to je trebalo dokazati.

5. Uskladistu jedne trgovine ostalo je puno okolada u 12 razli€itih vrsta. Pojedinacne cijene u kunama
po jedne ¢okolade od svake vrste su redom: 11, 12, 15, 16, 20, 21, 25, 26, 27, 28, 29 i 30. Na koliko
razlicitih nacina je moguce sloziti paket od tri cokolade ¢ija je ukupna vrijednost u kunama broj
djeljiv s 5?

Rjesenje.

Zbroj triju brojeva bit ¢e djeljiv s 5 ako je zbroj njihovih ostataka pri dijeljenju s 5 djeljiv s 5. Zato
formirajmo skupove na sljedec¢i nacin:

Ao je skup brojeva (cijena u kunama) koji su djeljivi s 5, A je skup brojeva (cijena) koji pri dijeljenju s
5 daju ostatak 1, itd.

Ao= {15, 20, 25, 30}

A= {11, 16, 21, 26}

A= {12, 27}

A3 = {28}

As= {29}

Drzavno natjecanje iz matematike 2021. godine Stranica 12 od 24



Promotrimo koje ostatke pri dijeljenju s 5 mogu imati pribrojnici da bi njihov zbroj bio djeljiv s 5.
Dobiva se ovih 7 moguénosti:

a)0,0,0

b)0,1,4

c)0,23

d)1,1,3

e) 1,22

f)2,4,4

g)3,3,4

Potrebno je prebrojiti razliCite pakete za svaki od navedenih slucajeva:

a) Cijena svake od triju ¢okolada u paketu je broj djeljiv s 5. Postoji 20 moguénosti:

15 + 15 + 15, 20 + 20 + 20, 25 + 25 + 25, 30 + 30 + 30,
15+ 15 + 20, 15+ 15 + 25, 15+ 15 + 30,
20 + 20 + 15, 20 + 20 + 25, 20 + 20 + 30,
25+ 25+ 15, 25+ 25 + 20, 25+ 25 + 30,
30 + 30 + 15, 30 + 30 + 20, 30 + 30 + 25,
15 + 20 + 25, 15 + 20 + 30, 15 + 25 + 30, 20 + 25 + 30.

b) Cijena jedne cokolade je broj djeljiv s 5, druge cokolade broj koji daje ostatak 1 pri dijeljenjus 5, a
trece broj koji daje ostatak 4 pri dijeljenju s 5.

Broj djeljiv s 5 moZemo izabrati na 4 nacina, jer je to jedan od brojeva iz skupa Ao. Broj koji daje ostatak
1 mozemo izabrati takoder na 4 nacina, a broj koji daje ostatak 4 pri dijeljenju s 5 je samo broj 29, s§to
znaci da je samo jedan nacin.

Ukupan broj nacina u ovom slucaju je, dakle, 4 - 4 - 1 = 16.

Do broja 16 moguce je doéi ispisivanjem svih kombinacija te njihovim prebrojavanjem:

15+ 11 + 29, 20 + 11 + 29, 25+ 11 + 29, 30 + 11 + 29,
15+ 16 + 29, 20 + 16 + 29, 25+ 16 + 29, 30 + 16 + 29,
15+ 21 + 29, 20 + 21 + 29, 25+ 21 + 29, 30 + 21 + 29,
15 + 26 + 29, 20 + 26 + 29, 25+ 26 + 29, 30 + 26 + 29.

¢) Cijena jedne ¢okolade je broj djeljiv s 5, druge ¢okolade broj koji daje ostatak 2 pri dijeljenju s 5, a
trece broj koji daje ostatak 3 pri dijeljenju s 5.

Broj djeljiv s 5 mozemo izabrati na 4 nacina, broj koji daje ostatak 2 mozemo izabrati na 2 nacina, a
broj koji daje ostatak 3 pri dijeljenju s 5 je samo broj 28, $to znaci da je samo jedan nacin.

Ukupan broj nacina u ovom sluc¢aju je, dakle, 4 - 2 - 1 =8.

15+ 12 + 28, 20 + 12 + 28, 25+ 12 + 28, 30 + 12 + 28,

15+ 27 + 28, 20 + 27 + 28, 25+ 27 + 28, 30 + 27 + 28.

d) Cijene dviju ¢okolada su brojevi iz skupa A1, a cijena tre¢e ¢okolade je broj iz skupa As. 1zabrati dvije
Cokolade s cijenama iz skupa A1 moze se na 10 nacina, dok skup As ima samo jedan element. Prema
tome, dobiva se ukupno 10 mogucénosti:

11 + 11 + 28, 11 + 16 + 28, 11 +21 + 28, 11 + 26 + 28,
16 + 16 + 28, 16 + 21 + 28, 16 + 26 + 28,
21 + 21 + 28, 21 + 26 + 28, 26 + 26 + 28.

e) Treba izabrati jedan broj iz skupa A i 2 broja iz skupa Az. 1z skupa A; jedan broj se moZe odabrati na
4 nacina, a 2 broja iz skupa A; biraju se na tri nacina. Ovdje je, dakle, ukupno 12 moguénosti:

11 +12 + 12, 11+ 12 + 27, 11 + 27 + 27,
16 + 12 + 12, 16 + 12 + 27, 16 + 27 + 27,
21 +12 + 12, 21 +12 + 27, 21+ 27 + 27,
26 +12 + 12, 26 + 12 + 27, 26 + 27 + 27.
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f) Jedan element skupa A, moZemo odabrati na 2 na¢ina, a samo je jedan na¢in za odabir dvaju elemenata
skupa A, pa su ovdje to¢no dvije moguénosti:
12 + 29 + 29, 27 + 29 + 29.

g) S obzirom da skupovi Az i A; imaju po jedan element, jedina je mogucénost:
28 + 28 + 29.

Ukupan broj paketa koji se mogu dobiti na trazeni nacin je:
20+16+8+10+12+2+1=609.
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DRZAVNO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
11. svibnja 2021.

7. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Osjencana je % kruga i % pravokutnika. PovrSina kvadrata jednaka je polovini zbroja povrSina

kruga i pravokutnika. Ako se zna da je osjenc¢ano 40 % kvadrata, odredi u kojem se omjeru zbroj
povrsina kruga i kvadrata odnosi prema povrSini pravokutnika.

RjeSenje.
Oznacimo:
p — povrsina pravokutnika

k — povrsina kvadrata
X — povrsina kruga

Tada je:
1x+lp:40%'k
8 4
_X+p

2

k

Iz prve jednadzbe dobivamo:
5x+10p =16k .

Uvrstimo K iz druge jednadzbe:
5x+10p=16- XLZ'O

2p=3x

x—zp
3P

Dalje slijedi:
1
k==(x+
5 X+ P)

1(2
k==|=p+
S[5p)

5
k=—=p.
6p
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Vrijedi:
5 9
xtk _3PTgP P
p p p

Zbroj povrsina kruga i kvadrata je 221.5 povrsine pravokutnika, odnosno (X +k) : p=3: 2.

2. Zadan je tupokutan jednakokrac¢an trokut AABC s osnovicom AB . Na osnovici je dana tocka D tako
da je | ZACD|=35°. Na kraku BC dana je tocka E tako da je |CE|=|CD|. Odredi |<BDE]|.
RjeSenje.

U tupokutnom jednakokra¢nom trokutu tupi kut je kut nasuprot osnovici.
Stoga je | ZACB|>35°.
Skica:

35°

D B

U zadanom jednakokra¢nom trokutu AABC stranica AB je osnovica, pa su kutovi uz osnovicu
sukladni:

|£BAC|=|£CBA =«
Trokut ACDE je takoder jednakokracan jer je |CE| = |CD| .
Stoga je | ZEDC|=|£CED|= 3.

Mijera vanjskog kuta trokuta jednaka je zbroju mjera nasuprotnih unutarnjih kutova trokuta.
Zato je:

L= |LBDE| +a i

|LBDE| +f=a+35°.

Uvrstavanjem £ iz prve jednadzbe u drugu jednadzbu slijedi:
|LBDE| + |4BDE| +a=a+35°

2|ABDE| =35°

|ABDE| =35°:2=17.5°=17°30".
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3. Umnozak dva razli¢ita prirodna broja je 15 puta veéi od njihovog zbroja. Koje sve vrijednosti moze
poprimiti razlika veéeg i manjeg broja?
RjeSenje.
Oznacimo trazene brojeve s m i n. Neka je m > n.
Prema uvjetu zadatka vrijedi
mn = 15(m + n).
Sada slijedi
mn — 15m — 15n + 225 = 225,

odnosno
(m —15)(n —15) = 225.

Kako je 225 = 3? - 52, 2 225 je djeljivs n—15 i n<m, imamo sljede¢e mogucnosti:
n—-15=1, m-15=225
n-15=3, m-15=75

n-15=5 m-15=45
n-15=9, m-15=25.

Tada su moguénosti za m — n sljedece:
m—n=224,72, 40, 16.

Primjedba. JednadZba mn = 15(m + n) se moze rijesiti po m i tako dobiti

15n  15(n-15)+225 154 225
n-15 n-15 n-15

te dalje nastaviti na isti nac¢in kao u gornjem rjesenju.

4. Na svakoj strani kocke napisan je po jedan prirodan broj. Svakom vrhu kocke pridruzen je umnozak
triju brojeva koji se nalaze na onim stranama kocke koje odreduju taj vrh. Zbroj svih tih osam
brojeva iznosi 455. Koliko iznosi zbroj svih brojeva napisanih na stranama kocke?

Rjesenje.

Neka su vrhovi kocke standardno oznaceni s A, B, ..., H.
Neka je broj upisan na donju stranu x, a na gornju a.
Neka je broj upisan na prednju stranu y, a na straznju b.
Neka je broj upisan na lijevu stranu z, a na desnu c.

H H H
G
£ I a E | |
| F ] E | F
| | VA I c
I Y I
D A — _ - =
/)-_x_ - - D C
- - Z

Tada je redom vrhu A pridruzen je broj xyz, vrhu B broj xyc, vrhu C broj xbc, vrhu D broj xzb, vrhu E

broj yza, vrhu F broj yac, vrhu G broj abc i vrhu H broj zab.
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Vrijedi:

Xyz + xyc + xbc + xzb + yza + yac + abc + zab = 455

X-(yz+yc+hc+zb)+a- (yz+yc+bc+zb) =455

(yz+yc+bc+zb)  (x+a)=455
[y-z+c)+b-(c+2)] (x+a)=455
(z+c)-(y+b)-(x+a)=455
Rastav broja 455 na proste faktore je:
455=5-7-13.

Ocito su zbrojevi brojeva na suprotnim stranama kocke jednaki 5, 7 1 13 (u bilo kojem poretku).
Tada je zbroj svih brojeva napisanih na kocki

X+y+z+a+b+c=(z+c)+(y+b)+(z+c)=5+7+13=25.

5. Nadi najmanji prirodan broj n takav da za svaki skup od n tocaka s cjelobrojnim koordinatama, od
kojih nikoje tri ne leZe na istom pravcu, postoji trokut s vrhovima iz tog skupa za kojeg vrijedi da
polovista njegovih stranica takoder imaju cjelobrojne koordinate.

RjeSenje.
Ako su dane tocke A(X1, Y1) 1 B(X2, y2) onda je njihovo poloviste dano s

P(Xlzxz,yl';yzj. (1)

Podijelimo sve tocke s cjelobrojnim koordinatama u Cetiri skupa:

S; — skup tocaka Cije apscisa i ordinata daje ostatak 1 pri dijeljenju s 2,

S, — skup tocaka Cije su apscisa i ordinata djeljive s 2,

Sz — skup tocaka Cija apscisa daje ostatak 1 pri dijeljenju 2, a ordinata je djeljiva s 2,
S4 — skup tocaka Cija je apscisa djeljiva s 2, a ordinata daje ostatak 1 pri dijeljenju s 2.

Izmedu 9 tocaka, prema Dirichletovom principu, sigurno postoje 3 koje pripadaju jednom od Cetiri gore
navedena skupa. Te tri to¢ke su vrhovi trokuta (jer nikoje tri to¢ke ne leze na istom pravcu) i za te tri
tocke vrijedi da poloviste svake tri duzine koje te toCke odreduju (a to su stranice trokuta), kao obje
koordinate ima prirodne brojeve, zbog ¢injenice da je zbroj apscisa, kao i zbroj ordinata, dvije takve
tocke paran broj i zbog (1).

Ako imamo skup od 8 tocaka, pri ¢emu su po dvije iz svakog od skupova S1, Sy, Sz i Sa, primjerice skup
koji se sastoji od tocaka (0, 0), (0, 2), (1, 0), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 1)1 (3, 3), onda ¢e medu bilo koje 3
izabrane tocke biti bar dvije tocke iz razlicitih skupova Si, Sz, S3 1 S4, @ kako zbroj apscisa ili zbroj
ordinata dvije tocke iz razli¢ita dva gore navedena skupa nije paran, prema (1), apscisa ili ordinata nekog
polovista nije cijeli broj.

(Slika prikazuje navedeni izbor osam tocaka od kojih nikoje tri nisu na istom pravcu.)
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Dakle, najmanji prirodni broj n s trazenim svojstvom je n = 9.
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DRZAVNO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
11. svibnja 2021.

8. razred — rjeSenja

OVDJE SU DANI NEKI NACINI RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACIII POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Dvije kruznice jednakih radijusa dodiruju se izvana. Iz sredista jedne kruznice povucene su tangente
na drugu kruznicu. Odredi omjer povrsine Cetverokuta Ciji su vrhovi sredista kruznica i diralista
tangenti te povrSine dijela ravnine izmedu tangenti i krugova odredenih zadanim kruznicama
(osjencanog na slici).

RjeSenje.

Oznacimo sredista tih kruznica s H i |, a dirali$ta tangenata K i J, kao na slici.

Povrsina ¢etverokuta HKIJ jednaka je povrsini jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice 2, tj.

— (Zr)z \/g _ rz\/§_

HKIJ —
4

Povrsina dijela ravnine izmedu tangenti i krugova odredenih zadanim kruznicama jednaka je razlici
povrsine Cetverokuta HKIJ i zbroja povrsina dvaju kruznih isjecaka.

Kako je AHIJ pravokutan sa §iljastim kutovima veli¢ine 30° i 60°, onda je sredi$nji kut jednog od tih
isjeaka veli¢ine 60°, a drugog 120° i radijusi tih isjecaka su r.
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2 2
r'7 o100.7 7 L2y
360 2

P, +P, =60-
Lo 360

Sada je povrSina traZzenog dijela ravnine
2 1 2 2 1
Py =Puay —(P, +P,)=r \/§—§r T=r \/§—§7z .

Omijer povrSina je

B B 2

rz(\@—;ﬂJ Z«/§—$7z 23-n

2. Ako za brojeve a i b vrijedi a + 10b = 1, kolika je najve¢a moguca vrijednost umnoska
a - b? Odredi vrijednosti brojeva a i b za koje se ta vrijednost postize.

RjeSenje.
ab = (1 - 10b)b =b - 10b?
=-10b>+b= —1O(b2 —ib)
10

= —10(b2 —ib+i—ij
10 400 400
= —1O(bZ e +ij+i
10 400/ 40
2
SN (b - ij .
40 20
Kvadrat svakog broja je nenegativan broj, pa je i njegov deseterokratnik nenegativan.
Stoga slijedi

2
i_lo(b_ij <1
40 20 40

. 1 .
Ako je ab=—, onda je
40

2
10(b—ij
20
b- L —0

20
1

0

b

Kona¢no, imamo
1 1
a=1-10b=1-10-—= =,
20 2

S, o y . 1
Zato je najveéa moguca vrijednost umnoska a - b jednaka — .
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3. Neka su duljine svih stranica pravokutnog trokuta prirodni brojevi. Dokazi da je duljina barem jedne
stranice broj djeljiv s 5.

RjeSenje.

Kvadrat broja djeljivog s 5 je djeljiv s 5, a dodatno vrijedi:

5k +1)° = 25k® £10k +1="5(5k* £ 2k ) +1
*)
(5k +2)° =25k + 20k + 4 =5(5k* + 4k ) + 4.

Dakle, kvadrat prirodnog broja daje ostatak 0, 1 i 4 pri dijeljenju s 5.

Pretpostavimo li da duljine kateta a i b nisu djeljive s 5, iz Pitagorinog poucka i (*), zaklju¢ujemo da
tada c2 (pri ¢emu je € duljina hipotenuze) moze dati ostatak 2, 3 ili O pri dijeljenju s 5. No, kako znamo
da ne moze dati ostatke 2 i 3 pri dijeljenju s 5, slijedi da je c? djeljivo s 5, odnosno da je ¢ djeljivo s 5.

4. Neka je AABK trokut sa Siljastim kutovima u vrhovima A i B. Na stranici KA odabrane su toke D
i N, a na stranici KB toc¢ke C i M tako da su pravci DC, NM i AB usporedni. Pravci AB i DC su od

pravca NM udaljeni 4 cm. Poloviste duzine NM je od pravca AK udaljeno 4 cm, a od pravca BK
udaljeno 3 cm. Ako povrsina Cetverokuta ABCD iznosi 80 cm?, odredi povrsinu trokuta AABK.

Rjesenje.
D/1b\ _C
Q P
\'
N M
S
[0 S
A y ElIZm F X B
a

Neka je [SP|=3cm, a [SQ|=4 cm. Cetverokut ABCD je trapez kojem su AB i CD osnovice jer je
AB||CD.

Povrsina trapeza iznosi P = sv, gdje je s= a_erb , ai b su duljine osnovica trapeza.
. e a+b .
Tada je 80 =s- 8, iz Cega je S=T=10, pajea+b=20.
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Pravokutni trokuti ASMP i ASQN imaju hipotenuzu duljine %: 5cm.

Pomocu Pitagorinog poucka izratunamo |[MP|=4cm i [NQ|=3cm.

Neka su E i F nozista visina trapeza iz vrhova D i C redom, a Z nozi$te visine v trokuta AABK iz vrha
K.

Ozna¢imo duljine duzina EZ i ZF s1im redom, a duljine duzina AE i FB sy ix redom.

Po KK poucku o sli¢nosti pravokutni trokuti ASMP i ABCF su sli¢ni jer je |LPMS| = |4CBF| (kutovi

uz presjecnicu paralela).

1z te sli¢nosti slijedi [SP| : [MP| = |CF| : |BF| odnosno 3:4=8:x, X =3—32 .

Na isti nacin iz slicnosti ANQS i AAED slijedi |SQ| : |QN| = |DE|: |AE|, 4:3=8:y, y=6.

Kako je ¢etverokut CDEF pravokutnik, jer su susjedne stranice okomite, slijedi da je [EF| =|CD| = Db, pa
je

X+y=a-bh.

Rjesavanjem sustava a—b = 3—32 +6,a+b =20, dobije se

a=—,b==.

3 3
Trokuti AAZK i AAED su sli¢ni po KK poucku o sli¢nosti, pa vrijedi omjer
v:8=(6+1):6,iz cega slijedi V:8+g|.

Trokuti AZBK i AFBC su sli¢ni po KK poucku o sli¢nosti, pa vrijedi omjer

V:8=(m+g):g,iz cega slijedi V:§m+8.
3) 3 4

Budu¢ijem+1=a—x-y, vrijedi m+|:%—6—3—32:§.

RjeSavanjem sustava %m+8:8+§| , m+1 :g’ dobije se

3 44
l=—, v=—.
5 5
Povrsina trokuta AABK iznosi
55 44
p_aVv_3 5 _242
2 2 3
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5. Dvanaest prijatelja odlucilo je n veceri zaredom izaci na zajedni¢ku veceru. U svakom od tih n
izlazaka oni se rasporeduju tako da sjede oko m stolova, za svakim stolom isti broj prijatelja. Postoji
li takav raspored sjedenja da svatko od njih ima priliku barem jednom sjediti za istim stolom sa
svakim od 11 preostalih prijatelja, ako je:
ayn=5im=4?
b)n=4im=3?
c)n=3im=2?

RjeSenje.

Medu 12 prijatelja ima

=66 parova prijatelja. Moze li svaki od 66 parova barem jednom sjediti
za istim stolom?

a) Za svakim od 4 stola sjede 3 prijatelja te se za jednim stolom mogu ostvariti ,,3 zajednicka sjedenja“.
Buduc¢i da je stolova 4, a razliCitih vecera 5, nije moguce ostvariti vise od 3 - 4 - 5 = 60 ,,zajednickih
sjedenja“ pa tako ni 66.

b) Za svakim od 3 stola sjede 4 prijatelja te se za jednim stolom mogu ostvariti ,,6 zajednickih sjedenja®,
a na ukupno 3 stola ,,18 zajednickih sjedenja“. Na sljedecoj veceri nije moguce ostvariti toliko novih
»zajednickih sjedenja‘“ — promotrimo 4 osobe koje su na prethodnoj veceri sjedile za istim stolom. Barem
dvije od njih moraju i na sljedecoj veceri sjediti za istim stolom, jer je stolova ukupno 3. Kako imamo
ukupno 3 stola, imamo i tri para takvih osoba koji ¢e i na sljedecoj ve€eri morati biti za istim stolom.
To znaci da na sljedecoj veCeri moze biti najvise 18 — 3 = 15 ,,zajednickih sjedenja®, tj. za 4 vecere to
jenajvise 18 + 15+ 15+ 15 =63 ,,zajednickih sjedenja“ pa ne mogu ostvariti 66 ,,zajednickih sjedenja®.

¢) U ovom slucaju je mogu¢ takav raspored. Oznacimo prijatelje brojevima od 1 do 12.

1. veCera

1.stol: 1, 2, 3, 4,5, 6; 2.stol: 7, 8,9, 10, 11, 12.
2. veCera

1.stol: 1,2,3,7,8,9; 2.stol: 4,5, 6, 10, 11, 12.
3. veCera

1.stol: 1, 2, 3, 10, 11, 12; 2.stol: 4,5,6,7,8,9.

Ocito je takav raspored dobar. Naime, prijatelje smo podijelili u 4 grupe(1-3, 4-6, 7-9, 10-12), svaka
od grupa je medusobno ostvarila ,,zajedni¢ko sjedenje* na svakoj veceri, a svaka od te grupe je bila s
onom drugom jednom za istim stolom.
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