DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — A varijanta
11. svibnja 2021.

Zadatak A-1.1.

Odredi sve trojke (z,y, z) realnih brojeva za koje vrijedi

$2_9222>
y2—22$2,
22— =19

Rjesenje.
Zbrojimo li sve tri jednakosti, zaklju¢ujemo da je x +y + z = 0.

Uvrtavanjem z = —z — y u prvu jednakost dobivamo z? — y = 2% + 2xy + y*, odnosno
yly +22+1) =0,

odakle dobivamo dva slucaja: y =01ili y + 2z + 1 = 0.

Ako je y = 0, tada je z = —x te iz zadnje jednakosti vidimo da je z(x — 1) = 0, Sto znadi da je
z =0ili z = 1. Ovime smo dobili rjesenja (0,0,0) i (1,0,—1).
Ako je y = —2x — 1, to znadi da je z = x + 1. UvrStavanjem u drugu jednakost dobivamo da

42 4+4r+1—2x—1 = 22, odnosno z(x+1) = 0. Time dobivamo rjesenja (0, —1,1) te (=1,1,0).
Konacno, sva rjesenja sustava su: (0,0,0), (1,0,—1), (0,—1,1)1i (—1,1,0).

Zadatak A-1.2.

Dokazi da ne postoje prirodni brojevi a i b koji zadovoljavaju jednakost

3¢ — 20 = 2021.

Rjesenje.

Desna strana jednakosti daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3 (primijetimo da je 2021 = 2019 4 2 =
3673 +2). Broj 3¢ je djeljiv brojem 3 za svaki prirodni broj a, stoga broj —2° mora dati
ostatak 2 pri dijeljenju s 3.

Primijetimo da broj —2° daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3 kada je b neparan te ostatak 2 kada
je b paran. Dakle, zakljucujemo da je b nuzno paran. Neka je b = 2b; za neki prirodni broj b;.

Sada je 3¢ — 4% = 2021. Promotrimo sada ostatak pri dijeljenju s 4. Broj 2021 daje ostatak 1,
dok broj 4" daje ostatak 0, pa zakljuéujemo da broj 3¢ mora dati ostatak 1. Sli¢no kao kada
smo gledali ostatke pri dijeljenju s 3, zaklju¢ujemo da je nuzno i a paran, odnosno da postoji
broj a; takav da je a = 2a;.
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Sada je 9% — 4% = 2021, odnosno (3%1)% — (2°1)? = 2021, tj.
(37 — 2b1) (391 4 2b1) = 2021.

Uzimajuéi u obzir da faktorizacija broja 2021 na proste faktore broja glasi 2021 = 43 - 47 te da
je u gornjoj jednakosti prvi faktor manji od drugog, imamo samo dvije mogucénosti: faktori u
zadnjoj jednadzbi su redom jednaki 1 i 2021, ili 43 i 47

Iz prve moguénosti slijedi 3% — 2% = 11 3% + 2% = 2021, odakle zbrajanjem dobivamo da je
2 - 3% = 2022, odnosno 3** = 1011, Sto je nemoguce.

Iz druge moguénosti slijedi 3% — 2% = 43 i 3% 4 2% = 47, odakle zbrajanjem dobivamo da je
23" =90, odnosno 3" = 45, sto je ponovno nemoguce.

Dakle, ne postoje prirodni brojevi a i b takvi da je 3% — 2> = 2021.

Zadatak A-1.3.

U trapezu ABC D zbroj duljina osnovica AB i C'D jednak je duljini kraka AD. Pravac paralelan
osnovicama kroz sjeciste dijagonala sijece krak AD u toc¢ki E. Dokazi da je <BEC = 90°.
Rjesenje.

Neka je S sjeciste dijagonala AC i BD.

A B
Pravci £S i DC su paralelni pa je prema Talesovom teoremu

|AFE]| B |AS|
|ED|  |SC|’

Kako su pravci AB i C'D paralelni, zaklju¢ujemo da je <BAS = <SCD i <ABS = <CDS, iz
¢ega slijedi da su trokuti ABS i CDS sliéni prema K-K teoremu o sli¢nosti. Iz toga zakljucu-

jemo da je
|AS|  |AB]

ISC|  |CD|
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Iz prethodne dvije jednakosti imamo

|AE| _ |AS|  |AB|

|\ED|  |SC|  |CD|
|AD| _ |AE| 1:Jé§l+1:\ABHﬁCD\:]AD|
|ED|  |ED| |C'D| |C'D| |ICD|’

odakle zaklju¢ujemo da je |ED| = |C'D|. Odavde slijedi da je i |AE| = |AB], tj. trokuti ABE i
DEC su jednakokracni. Dakle, vrijedi <ABE = <AEB i <DFEC = <DCE. Takoder, vrijedi

1
<FAB =180° — <AEB — <ABE = 180° — 2<AEFB = <AEB=90°— §<IEAB,

1
te slicno <DEC = 90° — §<IC’DE‘

Kako su osnovice AB i C'D paralelne, imamo <FAB + <CDE = 180°.

Konacno,
<BEC =180° — <AEB — <DEC

= 180° — (90O — ;<IEAB> — (90o = ;<ICDE>

= ;(<IEAB + <CDE) =90°,
sto je i trebalo dokazati.
Zadatak A-1.4.
Neka su a, b i c realni brojevi koji zadovoljavaju jednakost

la+0bl+|a+c|+|b+c| =8.
Odredi najvecu i najmanju mogucu vrijednost izraza
a® +b* + ¢
te odredi kada se ona postize.
RjeSenje.
Prema nejednakosti trokuta vrijedi
8=la+bl+b+c|+|c+a=la+b+|atecl+]|—(b+c)=]la+b+a+c—b—c|=|2a
pa zakljucujemo |a| < 4. Analogno dobivamo [b] < 41 |¢| < 4, pa slijedi
A4+ 0+ <A+ 47+ 47 =48

Jedan izbor a, b i ¢ za koji se postize vrijednost 48 je a = 4, b = ¢ = —4, pa je to najveca
vrijednost izraza.
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Za najmanju vrijednost, prvo primijenimo nejednakost izmedu kvadratne i aritmeticke sredine
na izraze |a + b, |b+c| i |c+ al:

\/\a+bP+\b+c|2+|c+a|2 la+bl+[b+c|+|c+al 8
> = —.
3 3 3
Na svaki od pribrojnika u brojniku pod korijenom na lijevoj strani mozemo primijeniti nejed-
nakost
@ +y* = (z+y)* < 207 + 29

(koja je ekvivalentna s (z — y)? > 0). Time dobivamo

\/4(a2+b2+02) \/2((a2+62) + (02 + 2) + (2 + a?))

3 3
>\/(a+b)2+(b+c)2+(c+a)2
g 3
_\/\a+b|2+\b+cy2+\c+a|2 _8
B 3 ~ 3

Sredivanjem slijedi nejednakost

16
A+ +E > 3
Jednakost se postize kada su svi brojevi a, b i ¢ jednaki 3 ili —3 pa je najmanja vrijednost

1
izraza uistinu jednaka 3

16
Dakle, najmanja vrijednost zadanog izraza je 3 a najveca 48.

Zadatak A-1.5.

U nekom jeziku svaka je rije¢ niz slova a i b. Svaka rije¢ ima barem jedno i najvise 13 slova,
no nisu svi takvi nizovi rijeci. Poznato je da nadovezivanjem jedne rijeci na drugu nikad ne
dobivamo rije¢. Odredi najveéi moguéi broj rije¢i u tom jeziku.

Rjesenje.
Primijetimo da za svaki k = 1,2,...,13 vrijedi da je ukupan broj nizova slova a i b duljine k

jednak 2% (za svaku poziciju u rijec¢i biramo jedno od dva slova), pa je stoga ukupan broj nizova
duljine izmedu jednog i 13 slova jednak 2! + 22 + ... + 213 =21 _ 1,

Pogledajmo jezik u kojem su rijeci svi nizovi slova duljine 7 ili vise. Ocito je uvjet iz zadatka
zadovoljen: nadovezivanjem dviju takvih rije¢i dobivamo niz znakova dulji od 13, pa se sigurno
ne nalazi u jeziku. Ukupan broj takvih rijeci je 27 4 28 + ... 4+ 213 =214 _ 97,

Dokazimo da je to najveci broj rijeci koji se moze naci u jeziku. Jezik s najvise rijeci u kojem
se ne nalazi nijedna rije¢ duljine manje od 7 je opisan gore. Promotrimo sada bilo koji jezik u
kojem se nalazi barem jedna rije¢ duljine manje od 7 i nazovimo ju X. Za proizvoljan niz Y
znakova duljine 7, neka je X +Y niz znakova nastao nadovezivanjem rije¢i X i niza Y. Duljina
tog niza je manja od 13.

Za sve moguce nizove znakova Y duljine 7, promotrimo skupove oblika {Y, X + Y'}. Kako se
rije¢ X nalazi u jeziku, barem jedan od nizova znakova Y i X + Y nije rije¢c. Kako takvih
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dvoclanih skupova ima 27 (kao i nizova znakova od 7 slova), barem toliko nizova znakova nije
rije¢. ZakljuCujemo da taj jezik moZe imati najvise (2! — 1) — 27 rijedi.

Dakle, ako se u jeziku ne nalazi nijedna rije¢ duljine manje od 7, moZe imati najvise 24 — 27
rijeci, a ako se u jeziku nalazi barem jedna rije¢ duljine manje od ili jednake 7, moze imati
samo manje rijeé¢i. Time zakljuéujemo da je najveéi broj rijeci u jeziku 24 — 27 = 16256.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — A varijanta
11. svibnja 2021.

Zadatak A-2.1.

Odredi sve parove (z,y) realnih brojeva za koje vrijedi

1 1

x + =1 1 Y+ =2.
y—x r =Y
Rjesenje.
Oduzimanjem zadanih jednakosti dobivamo
2
Yy—T— =1.
y—x
Neka je t = y — x. Iz prethodne jednakosti slijedi
2
t—-=1,
t
t?—t—2=0,
iz ¢ega rjesavanjem kvadratne jednadzbe dobivamo da je t = 2 ili t = —1.
1 1
U prvom slucaju iz prve jednadzbe dobivamo z = 1 — T = a iz druge jednadzbe slijedi
1 5
y=ET TS

U drugom slucaju slicno dobivamo x =2 iy = 1.

15
Dakle, sva rjesenja sustava su (2,1) i <2, 2).

Zadatak A-2.2.
Neka je (a, b, ¢) trojka prirodnih brojeva za koje vrijedi a* + b* = ¢2.
2
Dokazi da broj <E + g) nije prirodan te da je veé¢i od 8.
a
Rjesenje.
Neka je bez smanjenja opcenitosti najveci zajednicki djelitelj brojeva a, b i ¢ jednak 1. Ukoliko

postoji neki djelitelj veéi od 1, dijele¢i brojeve a, b i ¢ tim djeliteljem izraz

. (c c>2 _ A(a+b)?

PR 202

ne mijenja svoju vrijednost.
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Neka je d = D(a,b). Pretpostavimo da je d veéi od 11 da je p neki njegov prost djelitelj. Tada
iz jednakosti a? + b*> = ¢? slijedi da p dijeli lijevu stranu, pa mora i desnu. Dakle, p dijeli ¢ pa
mora dijeliti i ¢, ¢ime dobivamo kontradikciju s pretpostavkom da su a, b i ¢ relativno prosti.
Dakle, vrijedi D(a,b) = 1.

Nadalje, primijetimo da je nemoguée da su oba broja a i b jednaka 1 jer tada jednadzba

c? = a® + b? = 2 nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.

Kako je ab > 1, postoji neki prost broj p koji dijeli ab. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo
da p dijeli a. Pretpostavimo li da je x prirodan broj, zaklju¢ujemo da p dijeli broj ¢*(a + b)2.
Kako su brojevi a i b relativno prosti te p dijeli a, vidimo da p ne dijeli a + b (jer p ne dijeli
b), §to znaci da p ne dijeli niti (a + b)%. Dakle, p mora dijeliti ¢* = a® + b*. Bududi da p dijeli
a, zaklju¢ujemo da p dijeli b2, odnosno da p dijeli b, §to je kontradikcija. Dakle, = uistinu nije
prirodan broj.

(a* +b?*)(a + b)?

ab?

nakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine na obje zagrade u brojniku, zakljucujemo

a®+b* > 2Va2? = 2ab i (a+b)? > (2Vab)? = 4ab.

Dokazimo sada da je veéi od 8. Primijetimo da je x = . Iskoristimo 1i nejed-

Konacno je

2ab - 4ab
a2 5,

a bududi da x nije prirodan broj, zakljucujemo da je x > 8.

x z

Zadatak A-2.3.

Neka je ABC' trokut takav da je |AB| < |BC| i <BAC = 45°. Tangente na kruznicu opisanu
tom trokutu u tockama B i C sijeku se u tocki D. Pravci AC' i BD se sijeku u tocki F te
vrijedi |EA| =31 |AC| = 8. Odredi povrsinu trokuta CDE.

Rjesenje.
Kako je kut izmedu tangente i tetive jednak obodnom kutu nad tom tetivom, zakljucujemo da su

kutovi <DBC i <DC'B jednaki kutu <BAC, tj. mjera im iznosi 45°, pa je C'DB jednakokracan
pravokutni trokut.

Drzavno natjecanje iz matematike 2021. 7/22



Zbog potencije tocke E u odnosu na kruznicu opisanu trokutu ABC slijedi

|EB|? = |EA| - |[EC| = 33.

Oznac¢imo z := |C'D|. Iz Pitagorinog teorema primijenjenog na trokut CDFE slijedi
|CE]> = |CD|* + |DEJ,
112 = 22 + (z + V33)",
0= 2%+ 2v33 — 44,

—v33 £ v209
T = .
2

V209 — /33

Jedino pozitivno rjesenje je x = — Zato je povrsina trokuta C'DFE jednaka
1 1 v209 —v33 209+ +v33 1
5|CDI-IDE[ =5 - 5 : ; = 5(209-33) =22

Napomena: Zadatak se moze rijesiti i bez rac¢unanja vrijednosti = |C'D|. Iz kvadratne jed-
nadzbe 22 + 21/33 — 44 = 0 imamo

44 = 2% + 2/33 = z(z + V/33) = |CD| - |DE]|,

pa je povrsina trokuta C'DFE jednaka

1 44
—|CD|-|DE| = — = 22.
J|CD)-|DE| = -

Zadatak A-2.4.

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a, b, ¢) za koje vrijedi

2¢.5° —1=11-3°

Rjesenje.

Pogledajmo ostatke koje izrazi na lijevoj i desnoj strani zadane jednakosti daju pri dijeljenju s 5.
Prvi pribrojnik na lijevoj strani je djeljiv s 5 pa lijeva strana daje ostatak 4 pri dijeljenju s 5.
S druge stane, broj 11 daje ostatak 1 pri dijeljenju s 5. Konacno, izraz 3¢, ovisno o vrijednosti
broja ¢, daje ostatke 3,4, 2, 1, koji se potom ciklicki ponavljaju s periodom 4. Zaklju¢ujemo da,
kako bi i desna strana davala ostatak 4 pri dijeljenju s 5, broj ¢ mora biti oblika 4c; + 2, za
neki nenegativan cijeli broj ¢;. Posebno, ¢ je paran broj.

Pogledajmo sada ostatke koje isti izrazi daju pri dijeljenju s 8. Bududéi da je ¢ paran broj, broj
11-3¢=11-9%2%! daje ostatak 3 pri dijeljenju s 8. Zato broj 2¢-5° =1 + 11 - 3¢ mora davati
ostatak 4 pri dijeljenju s 8. To je moguée samo ako je a = 2 (ako je a = 1, lijeva strana daje
ostatak 2, ako je a > 3, lijeva strana je ostatak djeljiva s 8).
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Konacno, pogledajmo ostatke koje ti izrazi daju pri dijeljenju s 3. Desna strana je djeljiva s 3,
pa broj 2¢-5° = 4.5 mora davati ostatak 1. Kako 5 daje periodicki ostatke 2 i 1, zaklju¢ujemo
da je b paran, odnosno b = 2by, za neki prirodan broj b;.

Lijevu stranu sada mozemo faktorizirati koristeci razliku kvadrata:

(2-5" —1)(2-5" 4+ 1) =11 -3

Na lijevoj strani jednadzbe imamo umnozak dva uzastopna neparna broja, te su zato relativno
prosti. Nijedan faktor ne moze biti jednak 1, buduéi da iznose barem 2 -5 — 1 = 9. Stoga je
jedan faktor jednak 11, a drugi 3°.

U prvom slué¢aju imamo 2 - 5 — 1 = 11 $to nema rjesenja.

U drugom slu¢aju imamo 2 - 5% + 1 = 11, odakle je b = 1, odnosno b = 2. Tada je i
2.5 —1=9=3° odnosno ¢ = 2.

Dakle, jedino rjesenje jednadzbe je (a,b,c) = (2,2,2).

Zadatak A-2.5.

Teta u vrti¢u nadgleda igru n djece koja sjede rasporedena ukrug. Svako dijete ima odredeni
broj bombona. Igra se sastoji od niza ovakvih koraka:

Svakom djetetu koje ima neparan broj bombona teta daje po jos jedan bombon te svako dijete
podijeli svoje bombone na dvije jednake hrpe. Zatim, u istom trenutku, svako dijete daje
polovinu svojih bombona djetetu koje sjedi neposredno desno od njega.

Dokazi da ¢e nakon kona¢no mnogo koraka sva djeca imati jednak broj bombona.
Rjesenje.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji raspored bombona za koji sva djeca nikad nece imati
jednako mnogo bombona, te da ¢e zato ova igra trajati proizvoljno mnogo koraka.

Nazovimo prvi dio koraka (dodjela jednog bombona djeci s neparno mnogo bombona) priprema,
a drugi dio koraka (raspodjela polovine bombona desnim susjedima) distribucija.

Oznac¢imo s 2z, 229, . . ., 2z, koli¢ine bombona djece redom u krugu nakon prve izvrsene pri-
preme, a prije nego se izvrsila prva distribucija. Neka je 2x,., najveca koli¢ina bombona medu
tim vrijednostima.

Lako je vidjeti da nakon jedne izvrsene distribucije nijedno dijete nema vise od 2x,,,x bombona
buduci da svako dijete nakon distribucije ima x;+x; bombona (za neke indekse i, j € {1,...,n}),
a oba broja x;, ; su manja od ili jednaka x,.x. Takoder, ni nakon pripreme koja uslijedi nakon
te distribucije nijedno dijete nec¢e imati vise od 2z, bombona: ako je nakon distribucije imalo
parno mnogo bombona, nakon pripreme nece imati vise, a ako je nakon distribucije imalo
neparno mnogo bombona, taj broj je strogo manji od 2z, (jer je neparan), pa ni uvecan za 1
nece biti vec¢i od te vrijednosti.

Ponavljajué¢i ovaj argument, vidimo da najveca koli¢cina bombona koja se moze naci kod nekog
djeteta u svakom trenutku sigurno nije ve¢a od 2x.x.

Sada mozemo zakljuciti da postoji trenutak nakon kojeg se u pripremama vise nikad ne dodijeli
ijedan bombon. U suprotnom ukupna koli¢ina bombona medu djecom bi neograniceno rasla i
postojao bi trenutak u kojem bi neko dijete imalo vise od 2z, bombona, Sto nije moguce.
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Promotrimo prvi trenutak nakon kojeg se ni u jednoj pripremi vise ne dijele bomboni. To
znaci da su u svakom sljede¢em koraku sve koli¢ine bombona kod djece parni brojevi. Neka su
2y1, - . ., 2y, koli¢ine bombona djece redom u krugu u bilo kojem takvom koraku. Neka je K
suma kvadrata koli¢cine bombona kod svakog djeteta:

K= (251" + (2p2)* + - - - + (2yn)*.

Ocito je K nenegativan cijeli broj. Takoder, kako je kod svakog djeteta najvise 2x,,,x bombona,
vrijedi K < n-(22max)%. Dakle, K je cijeli broj koji moZe poprimiti kona¢no mnogo vrijednosti.

Pogledajmo kako se vrijednost K mijenja nakon jednog koraka. Kako se u pripremi vise nista
ne dogodi, koli¢ine bombona kod djece redom u krugu nakon distribucije su vy, + y1,y1 +
Y2y -y Yn—2 + Yn—1,Yn—1 + Yn. Razlika suma kvadrata vrijednosti prije i poslije tog koraka je

2y)* + (2y2)” + 4+ 2yn)* = [(Wn +11)° + (W1 +12)° + -+ (Yot + Un)?]
=2+ +yn) =2 W + Y2+ Yno1Yn)
= Wn— 1)+ (1 — 92+ 4 (Y1 —w)*

Dakle, gornja razlika je nenegativan cijeli broj. Ona je jednaka nuli samo u sluc¢aju kada su svi
brojevi v, ..., y, jednaki, sto znac¢i da su sve koli¢cine bombona jednake, sto je u kontradikciji
s pretpostavkom. Dakle, ta razlika je prirodan broj. No, tada zakljucujemo da se svakim
korakom suma kvadrata kolicine bombona smanji za neki prirodan broj. Kako suma kvadrata
koli¢cine bombona moze posti¢i samo konac¢no mnogo vrijednosti, to se moze ponavljati samo
kona¢no mnogo puta.

Time smo dobili kontradikciju s pretpostavkom na pocetku rjeSenja pa postoji trenutak u kojem
¢e sva djeca imati jednak broj bombona.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A varijanta
11. svibnja 2021.

Zadatak A-3.1.

Odredi sve prirodne brojeve n medu ¢ijim djeliteljima postoje djelitelji a i b takvi da je

at+b=n-—1.

Prvo rjeSenje.

Kako su tri najrélar?lija %elitelja koje n moze imati 1, 2 i 3, tako su tri najveéa moguca djelitelja
broja n redom 7050 3

Jasno je da niti a, niti b ne mogu biti jednaki n. Takoder, ne mogu oba biti jednaka g, jer bi
tada a + b bilo vece od n — 1.

Prema tome, imamo

n
—l=a+b< -
n a 3

odakle slijedi n < 6.

Nadalje, buduci da je lijeva strana zadane jednadzbe veca od ili jednaka 2, vidimo da je n > 3.
Za n =3 mozemo uzeti a = b =1 paimamo 14+ 1=2=3 —1 pa je n = 3 jedno rjesenje.

Za n =4 mozemo uzeti a =1, b =2 pa vrijedi 1 +2=3=4—1.

Za n = 5 uoc¢imo da su njegovi jedini djelitelji brojevi 1 i 5. Niti a, niti b ne mogu biti jednaki
bazaa=b=1imamo 1+1=2+#5—1.

Zan =6 mozemo uzetia=2,b=3iimamo2+3=5=6—1.

Prema tome, rjesenja su n = 3,4, 6.

Drugo rjeSenje.

Neka je d najvedi zajednicki djelitelj brojeva a i b. Tada d dijeli i n. S druge strane, zbog
zadane jednadzbe slijedi da d dijeli i @ 4+ b, odnosno n — 1. Dakle, d dijeli n — 1 i n. Kako
su uzastopni prirodni brojevi relativno prosti, nuzno je d = 1. Prema tome, a i b su relativno
prosti.

Broj n sada mozemo zapisati kao n = abk za neki k € N. Posebno vrijedi a+b = abk—1 > ab—1.
Odavde imamo

ab—a—-b+1<1+1, tj. (a—1)(b—1)<2.
Kako su a — 11 b — 1 nenegativni brojevi, razlikujemo tri mogué¢nosti: ili je neki od brojeva a i
b jednak 1, ili su oba jednaka 2, ili je jedan jednak 2, a drugi jednak 3.
U prvom slucaju bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da je a = 1. Tada iz pocetne
jednakosti imamo 1+ b = bk — 1, odnosno b(k — 1) = 2. Slijedib =1, k=3, n =3 ili b = 2,
k =2, n = 4. Provjerom vidimo da su to zaista rjesenja pocetne jednakosti.
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U drugom slucaju vrijedi a = b = 2. Tada slijedi n —1 =2+ 2 = 4, odnosno n = 5. Bududi da
2 nije djelitelj broja 5, u ovom sluc¢aju ne dobivamo rjesenje.

U trecem slucaju bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a = 2 i b = 3. Tada slijedi
n—1=2+4 3, odnosno n = 6. Kako su 2 i 3 djelitelji broja 6, ovo je takoder rjesenje.

Prema tome, rjesenja su n = 3,4, 6.

Zadatak A-3.2.

Neka je a = 20% Izracunaj
cosa - cos2a - ... - cos1010a.
Rjesenje.
Oznacimo zadani izraz s P.
in 2
Opcenito znamo da vrijedi sin2¢ = 2sin ¢ cos ¢, odakle je cosp = ;m ? . Zato P mozemo
sin
zapisati u sljede¢em obliku:
P =cosa-cos2a - ... cos1010a
_ sin2a sinda sin 2020«
~ 2sina 2sin2a 7 2sin1010a
_ 9-1010 sin 2c - sin4o - . . . - sin 2020«
sino - sin2a- ... -sin1010a

Primijetimo da su u gornjim jednakostima svi izrazi dobro definirani: ¢lan sin(ka) jednak je
nuli tek kada je k visekratnik broja 2021.

Kraéenjem prvih 505 faktora u brojniku s odgovaraju¢im faktorima u nazivniku dobivamo

_ 51010 sin 1012« - sin 1014« - . . . - sin 2020«

sino -sin3a - ... -sin 1009«
_ 91010 sin 2020 - sin 2018« - ... - sin 1012«

sina -sin3a - ... -sin 1009«

Bududi da za k = 506,507, ...,1010 vrijedi

, (4krY dhr\ 2021—2/<:)_ ,
sin(2ka) = sin <2021) = —sin <27T — 2021) = —sin (27T 5021 = —sin ((2021 — 2k)a) ,

P

)

konac¢no dobivamo

1010 8in2020a - sin 2018a - .. . - sin 1012«

P=2"
sina -sin3a - ... - sin 1009«
_ 1010 (=1)-sina- (—1) -sin3a - ... (—1) - sin 1009«
N sina - sin3a - ... - sin 1009«

— 2—1010 . (_1)505
_ _21010‘
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Zadatak A-3.3.

Na kraéem luku CD kruznice opisane kvadratu ABCD nalazi se tocka M. Neka su P i @)
redom sjecista pravca AM s BD i C'D te neka su R i S redom sjecista pravca BM s AC i CD.
Dokazi da su duzine PS i QR medusobno okomite.

Rjesenje.

Budud¢i da dijagonale kvadrata raspolavljaju kutove pri njegovim vrhovima te je cetverokut
ABM D tetivan, imamo

<PMS = <<AMB = <ADB = 45° = «BDC = <PDS.

Odavde slijedi da je cetverokut PSMD tetivan. Zbog toga i ¢injenice da tocka M lezi na
kruznici opisanoj kvadratu ABC D, slijedi

<DPS =180° —<DMS =180° — <DMB = <DAB = 90°.

Kako se dijagonale kvadrata sijeku pod pravim kutom, oba su pravca PS i AC' okomita na
dijagonalu BD pa su ti pravci paralelni.

Analogno mozemo dokazati da je cetverokut QRCM tetivan te da vrijedi da je <QQRC = 90°.
Odavde vidimo da je pravac QR okomit na pravac AC koji je paralelan s pravcem PS. Dakle,
duzine PS i QR medusobno su okomite, §to je i trebalo dokazati.

Zadatak A-3.4.

Zapisan je niz od n realnih brojeva medu kojima je barem jedan pozitivan. Od ¢lanova tog niza
oznaceni su

(a) svi pozitivni brojevi te

(b) svi brojevi kojima zapocinje neki niz uzastopnih ¢lanova tog niza pozitivnog zbroja.

Dokazi da je zbroj svih oznacenih brojeva pozitivan.
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Rjesenje.
Tvrdnju zadatka dokazat ¢emo matematickom indukcijom po n. Tvrdnja oc¢ito vrijedi za n = 1.

Pretpostavimo da za neki n vrijedi da svaki niz od najvise n realnih brojeva zadovoljava uvjete
zadatka. Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1.

Neka su xy, ..., zp41 ti brojevi u nizu. Neka je x; prvi oznaceni broj, te neka je z; broj u nizu
s najmanjim indeksom veé¢im od ili jednakim ¢ takav da je suma

l’i+$i+1+"'+l’j_1+l‘j

pozitivna.

Dokazimo da su svi brojevi w;, x;41,...,7; oznaceni. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
neki broj zy, i < k < 7, koji nije oznacen. Ocito k # i buduéi da smo x; odabrali kao prvi
oznaceni broj.

Ako broj x nije oznacen, slijedi da suma svakog niza uzastopnih clanova pocevsi s tim brojem
nije pozitivna. Posebno, vrijedi

xk+xk+1+~~+xj,1+:cj<0,
pa je zato suma
Ti+ i+t =@+ ) — (o F T+ + 2500+ 25)

pozitivna. Tu dobivamo kontradikciju s odabirom broja z;.

Dakle, u nizu brojeva x1, @2, ..., x; brojevi z;, x;11, ..., x; su jedini oznaceni te je njihova suma
pozitivna. Ako medu svih n 4 1 brojeva u nizu vise nema oznacenih brojeva, dokaz je zavrsen.
Ako postoji jos oznacenih brojeva, tada se u nizu xji1, T 49, . .., 2,41 nalazi najvise n realnih
brojeva pa po pretpostavci indukcije vrijedi da je suma oznacenih brojeva u tom nizu pozitivna.
Zato je i suma svih oznacenih brojeva u nizu x1, xs, ..., x,+1 pozitivna, ¢ime je dokazan korak
indukcije, a time i tvrdnja zadatka.

Zadatak A-3.5.

U raznostrani¢nom trokutu ABC duljine dviju visina jednake su duljinama dviju tezisnica.
Koliki je omjer duljina preostale visine i preostale tezisnice?

Rjesenje.

Neka su a, b i ¢ redom duljine stranica BC, CA i AB. Ozna¢imo s v,, vy i v, duljine visina
iz vrthova A, Bi C, te s t,, ty i t. duljine tezisnica iz vrhova A, B i C, tim redom. Nadalje,
oznac¢imo s P4, Pp i P polovista duzina BC, CA i AB, te neka su Ny, N i N nozista visina
iz vrhova A, B i C, tim redom.

Kako je visina najkraca spojnica vrha trokuta s tockama nasuprotne stranice, vrijedi da je
duljina visine manja od ili jednaka duljini teziSnice iz istog vrha, pri ¢emu jednakost vrijedi samo
ako je trokut jednakokracan. Zato se duljina visine i teziSnice iz istog vrha zbog pretpostavke
zadatka ne mogu podudarati. Neka bez smanjenja opcenitosti vrijedi ¢, = v,. Tada ne moze
vrijediti ¢, = v, jer bismo u suprotnom imali

to +1p =vp + v, < tp +1,.
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Neka je zato bez smanjenja opcenitosti t, = v,.

B

Neka je @) poloviste duzine NgC'. Tada je QP4 srednjica pravokutnog trokuta BNgC' pa je
okomita na duzinu AC. Vrijedi

1 1 1 1
PsQ| = =|BNp| = =vy = =t, = =| P4 A|.
PAQ| = SIBNg| = Ju, = Sty = 5|PaA

Trokut P,QA je pravokutan trokut u kojemu je jedna kateta dvostruko kraca od hipotenuze,
pa je zato <CAP, = 30°. Analogno se pokaze da je <PgBA = 30°.

Neka je T teziste trokuta ABC'. U trokutima BPgA i APgT vrijedi <PgBA = <PgAT, te im
je kut pri vrhu Pg zajednicki, pa su zato slicni prema K-K teoremu o sli¢nosti. Odavde slijedi

BP, PgA t b/2 3

|APg| |PgT| b/2 /3 2
Buduéi da je t, = v,, iz pravokutnog trokuta C'Ng A zakljuc¢ujemo da je <C AN = 60°. Ovisno
o tome nalazi li se N na stranici AB ili ne, imamo da je <CAB = 60° ili <CAB = 120°. Buduéi

da prvi slucaj povlaci da je teziSnica iz vrha A ujedno i simetrala tog kuta (sto je u kontradikeiji
s pretpostavkom da je trokut raznostranican), zakljuc¢ujemo da je nuzno <CAB = 120°.

C

N¢
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U trokutu BAPg imamo
<IBPA =180° — <BAPp — <ABPg = 180° — 120° — 30° = 30° = <ABPx,

pa je taj trokut jednakokracan i imamo ¢ = |AB| = |APg| = %, tj. b = 2¢. Iz kosinusovog
poucka primijenjenog na ABC sada slijedi

a = VA + 2 — 4c2 cos 120° = ¢V/7,

a iz kosinusovog poucka primijenjenog na AP-C' dobivamo

cv21
5

1
t. = \/402 + 4¢% — 2¢% cos 120° =

Povrsina trokuta ABC' iznosi

1 1 2V/3
P=—-cuv.=-ct,=—=c: b:C\/_

2 2 2 2 2 7

&

2P 3
pa je zato duljina visine iz vrha A jednaka v, = — = c\/;. Konacno,
a
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — A varijanta
11. svibnja 2021.

Zadatak A-4.1.

Neka je (z,,) niz takav da je xg = 1, x1 = 2, sa svojstvom da je niz (y,) zadan relacijom

n n n
Yn = To + ry+--+ Tn, zamn € Ny
0 1 n

geometrijski niz. Odredi zog9.

Rjesenje.

Uvrstavanjem u zadanu jednakost dobivamo yo = 1, te y; = 1+ 2 = 3. Bududi da je (y,)
geometrijski niz, zakljucujemo da vrijedi y,, = 3" za sve n € Nj.

Matematickom indukcijom dokazat ¢emo da vrijedi z,, = 2" za sve n € Nj.
Zan=0in=1vrijedi 2o =1 =21 z; = 2 = 2!, pa je baza indukcije zadovoljena.

Pretpostavimo da za sve k < n vrijedi z;, = 2¥. DokaZimo da vrijedi i 2,4, = 2"*!. Prema
pretpostavci indukcije vrijedi

_[(n+1 o n+1 et n+1 - n+1 .
Yn+1 = 0 0 1 1 n n n1 n+1
n—+1 n—+1 n—+1 n—+1
— 20 21 2n "
(MR e (P ) (T e (P )
0 1 n n+1

+1\ ..
R <Z+ 1) (2" — @)

_ (1 4 2)n+l _ 2TL+1 =+ xn+1
— 3n+1 . 2n+1 + Tyt
gdje predzadnja jednakost vrijedi prema binomnom teoremu. Kako je y,.; = 3", slijedi
Tpyr = 2"TL, Cime je korak indukcije dokazan.

Zato za svaki n € Ny vrijedi z,, = 2", pa posebno imamo g = 2202,
Zadatak A-4.2.

Neka je n > 2 prirodan broj te neka je (p1, ..., p,) neka permutacija skupa {1,2,...,n}. Pokazi

da vrijedi
1 1 1 1 n—1

+ Fo e+ > .
pP1+p2  p2t+p3 Dk + Pyt Pn—1+DPpn N +2
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Rjesenje.
Primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine na brojeve p; + pa, p2 +
b3, .-y Pn-1 +pn, imamo

n—1 -1 1

pl"‘PZ pn71+pn

Sredivanjem slijedi

"z_:l < (n—1)?

i—1 Pi +pz+1 ~ ol .
Z(pi + Pit1)
i=1

Primijetimo da vrijedi
n—1 n

Y it pis) =pr+2p2+ - 2pp 1+ pa =2 i —p1—pp=n(n+1) = p1r—p.
i=1 i=1

Kako su py, p, razli¢iti brojevi iz skupa {1,2,...,n}, imamo

nn+1)—pr—pp<nn+1)—1-2=n’+n-3.

Slijedi
n—1 _ 2
Z > (n—1) ‘
i=1 pz“’pH—l TL2+TL—3

S druge strane imamo

(n—1? n—-1 (n—-1)(n+2) n—-1 n*+n—-2_ n-—1

— . >
n4+n—3 ni+2 n2+n-—3 n+2 n?24+n—-3 n+2

Y

¢ime je tvrdnja zadatka dokazana.

Zadatak A-4.3.

Odredi sve trojke prirodnih brojeva (a, b, ¢) za koje vrijedi

2¢ + 2021 = 3% . 25¢.

Rjesenje.

Pogledajmo ostatke koje izrazi na lijevoj i desnoj strani zadane jednakosti daju pri dijeljenju
s 3. Desna strana je djeljiva s 3, broj 2021 daje ostatak 2 pri dijeljenju s 3, pa broj 2% mora
davati ostatak 1. Gledajuéi ostatke koje 2 redom daje pri dijeljenju s 3 za razne vrijednosti
a, vidimo da se ostatci 2 i 1 ponavljaju s periodom 2. Zaklju¢ujemo da je a nuzno paran broj,
odnosno a = 2a; za neki prirodni broj a;.

Posebno, vrijedi a > 2, pa je 2¢ djeljivo s 4. Broj 2021 daje ostatak 1 pri dijeljenju s 4, pa taj
ostatak mora davati i izraz na desnoj strani. Broj 25¢ daje ostatak 1, dok izraz 3° periodicki
daje ostatke 3 i 1 pri dijeljenju s 4. Zakljucujemo da je i b paran broj, odnosno b = 2b; za neki
prirodni b;.
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Sada iz zadane jednadzbe slijedi
2021 = 3201 . 5% — 221 — (3h1. 5¢ _ 2) (3. 5¢ 4 2%),

Kako su faktori na desnoj strani neparni brojevi ¢ija je razlika jednaka 24+, zakljucujemo da
su oni relativno prosti. Uzimajuéi u obzir da faktorizacija broja 2021 na proste faktore glasi
2021 = 43 - 47, te da je prvi faktor na desnoj strani jednadzbe strogo manji od drugog, imamo
dva slucaja: prvi faktor iznosi 1, a drugi 2021, ili prvi faktor iznosi 43, a drugi 47.

U prvom slucaju je 3% - 5¢ — 2% = 11 3% . 5¢ + 29 = 2021. Oduzimanjem jednadzbi dobivamo
2011 = 9022, §to nema rjeSenja.

U drugom slucaju je 3% - 5¢ — 2% = 43 i 3% . 5¢ 4 29 = 47. Oduzimanjem jednadzbi dobivamo
20l — 4 odakle je a; = 1 te @ = 2. UvrStavanjem u bilo koju od preostalih jednadzbi
dobivamo 3%15¢ = 45, odakle je b; = 2 (te stoga b=4)ic=1.

Kona¢no, jedino rjesenje zadane jednadzbe je (a, b, c) = (2,4, 1).

Zadatak A-4.4.
Dana je ploca dimenzija n X n i po jedna plocica dimenzija 1 x 1,1 x 2, ..., 1 X n.

Na koliko nac¢ina je moguce odabrati %n(n + 1) polja ploce tako da odabrani dio bude moguée
prekriti horizontalno postavljenim ploc¢icama, ali takoder i vertikalno postavljenim ploc¢icama?

Rjesenje.
Svaki nac¢in odabira polja ploc¢e reprezentirat ¢emo jednim bojenjem ploce u crno i bijelo. Polja

koja su medu %n(n + 1) odabranih obojit ¢emo crno, a ostala polja bojimo bijelo. Tada ¢emo
izbrojiti koliko je dobro obojenih ploca (ploca ¢ije bojenje zadovoljava uvjete zadatka).

Prvo primijetimo da je ukupan broj crnih polja ploce jednak ukupnom broju polja koje sve
plocice prekrivaju (bilo u horizontalnom, bilo u vertikalnom prekrivanju). Nadalje, kako bismo
mogli postaviti plo¢icu oblika n x 1 (vertikalno postavljenu ploc¢icu oblika 1 x n), nuzno je u
svakom retku obojiti barem jedno polje crno. To znaci da ¢e se u horizontalnom postavljanju
svaka od n plocica nalaziti u zasebnom retku, pa ¢e za svaki k € {1,2,3,...,n} postojati redak
u kojem je k polja obojeno u crno. Zato za svako bojenje postoji tocno jedan nacin kako ta
polja mozemo prekriti ploc¢icama postavljajuci ih horizontalno. Analogne tvrdnje vrijede i za
vertikalno poploc¢avanje.

Promotrimo sada gdje prilikom horizontalnog poploc¢avanja mozemo postaviti ploc¢icu 1 x 1.
Stupac u kojem se nalazi plocica oblika n x 1 cijeli je obojen crno, te stoga moramo iskoristiti
sve plocice kako bismo u horizontalnom poplocavanju prekrili ta polja. Medu njima je i (hori-
zontalna) plocica 1 x 1. Nadalje, u stupcu u kojem se nalazi plocica oblika (n — 1) x 1 sva polja
osim jednog su crna, a bijelo polje moze se nalaziti samo u prvom ili zadnjem retku. Kada se
(horizontalno postavljena) plocica 1 x 1 ne bi nalazila u prvom ili zadnjem retku, u retku u
kojem se ona nalazi imali bismo barem dva crna polja (jedno zbog plocice n x 1, te jedno zbog
plocice (n — 1) x 1), Sto je nemoguce jer u tom retku samo jedno polje smije biti crno. Zato se
ta ploc¢ica nalazi u prvom ili zadnjem retku ploce.

Promotrimo sada gdje moZemo postaviti ploc¢icu 1 x 2. Pogledajmo dio plo¢e oblika (n—1) x n
u kojem je izbacen redak u kojem je tocno jedno polje obojeno crno (to je prvi ili zadnji redak).
U tom dijelu ploce dva su stupca u potpunosti crna zbog plocica n x 11 (n—1) x 1 pa je tako i
u retku u kojem se nalazi plocica 1 x 2. Nadalje, u stupcu u kojem se nalazi ploc¢ica (n —2) x 1
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sva polja osim jednog su crna. To preostalo bijelo polje u ploc¢i (n — 1) X n moze se naéi u
prvom ili zadnjem retku. Kako se u retku u kojem je ploc¢ica 1 x 2 nalaze to¢no dva crna polja,
zakljucujemo da se ta plocica mora naéi u prvom ili zadnjem retku ostatka ploce (n — 1) x n.

Ovo zakljuc¢ivanje mozemo nastaviti i induktivno: pretpostavimo da se svaka plocica 1 x 17,
i =1,...,k mora nalaziti u prvom ili zadnjem retku ostatka ploce (n —i+1) x n, te da je k+ 1
stupaca u ostatku ploce (n — k) X n u potpunosti crno (zbog ploc¢ican x 1, ..., (n — k) x 1).
Tada se zbog plocice oblika (n — k — 1) x 1 (u ¢ijem su stupcu sva polja osim u prvom ili
zadnjem retku crna) plocica oblika 1 x (k + 1) mora naéi u prvom ili zadnjem retku ostatka
ploce (n — k) x n.

Zato, za svaku dobro obojenu plocu, postoji permutacija (11,79, ..., 7,) skupa {1,2,...,n} koja
je konstruirana na sljede¢i nac¢in: broj 1 nalazi se na prvom ili zadnjem mjestu, broj 2 nalazi
se na prvom slobodnom ili zadnjem slobodnom mjestu, itd. Ta permutacija oznacava da se
u retku ¢ nalazi r; crnih polja. Primijetimo da je takvih permutacija 2"~ buduéi da za sve
brojeve 1,2,...,n — 1 imamo 2 izbora.

Iste argumente mozemo primijeniti i na stupce: postoji permutacija (sq,Ss,...,S,) skupa
{1,2,...,n} koja je konstruirana na jednak nacin kao permutacija (1,79, ...,7,), a koja ozna-
cava da se u stupcu 7 nalazi s; crnih polja.

Ukupan broj parova takvih permutacija je 2771 - 2"t = 2272 te je svakoj dobro obojenoj
ploci pridruzen jedan takav par permutacija. Dokazat ¢emo i obrat: svaki par permutacija
(ri,r9, ..., 1) 1 (81,82, ..., 8,) (konstruiranih kao gore) reprezentira jedinstvenu dobro obojenu
n X n plocu.

Promotrimo indeks ; za koji je s;; = n. U 7;-tom stupcu mora biti n crnih polja pa sva polja
tog stupca obojimo crno. Promotrimo indeks j; za koji je rj, = 1. Znamo da je j;-ti redak prvi
ili zadnji te da sva polja osim jednog moraju biti crna, pa obojimo sva neobojena polja u tom
retku bijelo.

Promotrimo sada indeks iy za koji je s;, = n — 1. Iz konstrukcije permutacije (s1,...,$,) broj
n — 1 nalazi se neposredno pored mjesta s indeksom ¢;. U tom stupcu sva polja osim jednog
moraju biti bijela. Jedno polje je veé¢ obojeno bijelo (u retku r;,) pa obojimo sva ostala u crno.
Zatim sva neobojena polja u retku j, (indeks sa svojstvom s;, = 2) obojimo u bijelo. U tom
retku bit ¢ée moguce postaviti plocicu 1 x 2 jer su iy i i5 uzastopni prirodni brojevi. Takoder,
u stupcu iz moguée je postaviti ploc¢icu (n — 1) x 1, zbog nacina konstrukcije permutacije
(r1,79, ..y Tn).

Ovo bojenje mozemo nastaviti i induktivno: stupac 7, u kojem se mora nalaziti k£ crnih polja
znat ¢emo jednoznacno obojiti jer ¢e tada ve¢ n — k polja biti bijelo. Takoder, kako je iz
konstrukcije taj stupac neposredno pored svih ostalih stupaca koji su ve¢ obojeni u crno, ploc¢icu
1 x k modi ¢emo postaviti u stupac j; (za koji je r;, = k) te ¢e takoder biti moguce postaviti i
plocicu oblika (n — k) x 1.

Kako svaki par permutacija (ry,re,...,7,) 1 (s1, S92, ..., s,) konstruiranih kao gore reprezentira
dobro obojenu n x n plocu koja je k tome i jedinstvena, zaklju¢ujemo da je takvih ploca jednako
broju parova permutacija. Dakle, broj trazenih odabira polja ploca je 2272,
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Zadatak A-4.5.

Dan je trokut ABC dije je srediste upisane kruznice tocka I. Odabrane su dvije tocke, tocka D
na luku ﬁopisane kruznice trokuta ABC koji ne sadrzi tocku C, te tocka E na duzini BC,
tako da vrijedi <ADI = </EC'. Dokazi da postoji tocka, neovisna o odabiru tocaka D i E,
kojom pravac DFE prolazi.

Rjesenje.
Neka je M poloviste luka BC kruznice opisane trokutu ABC' koji ne sadrzi tocku A te neka je

E’ sjeciste pravca M D i stranice BC. Dokazat ¢emo da pravac DE za svaki izbor tocaka D i
E prolazi tockom M tako Sto éemo dokazati da se tocke E' i E' podudaraju.

Oznac¢imo s «, (i v redom mjere kutova <BAC, <CBA i <CBA.

Poznato je da M lezi na simetrali kuta iz vrha A. Neka je P sjeciste te simetrale kuta i
stranice BC.

C

Iz jednakosti obodnih kutova nad istom tetivom imamo <M BE' = <M BC = <MAC = §.
Sliéno vrijedi <M DB = <M AB = %, a budu¢i da je trokutima M E'B i M BD kut pri vrhu M
zajednicki, oni su sliéni prema K—K teoremu o sli¢nosti. Zato vrijedi

|ME'| B |M B
IMB|  |MD|

Bududéi da [ lezi na simetrali kuta iz B, slijedi <M BI = <M BC' +<CBI = # Iz jednakosti
obodnih kutova nad istom tetivom imamo </M B = <AM B = <ACB = 7. Sada dobivamo

SMIB = 180° — <IMB — <MBI = & ;r B

Dakle, vrijedi <M IB = <M BI, pa je trokut MIB jednakokracan i vrijedi |[M B| = |M|. Zato
vrijedi i

IME'|  |MI]
\MI| — |MD]|
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Nadalje, u trokutima M E’I i MID kut pri vchu M je zajednicki, pa prema S-K-S teoremu o
slicnosti slijedi da su ti trokuti slicni. Odavde slijedi

<IMIE' = <MDI.

Kut <M P B vanjski je kut trokuta ABP pa je <M PB = <PBA+<BAP = $+3. Kut <M DA
obodni je kut nad tetivom MA pa vrijedi <M DA = <MBA = <MBC + <CBA = § + j3.
Dakle, <M DA = <M PB = §+ . Kut <M PB takoder je vanjski kut trokuta PIE’ pa imamo

<IEC =<ADI = <MDA — <MDI =<MPB - <MIE' =<IE'P=<IE'C.

Kada bi E'i E’ bile razli¢ite tocke na stranici, jedan od kutova </ EC i </ E'C' bio bi vanjski
kut trokuta IEE’ pa bi zato bio strogo veéi od drugog kuta, ¢ime dobivamo kontradikciju s
gornjom jednakosti. Dakle, tocke E' i E se podudaraju, ¢ime je dokaz zavrsen.
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