DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred - srednja Skola — B varijanta
11. svibnja 2021.

Zadatak B-1.1.

Odredite sve prirodne brojeve z, y, 2z za koje vrijedi

4a% + 45y% + 92° — 122y — 36yz = 25,
pri ¢emu je z < y < z.
Rjesenje.

Zapisemo li 45y% = 9y? + 3612 tada izraz na lijevoj strani dane jednadzbe moZemo zapisati kao
zbroj dva kvadrata binoma:

4a* — 12xy + 9y + 362 — 36yz + 922 = 25.

Tada je
(22 — 3y)* + (6y — 32)* = 25.

Jedini nacini da se broj 25 napise u obliku zbroja kvadrata dvaju cijelih brojeva jesu:
25 = (£3)% + (+4)%,
25 = 0% + (£5)°.
Imamo sljede¢e moguénosti:
2 — 3y = £3, 6y — 3z = +4,
20 — 3y = £4, 6y — 3z = £3,
20 — 3y =0, 6y — 3z = 5,
20 — 3y = L5, 6y — 3z = £0.

Diofantske jednadzba 6y — 3z = +4 i 6y — 32 = 45 nemaju rjesenja jer je lijeva strana djeljiva
s 3, a desna nije. Rijesimo i preostale slucajeve.

Neka je 2o — 3y = —4, 6y — 3z = £3.

Uoc¢imo jedno partikularno rjesenje: x = 1, y = 2. Tada je opce rjesenje oblika
rx=1+3k, y=2+2k.

Nadalje, kako je © < y, to je 1 + 3k < 2 + 2k, odnosno k < 1. Zbog pozitivnosti rjesenja moze
biti samo k£ = 0 i jedino je rjesenje r = 1, y = 2.

Uvrstavanjem u drugu jednadzbu dobivamo dvije mogucosti za nepoznanicu z: z =31 z = 5.
Neka je 2oz — 3y = —5, 6y — 3z = 0.
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Uoc¢imo jedno partikularno rjesenje: ©x = 2, y = 3. Tada je opce rjesenje oblika
r=2+4+3k, y=3+2k.

Nadalje, kako je x <y, to je 2+ 3k < 3 + 2k, odnosno k < 1. Zbog pozitivnosti rjeSenja moze
biti samo k£ = 0 i jedino je rjesenje x = 2, y = 3.

Uvrstavanjem u drugu jednadzbu dobivamo z = 6.
Neka je 20 — 3y = 4, 6y — 3z = £3.

Razlika prirodnih brojeva 2x — 3y = 4 > 0 pa je 2z > 3y, odnosno = > %y. Bududi da je prema
pocetnom uvjetu x < y, ovaj slucaj odbacujemo.

Analogno odbacujemo i slucaj kada je 2x — 3y = 5, 6y — 3z = 0.
Dakle, rjesenja zadane jednadzbe su: (1,2,3), (1,2,5) i (2,3,6).

Zadatak B-1.2.

Ivo, Alen, Vanja, Marko i Sasa su kuhari u hotelu. Alen i Marko zaduzeni su za kuhanje
dorucka i rucka, Ivo i Vanja rade na pripremi rucka i vecere, dok je Sasa na raspolaganju za
sva tri obroka. Na koliko je nacina moguce napraviti njihov dnevni raspored kuhanja, ako
svaki obrok pripremaju to¢no dva kuhara, a kuhar ako radi, mora biti rasporeden na toc¢no
dva obroka? Moze li uz takav dnevni raspored svaki kuhar imati barem jedan slobodan dan u
tjednu? Obrazlozite.

Rjesenje.

Ruc¢ak mogu kuhati svi kuhari pa ¢emo najprije odabrati osobu koja ¢e kuhati rucak. Tu imamo
nekoliko slucajeva:

1. Ako rucak kuhaju Alen ili Marko, oni moraju kuhati i dorucak, pa bi za vecCeru trebalo
angazirati dva nova kuhara koji bi radili samo na jednom obroku. Zbog toga Alen i Marko
ne mogu zajedno kuhati rucak. Ista je situacija s [vom i Vanjom.

2. Ako rucak kuhaju Sasa i Alen, tada Alen mora kuhati i dorucak. Medutim, ako bi uz
Alena dorucak pripremao Marko, tada bi Marko trebao pripremati i rucak, a rucak vec¢
kuha dvoje kuhara. Ista bi situacija bila u bilo kojoj drugoj kombinaciji u kojoj rucak
kuha Sasa, prema tome SaSa ne moze kuhati rucak.

3. Ako rucak kuhaju Alen i Ivo, tada dorucak kuhaju Alen i Sasa, a u tom slucaju Sasa mora
kuhati i veceru, a s njime veceru mora kuhati Ivo. Kad dorucak ne bi kuhao Sasa, onda
bi ga u ovom sluc¢aju morao kuhati Marko, no on bi tada trebao kuhati i rucak, a rucak
je vec zauzet. Prema tome Sasa svaki dan mora kuhati dorucak i veceru.

4. Svaki raspored je definiran parom koji kuha rucak, a tih parova je cetiri te ukupno postoji
4 rasporeda. Kako Sasa mora raditi svaki dan, on neé¢e moc¢i imati slobodan dan.

Zadatak B-1.3.

Duzina AB je hipotenuza pravokutnog trokuta ABC. Visina iz vrha C, s noziStem u tocki
D, odsijeca na hipotenuzi odsje¢ak DB duljine 16. Odredite povrsinu trokuta ABC, ako je
|AC| = 157
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Rjesenje.

Trokuti ADC, CDB i ABC su sli¢ni (prema poucku K K).
Iz sli¢nosti trokuta ADC i ABC slijedi:

|AD| |AC| __|AD| 15 AD| 15

AC| T [AB| 15 _|AB| 15 _ |AD|+ 16

Oznacimo li |AD| = z, tada je
x(z +16) = 225,

2% + 162 = 225.

Nadopunimo desnu stranu jednakosti do potpunog kvadrata.
2% + 162 + 64 = 225 + 64,

(z+8) =289 =0 +8=1T=2=09.

Tada je |AB| = 25, |CB| = 20.

20-15
Povrsina danog trokuta jest P = —5 = 150.

Zadatak B-1.4.

Fran je odlucio obojiti ogradu uz pomo¢ prijatelja Tina i Luke. Procijenili su da bi za bojenje
ograde Tinu samome trebalo 3 sata vise nego Franu, a Luki samome 2 sata manje nego Franu.
Radeci sva trojica zajedno, svatko svojim tempom, ogradu bi obojili za 4 sata. Koliko bi sati

trebalo svakom od njih da samostalno oboji ogradu?
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Prvo rjeSenje.
Oznac¢imo broj sati potrebnih da svaki od trojice prijatelja sam oboji ogradu.
Fran: z sati, Tin: = + 3 sati, Luka: z — 2 sata. Uoc¢imo da x mora biti veéi od 2.

Tada promatrajuéi koliko svaki od njih oboji po jednom satu dobivamo jednadzbu

1 1 1 1

x+x+3+x—2_4'

Napisimo jednadzbu u sljede¢em obliku

1 1 1 1

x+a:—2_4 x+3

Svedemo li obje strane jednadzbe na zajednicki nazivnik, dobivamo

2z — 2 r—1

r(x —2) 4z +3)

odnosno
2(x —1) x—1

x(x —2) 4(x+3)
Buduéi da je x > 2 nakon dijeljenja s (z — 1) slijedi
2 1

r(x—2) 4(x+3)

Tada redom slijede jednakosti
8(z+3) =z(x—2)

S8y +24 = 2% — 2
22— 10x — 24 = 0.

Zapisivanjem srednjeg clana kao —12x 4 2z i pogodnim grupiranjem posljednji izraz piSemo u
obliku umnoska
(x —=12)(z+2)=0.

Jedino faktor x — 12 moze biti jednak nula, pa je rjesenje pocetne jednadzbe x = 12. Tada
Franu treba 12, Tinu 15, a Luki 10 sati da samostalno oboji ogradu.

Drugo rjeSenje.

Uz iste oznake kao u prvom rjeSenju navodimo drugaciji postupak rjeSavanja dobivene jed-

nadzbe.
1 1 1 1

x x—|—3+x—2 T4
Az +3)(x—2)+4a(r —2) +4x(z + 3) = z(x + 3)(x — 2)
4(x* + 2 —6) + 4% — 8z + 4% + 127 = z(2® + 2 — 6)
2? —112® — 14z +24 =0
2® —2? —102° + 10z — 242+ 24 =0
2*(r —1) —10z(x — 1) — 24(x — 1) =0
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(x —1)(2* — 10z —24) =0
(z—1)(2* — 122+ 22 —24) =0
(x —1)(z(x —12) +2(x — 12)) =0
(x—1)(z—12)(x+2)=0
1 =1,29=12, 253 = —2
Jedino moguce rjesenje je x = 12.

Franu treba 12, Tinu 15, a Luki 10 sati da samostalno oboji ogradu.

Zadatak B-1.5.

Dokazite da medu bilo kojih 2021 prirodnih brojeva od kojih nijedan nije djeljiv s 2021 postoji
nekoliko brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 2021.

Rjesenje.

Neka su aq, as, as,...,as21 proizvoljni prirodni brojevi od kojih nijedan nije djeljiv s 2021. Ako

medu zbrojevima:
ai

a1 + as

a1 + as + asg

ay +az +az + - - -+ a2
postoji broj djeljiv s 2021 dokaz je gotov.

Ako niti jedan od danih zbrojeva nije djeljiv s 2021 onda pri dijeljenju s 2021 daju jedan od
2020 ostataka: 1, 2, 3,..., 2020.

Kako ima 2021 zbrojeva, a ostataka je 2020, prema Dirichletovom principu slijedi da barem
dva zbroja daju isti ostatak pri dijeljenju s 2021, odnosno

ar+ay+as+---+ap=202lm+ria +ax+as+---+a = 2021n +r.

Za k < [ vrijedi:
A1+ Qo+ -+ ap = 2021 (n — m)

pa je zbroj agi1 + agso + - - - + a; djeljiv s 2021.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja Skola — B varijanta
11. svibnja 2021.

Zadatak B-2.1.

U kvadrat je upisana kruznica i dvije polukruznice kao Sto je prikazano na slici. Kolika je
povrsina kvadrata ako je povrsina osjencanog dijela jednaka 487 — 36+/3 ?

Rjesenje.
Uoc¢imo da je osjencana povrsina jednaka zbroju povrsina dvaju sukladnih likova. Svaki od

likova je nastao presjekom kruga upisanog u kvadrat i polukruga konstruiranog nad stranicom
kvadrata.

x
Oznacimo li duljinu stranice kvadrata sa z, tada je r = 5

7

’

-

Uocimo da se svaki od sukladnih likova sastoji od dva jednakostrani¢na trokuta duljine stranice
r i 4 kruzna odsjecka kruga polumjera r koji odgovaraju kutu od 60°.
V3 2’3

Povrsina jednog od trokuta jednaka je Pa = 1 T

2
Povrsina kruga upisanog u kvadrat jednaka je P, = %7‘(‘.

22
T = —.
4

D

1 1
Povrsina kruznoga isjecka jednaka je 6 povrsine kruga, tj. P; = EP’“ =
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x’m xz\/g
Pos'eéa:H_P = —_ — .
dsjeck DY 16

Povrsina osjencanog dijela kvadrata jest

27 23V/3 23 22 223
LT3 4

P: 'P,L' 4-P: —
Sohid b 8(24 16

Kako je povrsina osjencanog dijela kvadrata jednaka 487 — 361/3, rjeSavanjem jednadzbe

2 2
48#—36\/5:%—964 dobivamo:
4’7 — 33 - 2
487 — 36v/3 = =" 12\[ v
2
Ar —
12(47T_3\/§):£I}<7T123\/§)’

z? = 144.
Dakle, povrsina kvadrata je 144.

Zadatak B-2.2.

Pravokutan trokut kojemu je hipotenuza trostruko dulja od jedne katete rotira oko hipotenuze.
Odredite omjer obujma tako nastalog tijela i obujma tom tijelu opisane kugle.

Rjesenje.

Oznac¢imo li duljinu jedne katete s z, tada je duljina hipotenuze jednaka 3z, a duljina druge

katete V922 — 22 = V822 = 2/2x.

Zarotiramo trokut oko hipotenuze i dobivenom tijelu opiSemo kuglu. Na slici je prikazan
poprecni presjek rotacijskog tijela i njemu opisane kugle.

Dobiveno se tijelo sastoji od dva stosca kojima je baza zajednicka, a polumjer baze je visina
pravokutnog trokuta spustena iz vrha pravoga kuta (na slici oznacena s v).

Izrazimo li povrsinu pravokutnog trokuta na dva nacina:

Drzavno natjecanje iz matematike 2021. 7/22



NG . NG .
T 2\/_xiP:3$2U,dobivamox 2\/_1‘:31' v7

P —
2

2V/2

odakle slijedi v = Tx

Zbroj duljina visina dvaju spojenih stozaca jednak je duljini hipotenuze 3z, te ih mozemo
oznaciti s ¥y 1 (3z — x1).
Obujam dobivenog tijela je:

virr,  v?m(3r — 1)

Vi = ,
! 3 3
v2rx + v3m - 3 — vimay
Vi = ;
3
V, = v’rz.

3 ~ 9

Srediste kugle opisane nastalom tijelu nalazi se u polovistu hipotenuze, pa je polumjer kugle

2v/2 )2 8x3m
—x| m .

2v/2
Uvrstavanjem v = 5 dobivamo V; = (

3
R = ?x’ a obujam kugle

4 /3x\? 93
Vour =3 () 7= 5

Omjer obujma nastalog tijela i obujma njemu opisane kugle jednak je

837
Vi "9 _ 16
Viagle  92°m 81
2

Zadatak B-2.3.
Odredite sva cjelobrojna rjesenja sustava jednadzbi
w2 —y? — 22 =18,

327 — 2y — 42 = 134.

Rjesenje.
Pomnozimo li prvu jednadzbu s brojem —3 i dodamo drugoj jednadzbi dobivamo:

y® — 2* = 80. (1)

Zakljucujemo da je |y| > |z|, a zapisemo li jednadzbu u obliku

(y+2)(y—2) =80

mozemo zakljuciti da su y i z iste parnosti jer bi u protivnom njihov zbroj i razlika bili neparni,
a time i umnozak (y + 2z)(y — 2), Sto je nemoguce.

Dakle, y + z i y — z su parni djelitelji broja 80. Bududi da je |y| > |z| i da su svi uredeni parovi
oblika (+y, £2) rjeSenja jednadzbe (1), dovoljno je promotriti sljedece slucajeve:
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e Yy+2=40,y— 2z =2,
e Yy+2=20,y—2=4,i
o y+2=10,y — 2z =28.

Uzimajuéi u obzir sve moguce kombinacije predznaka, slijedi da je

(y,2) € {(£9,+1), (£12,+8), (£21,+19)}.

Ako ova rjeSenja uvrstimo u jednadzbu x? = y? + 2% + 18 iz poCetnog sustava, dobivamo x € Z
jedino ako je (y,z) = (£9,£1). Vrijedi da je x = £10.

Tada se sva cjelobrojna rjesenja (x,y,z) dobiju uzimajuéi u obzir sve moguée kombinacije
predznaka iz (£10, 49, +1), a ima ih ukupno 23 = 8.

Ili raspisano:
(10,9,1), (10,9, -1),(10,-9,1),(-10,9,1), (10,-9, —1), (=10, -9,1), (-10,9, —1), (=10, =9, —1).

Zadatak B-2.4.

Dvojica su gusara na pustom otoku pronasla sanduk u kojemu su bili zlatni lancic¢i, narukvice i
prsteni. Zapoceli su raspravu o tome kako ¢e medusobno podijeliti lanci¢e, narukvice i prstene.
Zakljucili su da ¢e na raspravu potrositi ukupno 5865 minuta ako o svakoj mogucoj raspodjeli
raspravljaju po 5 minuta. Odredite koliko je u sanduku bilo lanc¢i¢a, koliko narukvica i koliko
prstena ako se zna da je najvise bilo prstena, a najmanje narukvica. Svi su lanc¢i¢i medusobno
jednaki, a isto vrijedi za narukvice i prstene.

Rjesenje.
Ocito je ukupan broj mogucih raspodjela blaga jednak 5865 : 5 = 1173.

Oznacimo s [ broj zlatnih lancic¢a, s n broj zlatnih narukvica i s p broj zlatnih prstena.

Ako prvi gusar dobiva z lanci¢a, y narukvica i u prstena, tada je dobitak drugog gusara jed-
noznac¢no odreden, tj. on dobiva [ — x lanci¢a, n — y narukvica i p — u prstena.

Kako je x € {0,1,2,...,1}, y € {0,1,2,...,n}, uw € {0,1,2,...,p}, zakljucujemo da je broj
mogucih raspodjela blaga jednak (I + 1)(n+ 1)(p+ 1).

Dakle, dobivamo jednadzbu (I + 1)(n+ 1)(p+ 1) = 1173.
Rastavimo li broj 1173 na faktore dobivamo (I + 1)(n+ 1)(p+1) =3-17-23.

Zbog uvjeta da je u sanduku bilo najvise zlatnih prstena, a najmanje zlatnih narukvica zaklju-
cujemo da je p =22, n =2, = 16.

U sanduku je bilo 16 zlatnih lanc¢i¢a, dvije narukvice i 22 prstena.

Zadatak B-2.5.
1227 + 8z +4

1
Odredite minimalnu vrijednost funkcije f : R\ {—2} — R, f(x) = ENCTEE I Za koji x
x

funkcija f postize minimum?
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Prvo rjeSenje.

Funkciju f zapisimo u obliku:

fa) 1222 +8x+4 312z +1)2—4r+1 +—4:1:—i—1 +—2(2x+1)~|—3
Tr) = = = _—_— —=
(2z +1)2 (2z +1)2 (2z +1)2 (22 +1)2
2 3

Tl et

Uz supstituciju = t promatramo funkciju g(t) = 3t* — 2t + 3.

2¢ +1

dac — b? 36—-4 32 8 .
= = = —, a postize se za

Minimalna vrijednost funkcije ¢g jednaka je m = —
4a 12 12 3

b 1

"2 "3
Minimalna vrijednost funkcije f jednaka je minimalnoj vrijednosti funkcije g.

8
Dakle, minimalna vrijednost funkcije f je 3

1 1
Kako funkcija g postize minimum za t = =, iz
3 2z +1

1
=3 dobivamo da funkcija f postize

minimum za x = 1.

Drugo rjeSenje.

1227 + 8z + 4
2z +12 _ *

Tu jednakost mozemo napisati u obliku 122% + 8z + 4 = 4ax® + 4az + a, odnosno (12 — 4a)x? +

8—4a)r+4—a=0.

Oznacimo

1
Ako je a = 3, dobivamo jednadzbu —4z+1 = 0. Dakle, za z = 1 funkcija f poprima vrijednost
3.

Ako je a # 3, dobivamo kvadratnu jednadzbu (12 — 4a)z? + (8 — 4a)r +4 —a = 0.
Rjesenja ove jednadzbe su realni brojevi ako i samo ako je D > 0.

Iz D > 0 dobivamo

(8 —4a)* — 4(12 — 4a)(4 — a) > 0,
64 — 64a + 16a* — 4(48 — 12a — 16a + 4a*) > 0,
Z

64 — 64a + 16a® — 192 + 48a + 64a — 16a% > 0,
48a — 128 > 0,
a > % = §
48 3
Kako je M =aia> 8 i 8 < 3, zakljucujemo da je minimalna vrijednost funkcije
(2x +1)2 3 3

f jednaka i
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8
Za koji x funkcija f postize minimum odredit ¢emo rjesavanjem jednadzbe f(z) = 3 odnosno

1202 48z +4 8

472 + 42 +1 3

Dakle, za x = 1 funkcija f postiZze minimum.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — B varijanta
11. svibnja 2021.

Zadatak B-3.1.

Odredite umnozak svih rjesenja jednadzbe

V2021 zlo820m1® — 42,

Rjesenje.
Izraz logaritmiramo:

10g2021 V 2021{L’10g2021 T = 10g2021 1’2

1089021 V2021 + loggge loBzom ¥ = 1085091

1

) + (108;2021 33)2 = 2logyge; -

Supstitucijom logyg,; # = ¢ dobivamo kvadratnu jednadzbu 2t* — 4t + 1 = 0 ¢ija su rjeSenja

2442
t1,2: 2 .

.
Rjesenja pocetne jednadzbe su x; = 202172

Sada je 1 - 25 = 2021757 . 2021°57 = 20212,

i 2y = 20217557,

Napomena:
Do umnoska rjesenja moze se dodi i koriste¢i Vieteove formule, odnosno ako je zbroj rjesenja

b
dobivene kvadratne jednadzbe t; 4+t = —— = 2 onda je
a

1089021 71 + 1089091 T2 = 10g909; (II@) =2.

Stoga je x115 = 20212

Zadatak B-3.2.

Tenisac¢ Duje je na pocetku zemljane turneje imao 50% pobjeda. Nakon prvog odigranog turnira
na zemlji na kojem je imao tri pobjede i jedan poraz, udio pobjeda mu je bio veéi od 52%. Nakon
drugog odigranog turnira na zemlji na kojem je imao cetiri pobjede i jedan poraz, udio pobjeda
mu je bio manji od 56%. Koliko je meceva Duje odigrao do zemljane turneje ako znamo da je
do kraja sezone odigrao dvostruko vise meceva nego prije zemljane turneje i da je pobijedio u
60% meceva?
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Rjesenje.
S 2n oznac¢imo broj meceva, koje je Duje odigrao prije zemljane turneje. Broj pobjeda je jednak
n
n jer vrijedi — = 0.5.
2n
Nakon prvog turnira, 3 pobjede u 4 odigrana meca, vrijedi
n+3

2n+4
25n + 75 > 26n + 52

n < 23.

> 0.52

Zmaci da je n < 22.

Nakon drugog turnira, 4 pobjede u 5 odigranih meceva, vrijedi

n+7
< 0.56
2n+9
25n 4 175 < 28n + 126
- 49
n>—.
3
Dakle, vrijedi n > 17.
Slijedi da je n € {17, 18,19, 20, 21, 22}.
Na kraju sezone vrijedi
n+x
=0.6
in
2dn=n+zx
1.4n = .

Buduéi da je x prirodan broj, n mora biti jednako 20, odnosno Duje je odigrao 40 meceva.

Zadatak B-3.3.

2
T 16:L’+39>0

tg?Z —1 7

Odredite cjelobrojna rjesenja nejednadzbe

Rjesenje.
Zapisimo uvjete za dani izraz.

Zbog domene funkcije tangens je %m # g +krpax#£4dk+2 kel
Nadalje, iz tg? (T) — 1 # 0 slijedi tg? (T) # 1 odnosno tg (T) # +1.
Dakle, % 7Ai%+/~m pa z # 4k + 1.

Iz ovih uvjeta slijedi da mora vrijediti *+ = 4k, k € Z, buduéi da trazimo samo cjelobrojna
rjesenja.

Rijesimo sada nejednadzbu. Imamo dva slucaja:
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1. slucaj:
x® — 162 +39 > 0
o (T
™) 1
'8 ( 1 ) >0
Iz (x — 3)(z — 13) > 0 slijedi z € (—o0, 3] U [13, c0).

Iz tg? (T) > 1 slijedi

t (m) < —1ilit (m> > 1
T T T o T T T
—§+k7r<z<—Z+k:7r1111+k7r<z<§+k7r
—2+4dk<rx<-1+4kilil+4dk <z <244k k€ Z.
Dakle, to su intervali ... (=2, —1) U (1,2) U (2,3) U (5,6) U (6,7) U (9,10)....
Zbog uvjeta x = 4k, k € Z ovaj slucaj nema rjesenja.

2. slucaj:

22— 162+39<0

™
t2<)—1
g 1 <0

Iz (x — 3)(z — 13) < 0 slijedi = € [3,13].
Iz tg? (T) < 1 slijedi

—1<tg<7r4x><1

T ™ T
—— + k< — < —+k
4+7T 1 4+7r

1 x 1
—+ k< -<-+k
4+ 4 4jL

4k —1<x <4k + 1,k € Z.
Dakle, v = 4k, k € Z i x € [3,13] pa je x € {4,8,12}, Sto je i konacno rjesenje.

Zadatak B-3.4.

U trokutu ABC tocka D je na stranici AB, a tocka F na stranici BC tako da vrijedi |AD] :
|DB| = |CE| : |EB| =3 : 4. Duzine AE i CD sijeku se u tocki P.

Vektor ﬁ izrazite kao linearnu kombinaciju vektora zﬁ i z@ :
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Rjesenje.

Izrazimo vektor /ﬁ = ﬁ + ﬁ, pri ¢emu je 1@ = ?7)1@ i ﬁ = i(@ + B?) = i@
Uvrstimo pa je ﬁ = i@ + i@

Vektori zﬁ i ﬁ su kolinearni pa je ﬁ = aﬁ =« (i@ + iz@)

odnosno

AP = §a1@ + %m@ (2)
7 7
[zrazimo vektor 1@ na drugi nacin.
/ﬁ:quC?’, priéemujeﬁzﬁ@i
CD = AD — AC = iﬁ — AC.

Uvrstavanjem dobijemo AP — 1@ + (iz@ - 1@> ;

odnosno

AP — iﬁ@ +(1-B)AC (3)

Iz dva zapisa vektora AP (1) i (2) slijedi sustav:

a=3

7
Rjesenje sustava je a« = § = I

Konacno, ﬁ = 1311@ + 1411@

Zadatak B-3.5.

U kuglu polumjera R upisana je pravilna uspravna cetverostrana piramida s vrhom V' i osnov-
kom ABCD. Neka je cos <AV B = %. Kolika je visina piramide izrazena s pomoc¢u R?
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Prvo rjeSenje.

Neka je ABCD osnovka piramide, a [N noziste visine iz vrha V.

Pobocka piramide je jednakokrac¢ni trokut ABV. Primjenom poucka o kosinusu slijedi

1
[ABP? = 2|AV]? — 2| AV[? cos <AV B = 2|AV[? — J|AV? = L|AV]? pa je [AV]? = 2|ABJ’

V2

Nadalje, |AN| = 7|AB|.

U poprec¢nom presjeku piramide promotrimo trokute ANV i ANS, gdje je tocka S srediste, a

R polumjer kugle.

N°

Iz pravokutnog trokuta ANV izrazimo visinu piramide V' N:

1 3
|VNF=LmqﬁqANFzmABF—§mBF=§MBRommmoWNM:

Primijenimo Pitagorin poucak u pravokutnom trokutu ANS. Redom dobivamo

|AN|? + |[NS|> = |AS|?
V6

2
1
~|AB|?* + | ~—|AB| — = R?
5| I—%( 5 48] R> R
1 2 3 2 2 2
§MB|+§AM—ﬂ@MBLR+R::R

V6

Sredivanjem izraza dobivamo |AB| = 7R.
6 3
Kmm&mJVNWZ%;VMHZQR.
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Drugo rjeSenje.
Neka je ABCD osnovka piramide, a [N noziste visine iz vrha V.
Pobocka piramide je jednakokracni trokut ABV. Neka je a = |AB|,b = |AV/|.

Kao i u prvom rjeSenju, duljinu brida AV odredit ¢emo koriste¢i poucak o kosinusu:

3 1
a® = 2b* — 2b* cos <AV B = 2b* — §b2 = 51)2 pa je

b? = 242, odnosno b = ay/2.

U poprec¢nom presjeku piramide promotrimo trokute ANV i ANS, gdje je tocka S srediste, a
|SV| polumjer kugle.

Primijenimo Pitagorin poucak na trokute ANV i ANS.

3
(R+2)* +a* = 2a*, odnosno (R + x)* = §a2

1
2 2 2
- _—R
x—|—2a

Ako iz prve jednadZbe izrazimo a? i uvrstimo u drugu jednadZbu, dobivamo kvadratnu jed-
nadzbu

1
z? + §(R +1)* = R?, odnosno 22* + Rz — R? = 0.

R
Pozitivno rjesenje ove jednadzbe jest x = 7

R_3
2

Konaéno, visina piramide jest |V N| = R + 3= R.
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DRZAVNO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja Skola — B varijanta
11. svibnja 2021.

Zadatak B-4.1.

Prvi red kazalista ima 15 sjedala, a svaki sljedeé¢i red ima dva sjedala vise. Ukupan broj sjedala
u kazalistu je kvadrat nekog prirodnog broja. Koliko ima redova u tom kazalistu?

Prvo rjeSenje.

Neka je k broj redova u kazalistu. Ukupan broj sjedala u kazalistu S je jednak sumi aritmetickog
niza:

S=15+17+19+ -+ (15 + 2(k — 1)) = k* + 14k.

Da bi k% + 14k bio potpuni kvadrat, treba mu dodati 49, pa imamo:
k*+ 14k +49 = (K +7)* = n® + 49,

(k+n+7)(k—n+T7)=49.

S obzirom da je 49 = (£1)-(£49) ili 49 = (£7)-(£7), tedaje k+n+7 > 0ik—n+7 < k+n+7,
zakljucujemo da je jedina moguc¢nost k —n+7=11ik+n+7=49.

Iz navedenog sustava jednadzbi dobijemo k = 18, odnosno u kazaliStu ima 18 redova.

Napomena: Iz n? + 7% = (k + 7)?, uCenik moZe dobiti rjeSenje i na nacin da trazi "najmanju’

Pitagorinu trojku kojoj je jedan ¢lan jednak 7, a to je (7,24,25). Slijedi k + 7 = 25, odnosno

k= 18.

Drugo rjeSenje.

Kao i u prvom rjeSenju, S = k? + 14k.

S obzirom da k? + 14k treba biti potpuni kvadrat, imamo k% + 14k = (k + a)?, iz cega slijedi
2

k=

a
14 — 2a

Razmatramo slucajeve:

€ N, odnosno 2(7 — a) | a®, pa mora vrijediti da je a parania < 7.

_ _ 4
czaa=2 k=3 ¢N,
. zaa:4,k:%¢N,

36

e zaa=06, k=5 =18, sto je rjesenje zadatka.

Zadatak B-4.2.

Rijesite sustav jednadzbi:

logg [mz| + 2log|,, 3 = 3,
sin®(z +y) + 1 = 2sin(z + ).
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Rjesenje.
Iz prve jednadzbe slijede uvjeti [rx| > 01 |rz| # 1, odnosno  # 01 x # £2.
Rijesimo prvu jednadzbu:
logs [z| + 2log|, 3 = 3,
2

] .
083 |7T.I‘| + 10g3 |7_‘_$|

)

log? |mz| — 3log |rx| +2 =0,
(logg || — 2)(logg |mz| — 1) = 0,

iz Cega slijedi logg |rx| = 2 ili logg |7z| = 1.

Iz logg |mx| = 2 slijedi |rz| = 9, odnosno z = +2.

Iz logg |wz| = 1 slijedi |rz| = 3, odnosno z = +2.

Primijetimo da sva cetiri dobivena rjesenja zadovoljavaju uvjete dobivene na pocetku.

Iz druge jednadzbe imamo:

sin(z +y) + 1 = 2sin(z +y),
(sin(z +y) —1)* =0,

sin(x +y) = 1,
x+y=g+2k7r, keZ,

y:g—quQkﬂ, ke Z.

Slijedi da su trazena rjeSenja (x,y) € {(ﬂ:g, T F J + 2k7r> , (j:?), T F 3 + 2k7r> k€ Z}.
T2 7 T2 7
Zadatak B-4.3.
Tocke Ay, By, C; su redom na stranicama BC, CA, AB trokuta ABC takve da vrijedi:
|BA, | _ |C'B| _ |AC| _
|BC| |C' Al |AB]| '

Odredite k tako da povrsina trokuta A; B;C bude najmanja moguca.

Prvo rjeSenje.
Oznac¢imo s «, i v redom kuteve uz vrhove A, B i C' trokuta ABC'.
|AC|-|BC|siny  |AB|-|BC|sinf8  |AB|-|AC|sina .

Kako je Pypc = 5 5 5 , imamo:
Pacis, |ACY| - |/2131|sinoz _ k|AB]| - (|AC|2— kE|AC|) sin « k(1 — k) Page
Poac, = |BA;| - |§C’1| sin 3 _ k|BC| - (|AB|2— k|AB|)sin g (1 — k) Page
Pep s — |CBy| - \§A1|sin7 _ k|CA] - (|BC|2— k|BC|) sin~y k(1 — k) Pagc.
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Sada za povrsinu trokuta A;B;C; imamo:

Pa,,cy = Papc — PacyB, — Peayo, — Pepia, =
= PABC — 31{3(1 — k)PABC = (1 — Sk'(l — k))PABC =
= (3k* — 3k + 1) Pagc.
. 9 AV -3 1

Funkcija f(k) = 3k* — 3k + 1 postize minimum za k = 5 3= 5
Drugo rjeSenje.
Neka je tocka D noziste visine iz vrtha A na BC, a toc¢ka D’ noziste okomice iz tocke B; na
BC.

I

|

]
Al D D’
Trokuti ADC i B;D'C' su sli¢ni (oba su pravokutna, imaju zajednicki kut u vrhu C, kutovi

<DAC i <D'B;C imaju paralelne krakove). Slijedi da su im stranice proporcionalne. Buduéi
je |CBy|/|CA| = E, slijedi da je |B1D'|/|AD| = k, odnosno vrijedi |B;D’'| = k|AD|.

|BA;| |CB| |ACY| . o
= = =kilA = |BC| — |BA,]| slijed
5O oAl AB| i |A1C| = |BC| — |BA| slijedi

Iz

AC| _ |BC| - |BA|
|BC| |BC|

—1-k=|AC|=(1-k)BC|.

1
Kako je Papc = §|BC’| - |AD|, imamo:

Paop, = ;|Alc| | BLD'| =
= ;(1 — k)k|BC| - |AD| =
= (1 — k)kPapc.
Analogno, Pg,ac, = (1 — k)kPapc i Poypa, = (1 — k)kPapc te je
Pa.B,c, = Papc — 3k(1 — k)Papc = (3k* — 3k 4+ 1) Papc.

-3 1
Najmanju é¢emo povrsinu dobiti kada je 3k? — 3k + 1 najmanje, $to vrijedi za k = “33= 73
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Zadatak B-4.4.

Odredite sve polinome p s realnim koeficijentima za koje je jednakost
x-plr—1)=(x—2021) - p(x)
ispunjena za sve realne brojeve x.
Rjesenje.
Uvrstavanjem u danu jednakost prirodnih brojeva 0,1, ...,2020 dobivamo:
r=0 = 0=-2021-p(0) = p(0)=0,

=1 = p(0)=-2020-p(1) = p(1)=0,
=2 = 2p(1)=-2019-p(2) = p(2)=0,

x=2020 = 2020p(2019) = —p(2020) = p(2020) = 0.
Iz zadane jednakosti je ocito da iz p(z — 1) = 0 slijedi da je p(x) = 0 za sve prirodne brojeve
x < 2021.
Zakljuc¢ujemo da su 0, 1,2, ...,2020 nultocke polinoma p, pa je

p(z) = q(x) - x(z = 1)(z = 2) - (& — 2020)

za neki polinom ¢(x).

Sada iz zadane jednakosti = - p(x — 1) = (z — 2021) - p(z) imamo:
rz-qzr—1)-(z—1)(x—2)---(x —2021) = (x — 2021) - q(2) - z(z — 1)(z — 2) - - - (x — 2020)

iz Cega slijedi da je ¢(x — 1) = q(z) za sve x € R, odnosno ¢(z) = ¢, ¢ € R.
TraZeni polinomi p su oblika p(xz) = c¢-x(z — 1)(x — 2) - - - (z — 2020), c € R.

Zadatak B-4.5.

Andro i Borna naizmjence bacaju simetri¢nu kocku c¢ije su stranice oznacene brojevima 1, 2,
3,4, 51 6. Pobjednik je onaj koji prvi dobije Sesticu. Ako Andro pocinje igru, kolika je
vjerojatnost da Borna pobijedi?

Rjesenje.

Da bi nakon svog prvog bacanja Borna pobijedio, Andro u prvom bacanju mora dobiti broj

razli¢it od 6, a Borna broj 6. Kako je vjerojatnost dobitka Sestice u jednom bacanju jednaka

1
6’ a broja razlicitog od Sest —, slijedi da je vjerojatnost da Borna pobijedi nakon svog prvog

b ja jednaka — - —.
acanja je naa6 5

Slicno, da bi Borna pobijedio nakon svog drugog bacanja, Andro u svoja dva prva bacanja te

Borna u svom prvom bacanju ne smiju dobiti Sesticu, koju treba dobiti Borna u svom drugom

bacaniu. Navedeni dogadaj ¢ tvariti s vierojatnoséu - 2. 2. L <5>31
acanju. avedernl dogada] ce se ostvaritl S vijerojatnoscu — « — « — » — = — c —.
) S jero] 6666 \6) 6
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Analogno zaklju¢ujemo da je vjerojatnost da Borna pobijedi u svom n—tom bacanju jednaka
5 2n—1 1
6 &
pa je Sansa Bornine pobjede p jednaka beskonac¢noj sumi
1+<5)3 1+ +<5>2"1 1+
6 6 6 6 6
5 3 5 2n—1
=+ 4+ (= 4+ ).
G @) @) )
.. A o 5. .. 5\° .
Izraz u zagradi je geometrijski red s prvim ¢lanom 6 i kvocijentom <6> < 1, pa njegova suma

5
- 30

-3

5
P=%
1
6

o
6

postoji i jednaka je

1 30
Sada je vjerojatnost za Borninu pobjedu jednaka p = AETERETE
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