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Hrvatska matematicka olimpijada za kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE

drugo kolo - utorak, 23. lipnja 2020.

RjeSenja zadataka za 5. razred

1.zadatak

Ako troznamenkastom broju obriSemo jednu znamenku, dobivamo dvoznamenkasti broj Sest puta
manji od poCetnog troznamenkastog broja. Odredi sve brojeve s tim svojstvom.

Rjesenje:

Neka je abc troznamenkasti broj.

1. slucaj. Ako obri$emo znamenku a dobije se dvoznamenKasti broj bc.

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti: ~ abc = 6 - bc
100a + 10b+c=6-(10b +c)

100a + 10b + ¢ = 60b + 6¢

100a = 50b + 5¢

20a =10b + ¢

Zbog djeljivosti s 10 slijedi da je ¢ = 0.

Prema tome je 20a = 10b odn. 2a = b. Slijede moguc¢nosti:
a=1,b=2 => broj 120

a=2,b=4 => broj 240

a=3b=6 2> broj 360

a=4,b=8 => broj 480

2. slucaj. Ako obrisemo znamenku b dobije se dvoznamenkasti broj ac.

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti: abc = 6-ac

100a + 10b+c =6+ (10a + ¢)

100a + 10b + ¢ = 60a + 6¢

40a + 10b = 5¢

8a+2b=c

Kako je c znamenka, slijedidajea =1,b = 0,c = 8 = broj 108



3. slu¢aj. Ako obrisemo znamenku ¢ dobije se dvoznamenkasti broj ab.

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti: abc = 6-ab

100a + 10b + ¢ =6+ (10a + b)

100a + 10b + ¢ = 60a + 6b

40a+4b+c=0

Jednakost vrijedi samo za a = b = ¢ = 0 $to ne daje troznamenkasti broj.

= TraZeni brojevi su 120, 240, 360, 480 i 108.

2.zadatak

Fran i Leon sudjelovali su u utrci. Svi su trkaci zavrsili utrku, a nikoja dva nisu zavrsSila utrku u isto
vrijeme. Broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Frana jednak je broju trkaca koji su zavrsili nakon
njega. Broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Leona dva je puta manji od broja trkaca koji su zavrsili
nakon njega. To¢no 15 trkaca zavrsSilo je utrku izmedu njih dvojice. Koliko je trkaca sudjelovalo na
utrci?

Rjesenje:
Prvi nacin

Uocimo da je Fran zavrsio utrku na sredini, a Leon ima viSe trkaca nakon sebe, nego prije sebe, pa
je Leon zavrsio utrku ispred Frana. Oznacimo na crtezu Leonov (A) i Franov (B) polozaj.

Obojeni blokovi u svakom redu su jednaki.

Zato je na sljedecoj slici sivi blok za jedan manji od Zutog bloka:

.....B........

Prema uvjetu zadatka imamao:

Ukupno je sudjelovalo 3- 32 + 1 = 97 trkaca.



Drugi nacin

Neka je A broj trkaca koji su zavrsili utrku prije Leona, a B broj trkaca koji su zavrsili nakon Frana.
Uocimo da je Fran zavrsio utrku na sredini, a Leon ima viSe trkaca nakon sebe, nego prije sebe, pa
je Leon zavrsSio utrku ispred Frana. Broj trka¢a moZemo graficki prikazati ovako:

A _Leon _15 Fran _B.
Tada vrijedi
2A=16+B i A+16=B.
Uvrstavanjem B = A + 16 u prvu jednadZbu dobivamo 2A =16 + A +16.
Dobivamo A =32 islijediB=A+ 16 =48.

Ukupno je na utrci sudjelovalo A + B + 17 = 97 trkaca.

3.zadatak
Na Skolskom igraliStu nacrtan je veliki krug. Srediste kruga je tocka O, a na rubu su oznacene

tocke A, BiC. Pritom su kutovi £LAO0B i £BOC Siljasti, a duZine 04 i O_C medusobno su

okomite. Dio kruga omeden duZinama O_A, OB i kruznim lukom AB obojen je zelenom bojom, a dio

kruga omeden duZinama OB, OC i kruznim lukom BC obojen je naran¢astom
bojom. Ivica je svojim stopama izmjerio da je opseg kruga 240 stopa te da je
opseg zelenog lika za 18 stopa veci od opsega narancastog lika. Ako je povrSina
Citavog kruga 72 m?, kolika je povrsina narancastog lika?

Napomena: Opseg geometrijskog lika je duljina njegovog ruba.

Rjesenje:
c
Narancasti i zeleni kruZzni isje¢ak zajedno ¢ine ¢etvrtinu kruga koju 5
omeduje dio kruznice (ili kruzni luk) duljine 240 : 4 = 60 stopa.
Zeleni isje¢ak omeden je dvama polumjerima i kruznim lukom 4B, a
naranéasti isje¢ak dvama polumjerima i kruznim lukom BC.
Opseg zelenog isjetka je 2r + |AB|, a opseg naranéastog isjetka 2r + | BC|. o
Opseg zelenog isjecka je za 18 stopa veci pa vrijedi
2r +|BC| + 18 = 2r + | AB|. Odatle slijedi da je |BC| + 18 stopa = |AB|.

Kako oba kruzna luka zajedno ¢ine ¢etvrtinu kruZnice,
vrijedi 2|§Z‘| + 18 stopa = 60 stopa, odnosno |§Z‘| = 21 stopa, |1@| = 39 stopa.

PovrsSina kruga je 72 m?, pa je povrsina kruznog isjecka kojem pripada kruzni luk duljine 1 stope
72:240 = 0.3 m2

PovrSina narancastog kruznog isjecka je 21 - 0.3 = 6.3 mZ.



4. zadatak

Koliko ima peteroznamenkastih brojeva djeljivih s tri kojima su sve znamenke razli¢ite?

Prvo rjesenje:
Broj je djeljiv s tri ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 3.
Podijelimo znamenke ovako: A ={0,3,6,9}, B={1,4,7}, C ={2,5,8}.

U prvoj grupi su znamenke djeljive s 3. Bilo koja znamenka iz druge grupe zbrojena sa bilo kojom
znamenkom iz trece grupe daje broj djeljiv s tri. Za broj koji je djeljiv s 3 imamo tri moguc¢nosti za
odabir njegovih znamenaka:

a) po dvije znamenke iz skupova B i C, jedna iz A,
b) po jedna znamenka iz BiC, tri iz A,

c) sva tri broja iz B odnosno C i dva broja iz A.

Jos treba razlikovati koristimo li znamenku 0 ili ne.

Ako se ne koristi 0, onda imamo pod a) 3 -3 -3 = 27 moguénosti, podb)3-3-1=9,podc)3-2 =
6. Ukupno 42.

Ako se koristimo 0, pod a) imamo 3 -3 -1 = 9 mogucnosti, podb)3-3-3 =27,apodc)3-2 =6.
Ukupno 42.

Ako se ne koristi znamenka 0, moZemo permutirati znamenkena 5-4 -3 -2 = 120 nacina.

Ako se pojavljuje znamenka 0, onda imamo samo 5-4-3-2—-4-3-2=120—-24 =96
mogucnosti.

TraZeno rjeSenje je 42-120 + 42 -96 = 9072.
Drugo rjesenje:

Broj je djeljiv s tri ako i samo ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 3. Odredimo najprije koliki taj
zbroj moZze biti. Najmanji moguci zbroj razli¢itih znamenaka peteroznamenkastog brojaje 1 + 0 + 2
+3+4=10,anajvetije9+8+7+6+5=35.

Kako trazimo peteroznamenkaste brojeve djeljive brojem 3, zbroj njihovih znamenaka mora biti
djeljiv s 3. Moguc¢i zbrojevi znamenaka su: 12, 15, 18, 21, 24, 27,301 33.

Zbroj Znamenke Broj takvih Znamenke Broj takvih

znamenaka bez 0 brojeva s0 brojeva

12 1,0,2,3,6 4:4-3:-2-1=

96

1,0,2,4,5 96

15 1,2,3,4,5 5-4-3-2-1= |1,0,2,3,9 96

120

1,0,2,4,8 96
1,0,2,57 96
1,0,3,4,7 96
1,0,3,56 96
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42 - 216

Ukupno ihima 42 - 120 + 42 - 96



5.zadatak

Duljine svih stranica pravokutnika, izraZene u centimetrima, prirodni su brojevi. Pove¢amo li Sirinu
i visinu tog pravokutnika za 10 cm, njegova ¢e se povrSina udvostruciti. Odredi dimenzije svih
takvih pravokutnika.

Rjesenje:

Produljivanjem stranica za 10 cm dobivamo sljedeci pravokutnik:

Prema uvjetu zadatka povrSina novonastalog pravokutnika dva puta je veca od povrSine
pocetnog, Sto zapravo znaci da su povrsine plavog i ljubic¢astog dijela na slici jednake.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrSina.

Prema tome, preostali dijelovi ljubiCastog i plavog dijela su jednakih povrSina.



Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsina.

Prema tome, preostali dijelovi ljubicastog i plavog dijela su jednakih povrSina.

Preostali plavi dio povrsSine sastoji se od dva kvadrata sa stranicom duljine 10 cm, ukupne povrsine
100 cm?2 + 100 cm? = 200 cm?. Znadi, preostali pravokutnik ljubicaste boje ima povrSinu 200 cm?2.

Moguce duljine stranica tog pravokutnika su:

L. 1cmi200cm
I1. 2cmil100cm
I11. 4cmi50cm
V. 5cmi40cm
V. 8cmi25cm
VL 10 cmi 20 cm.

Moguce duljine stranica poCetnog pravokutnika su:

L. 11cmi210 cm
I1. 12cmi 110 cm
II1. 14 cmi60 cm
IV. 15cmi50 cm
V. 18 cmi 35 cm
VI 20 cmi 30 cm.



Drugo rjesenje.
(a+10)-(b+10)=2-a-b
ab + 10a + 10b + 100 = 2ab
ab —10a = 10b + 100
a(b—10) = 10b + 100

_10b+100 _10b—100+200 _ 200
=710 T b—10 = b—10

Dakle, b — 10 mora biti djelitelj broja 200=2*-5 . Za svaki takav b izratunamo odgovarajudi a i
dobivamo 3 rjeSenja:
b-10| 1 2 |4 |5]|8]10]20]25]40]50]100 200

b 11 | 12 /114151820 |30|35|50|60 110|210
a 210/ 110|605035]130]20(18]15]14 | 12 | 11

Moguce duljine stranica poCetnog pravokutnika su:

L. 11cmi210cm
I1. 12cmi 110 cm
I11. 14 cmi60 cm
IV. 15cmi 50 cm
V. 18 cmi35cm
VL 20 cmi 30 cm.

Trece rjesenje.
(a+10)-(b+10)=2-a-b
ab + 10a + 10b + 100 = 2ab
ab —10a — 10b = 100
a(b—10) —10b + 100 — 100 = 100
a(b—10) —10(b —10) = 200
(a—10)(b—10) =200

Zaklju¢ujemo da b — 10 mora biti djelitelj broja 200=2°-5°.

Sve mogucnosti su dane tablicom:

a-10] 1 2 4 1518 ]10/20|25|40|50]100 /200

b-10]200]/100]|50[40|10| 8 |10 8 | 5 | 4 2 1
a 11 | 12 | 1415|1820 |30[35|50|60 110|210
b 2101110/ 60]50]35[30[20[18]15]14 | 12 | 11

Moguce duljine stranica pocetnog pravokutnika su:



II.

II.
IV.

VL

11cmi210 cm
12cmi 110 cm
14 cmi 60 cm
15cmi50cm
18 cmi 35 cm
20cmi30cm



