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HrvatSkO matematl(:ko druStvo Hrvatska matematicka olimpijada za kadete

HRVATSKA MATEMATICKA OLIMPIJADA ZA KADETE
drugo kolo - utorak, 23. lipnja 2020.

RjeSenja zadataka za 6. razred

1. zadatak

Nadi najmanji viSeznamenkasti broj koji zapocinje znamenkom 1 sa svojstvom da, premjestimo li
tu znamenku 1 s pocetka na kraj, iza znamenke jedinica, dobivamo broj tri puta veci od pocetnog.

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo da postoji takav dvoznamenkast broj; tj. pretpostavimo da broj 10 + x (pri ¢emu je
x jednoznamenkast broj ili 0) koji zadovoljava uvjete zadatka. Tada je 10x + 1 = 3 - (10 + x), Sto
vodi na jednadZbu 7x = 29 koja nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.

Pretpostavimo li da postoji takav troznamenkast broj 100 + x, dobivamo uvjet10x +1 =3 -
(100 + x) ijednadZbu 7x = 299 koja takoder nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva .

Za Cetveroznamenkast broj dobivamo uvjet 10x + 1 = 3 - (1000 + x), i jednadzbu 7x = 2999 koja
takoder nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.

Za peteroznamenkasti broj dobivamo uvjet 10x + 1 = 3 - (10000 + x), i jednadzbu 7x = 29999
koja takoder nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

Za Sesteroznamenkast broj, iz uvjeta 10x + 1 = 3 - (100000 + x), dobivamo jednadzbu 7x =
299999, cije je rjesenje x = 42857.

Broj 142857 je najmanji broj koji zadovoljava uvjete zadatka.

Napomena:
"Zadatak se moZe rijeSiti i odredivanjem jedne po jedne znamenke u umnosku

1...7 -3 =...71."

2.zadatak

Na jednom natjecanju iz matematike sudjeluje 12 Varazdinaca, 8 Zadrana i 2 Osjecana. Trebaju
sastaviti peteroclanu ekipu u kojoj ¢e biti barem po jedan ucenik iz svakog od tih triju gradova, ali
ne smiju biti tri ucenika iz istog grada. Na koliko razli¢itih nac¢ina oni mogu sastaviti ekipu?

Rjesenje.
Ekipa se moZe sastojati od

- jednog ucenika iz Varazdina, dvoje iz Zadra i dvoje iz Osijeka (VZZ0O0)



- dva ucenika iz Varazdina, jednog iz Zadra i dva iz Osijeka (VVZ0O)
- po dva ucenika iz Varazdina i Zadra i jedan iz Osijeka (VVZZO).
U prva dva slucaja, oba Osjecana su u ekipi.
U prvom slucaju, jednog VaraZdinca biramo na 12 nacina, a dvoje Zadrana moZemo odabrati na

% = 28 nacina. Ukupan broj ekipa tipa "VZZ00" je 12 - 28 = 336.

U drugom slucaju, par Varazdinaca biramo na % = 66 nacina, a jednog Zadranina na 8 nacina.
Ukupan broj ekipa tipa "VVZ0O0" je 66 - 8 = 528.

Konacno, u tre¢em slucaju dva Varazdinca biramo na 66 nacina, dva Zadrana na 28 nacina, a jednog
Osjecanina na 2 nacina, pa je ekipa tipa "VVZZ0O" ukupno 66 - 28 -2 = 3696.

Ekipu je moguce odabratina 336 + 528 4+ 3696 = 4560 nacina.

3. zadatak

Pravac p sijece duZinu AB u toki C. Totka D nalazi se na pravcu p, razliita je od C i vrijedi
‘AC‘:‘AD‘. Tocka E nalazi se na pravcu p i vrijedi ‘EC‘:‘EB‘. Pravac paralelan s pravcem p koji

prolazi tockom A i pravac paralelan s pravcem AB koji prolazi tockom E sijeku se u tocki F. Dokazi
da vrijedi | FB|=|FD|.

Rjesenje.
Prema uvjetima zadatka, trokuti ACD i EBC su jednakokracni (|AC| = |AD|, |EC| = |EB]|). Njihovi

kutovi uz osnovicu su jednaki, jer su kutovi |[£DCA| = |£ECB| vr$ni. Stoga su i kutovi nasuprot
osnovice jednaki, |£CAD| = |£BEC]|.

Uocimo da je zbog AB || rip || q cetverokut ACEF paralelogram, pa je |AC| = |FE|, |CE| = |AF]|.



Promotrimo trokute FAD i BEF. Vrijedi |AF| = |CE| = |BE|, |AD| = |AC| = |FE]|.
Uotimo daje |[FAD| = |2FAC| + |2CAD|, |£BEF| = |£BEC| + | CEF|.

Kako susFACi <«CEF nasuprotni kutovi paralelograma, vrijedi |£FAD| = |£FAC| + |£CAD| =
|2CEF| + |£BEC| = |£BEF)|.

Prema SKS poucku o sukladnosti trokuta zaklju¢ujemo da su trokuti FAD i BEF sukladni.

Zato jei|FB| = |FD]| sto je trebalo dokazati.

4. zadatak

Duljine svih stranica pravokutnika, izraZene u centimetrima, prirodni su brojevi. Pove¢amo li Sirinu
i visinu tog pravokutnika za 10 cm, njegova Ce se povrSina udvostruciti. Odredi dimenzije svih
takvih pravokutnika.

Rjesenje:

Produljivanjem stranica za 10 cm dobivamo sljedeci pravokutnik:

Prema uvjetu zadatka povrSina novonastalog pravokutnika dva puta je ve¢a od povrsine pocetnog,
Sto zapravo znaci da su povrsine plavog i ljubicastog dijela na slici jednake.

----------------------------------------------------------------------------------------------

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsina.



Prema tome, preostali dijelovi ljubicastog i plavog dijela su jednakih povrsina.

Oznacene povrsine na gornjem pravokutniku su jednake. Ako ih uklonimo iz dijelova jednakih
povrsSina, ostat ¢e nam dijelovi jednakih povrsSina.

...............

Prema tome, preostali dijelovi ljubicastog i plavog dijela su jednakih povrsina.

Preostali plavi dio povrSine sastoji se od dva kvadrata sa stranicom duljine 10 cm, ukupne povrsSine
100 cm?2 + 100 cm?2 = 200 cm?. Znaci, preostali pravokutnik ljubic¢aste boje ima povrsinu 200 cm?2.

Moguce duljine stranica tog pravokutnika su:

L
I1.

L.
IV.

V.

VL

Moguce duljine stranica poCetnog pravokutnika su:

L

1cmi200cm
2cmil00cm
4 cmi50cm
5cmi40cm
8cmi25cm
10 cmi 20 cm.

11cmi210cm



I1. 12cmi 110 cm
I11. 14 cmi 60 cm
IV. 15cmi50cm
V. 18 cmi35cm
VL 20 cmi 30 cm.

Drugo rjesenje.
(a+10)-(b+10)=2-a-b
ab + 10a + 10b + 100 = 2ab
ab — 10a = 10b + 100
a(b—10) = 10b + 100

10b+100—10b_100+200—10+ 200
b—10 b—10 B b—10

a =

Dakle, b — 10 mora biti djelitelj broja 200 =2*-5*. Za svaki takav b izra¢unamo odgovarajudi a i

dobivamo 3 rjeSenja:

b-10| 1 2 |4 |5]|8]10][20[25]40]50]100 200
b 11 | 12 |14 [15[18[20[30]35|50 |60 110|210
a 210110 |60 |50|35|30]20[18|15]14| 12 | 11

Moguce duljine stranica pocetnog pravokutnika su:

L. 11cmi210cm
1. 12cmi 110 cm
I11. 14 cmi 60 cm
IV. 15cmi50 cm
V. 18 cmi35cm
VL 20cmi30cm

Trece rjesenje.
(a+10)-(b+10)=2-a-b
ab + 10a + 10b + 100 = 2ab
ab —10a — 10b = 100
a(b—10) —10b + 100 — 100 = 100
a(b —10) — 10(b — 10) = 200
(a —10)(b — 10) = 200

Zaklju¢ujemo da b — 10 mora biti djeljitelj broja 200 =2* -5,



Sve moguénosti su dane tablicom:

a-10] 1 2 4 1518 ]10/20|25|40|50]100 200

b-10|200[100|50({40 10| 8 10| 8 | 5 | 4| 2 1
a 11 | 12 |14 1518 [20[30|35|50 |60 110|210
b 2101110/ 60]50]35[30[20[18 15|14 | 12 | 11

Moguce duljine stranica poCetnog pravokutnika su:

L. 11cmi210 cm
I1. 12cmi 110 cm
I11. 14 cmi 60 cm
IV. 15cmi50cm
V. 18 cmi 35 cm
VI 20cmi30cm

5.zadatak

Jelena i KreSo igraju igru zapisujué¢i pomocu znamenaka iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
Sesteroznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama. Najprije Jelena bira znamenku jedinica, zatim
KreSo bira znamenku desetica i dalje redom: Jelena bira znamenku stotica, KreSo znamenku
tisucica, Jelena znamenku desettisucica i na kraju KreSo bira znamenku stotisuc¢ica. Ako je tako
nastali Sesteroznamenkasti broj s razli¢itim znamenkama djeljiv s 3, onda pobjeduje KreSo, a ako
taj broj nije djeljiv s 3, onda pobjeduje Jelena.

Odredi koji od igraca ima strategiju za pobjedu i objasni tu strategiju.

Rjesenje.

SesteroznamenkKasti broj je djeljiv s 3 ako i samo ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 3. Nakon $to
se potros$i 6 znamenaka, ostat ¢e neiskoriStena tri broja iz skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Zbroj svih tih

brojeva je djeljiv s 3, pa je dobiveni Sesteroznamenkasti broj djeljiv s 3 ako i samo ako je zbroj
preostala tri broja djeljiv s 3. U tom slucaju pobjeduje KreSo.

MozZe li Jelena osigurati da nakon njenog zadnjeg poteza preostanu Cetiri broja koja ne omogucuju
Kresi da odabere broj koji bi mu osigurao pobjedu?

Podijelimo brojeve 1,2,3,4,5,6,7,8,9 u tri skupine, ovisno o ostacima pri dijeljenju brojem 3:
{1,4,7} {2,5,8} {3,6,9}.

Ako nakon KresSinog zadnjeg poteza ostanu neiskoriStena tri broja iz iste skupine, njihov zbroj ¢e
biti djeljiv s 3. Ako ostane po jedan broj iz svake skupine, zbroj ¢e takoder biti djeljiv s tri.

U ostalim slucajevima - a to znaci kada ostanu dva broja iz jedne skupine i joS jedan broj iz neke
druge - zbroj nece biti djeljiv s tri. Dakle, Jelena treba osigurati da KreSo ne moZe ostaviti niti tri
broja iz iste skupine, niti po jedan broj iz svake skupine. Drugim rijeCima, nakon njenog zadnjeg
(treceg) poteza, moraju jos ostati neiskoriStena po dva broja iz dviju skupina.

Dokazimo da Jelena ima strategiju za pobjedu.
Najprije Jelena bira bilo koji broj. Nakon toga KreSo ima dvije razli¢ite moguc¢nosti.

Ako KreSe odabere broj iz iste skupine, onda ¢e Jelena nakon toga opet odabrati broj iz iste skupine
(to je vec treci broj iz iste skupine) pa ¢e KreSo morati izabrati broj iz jedne od dvije preostale



skupine. U svom zadnjem izboru Jelena ¢e birati broj iz trece skupine. Sada su ostala jo$s po dva
broja u dvije skupine. Sto god da KreSo odabere na kraju, izabrani brojevi ne mogu biti ni svi
brojevi iz dvije skupine niti po dva broja iz svake od tri skupine.

Ako KreSo u svom prvom "potezu" odabere broj iz skupine iz koje nije Jelenin prvi broj, tada ¢e
Jelena u sljedecem izboru birati broj iz preostale trece skupine. Nakon toga KreSo, kojem su
preostala po dva broja iz svake skupine bira neki od tih brojeva, a potom Jelena bira broj iz iste
skupine. Tada su preostala po dva broja u dvije skupine, dok su iz tre¢e skupine sva tri broja
iskoristena. Sto god da Kre$o odabere u svom zadnjem potezu, izabrani brojevi ne mogu biti ni svi
brojevi iz dvije skupine niti po dva broja iz svake od tri skupine.

Napomena. Skra¢eno moZemo pisati koliko u svakom koraku preostaje neiskoristenih brojeva u
pojedinoj skupini. Tako na pocetku zapisujemo 333 jer u svakoj skupini imamo 3 broja.

Za ishod igre nije vazno iz koje su skupine birani brojevi, pa broj neiskoristenih brojeva mozemo
pisati od najvec¢eg prema najmanjem. Jelenini potezi su oznaceni crvenom bojom, a Kres$ini plavom.

Kad tako promatramo, KreSo samo u prvom potezu ima viSe moguc¢nosti. Za Jelenu su oznaceni oni
potezi koje treba odabrati da bude sigurna u pobjedu.
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