MATEMATICKI KLOKAN

6 100 000 sudionika u 87 drzava Europe, Amerike, Afrike,
Australije i Azije

Cetvrtak, 10. lipnja 2021. — trajanje 75 minuta

Natjecanje za Student (IV. razred SS)

Natjecanje je pojedinacno. Racunala nisu dopustena. Svaki sudionik u natjecanju dobiva simboli¢an dar, a
deset posto najboljih nagradu.

Svaki zadatak ima pet ponudenih odgovora od kojih je samo jedan toc¢an.

U prva Cetiri zadatka to¢no rjeSenje zadatka donosi 3 boda, u druga Cetiri 4 boda, a u treca Cetiri 5 bodova.
Ako u zadatku nije odabran odgovor ili su zacrnjena dva ili visSe odgovora istoga zadatka, dobiva se 0 bodova.
Za netocan odgovor ne dobivaju se bodovi, nego se oduzima cetvrtina bodova predvidenih za taj zadatak.
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Pitanja za 3 boda:

1. Koliko je cijelih brojeva u intervalu (20 — /21, 20 + v21)?
A) 9 B) 10 C) 11 D) 12 E) 13
RjeSenje: A
U zadanom intervalu bit ¢e jednak broj cijelih brojeva kao u intervalu (—v21,v/21). Buduéi da je 4 < V21 < 5,
radi se 0 9 brojeva: —4,—-3,-2,—-1,0,1, 2,3, 4.
2. Kocka brida duljine 1 prerezana je u dva sukladna kvadra. Koliko je oplo§je jednoga od tih kvadara?
A) 2 B) 2 C)3 D) 4 E)5
Rjesenje: D
Takav kvadar ima bridove duljina 1,1 i % , pa je njegovo oplo§je 2 -1+ 4 - % =4.

3. Akojex = % , koji je od danih brojeva najveci?

A) x* B) x? C) x D) Vx E) Vx

RjeSenje: E
1 1
Buduéi da je 0 < x < 1, potencija je veéa §to je eksponent manji, tj. x* < x? < x < xz < x4,

4. Veliki kvadrat podijeljen je na manje kvadrate, kao na slici. Unutar svakoga od manjih kvadrata upisan je krug.
Koji je dio povrsine velikoga kvadrata osjenc¢an?
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Rjesenje: E
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Primijetimo da je omjer povrSina kruga upisanog kvadratu stanice a i samog kvadrata % = %, t). ne ovisi o

duljini stranice kvadrata. Stoga ¢e 1 omjer osjen¢ane povrsine i povrSine velikog kvadrata na slici takoder biti %.

. Pravokutan list papira ima duzinu x i Sirinu y, gdje je x > y. Od tog lista papira mozemo fomirati valjak na dva
razlicita nacina. Koliki je omjer volumena viseg valjka i volumena nizeg valjka?

A) y? : x? B)y:x C)1:1 D)x:y E) x? : y2

RjeSenje: B
Jedna je stranica pravokutnika visina valjka, a druga je opseg njegove baze. 1z opsega baze racunamo njen

2 2
radijus. Za visi valjak to ¢e biti % , pa ¢e njegov volumen iznositi (%) X = %. Radijus nizeg valjka duljine
2
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. Kaoliko je troznamenkastih brojeva sastavljenih od znamenaka 1, 3 i 5 djeljivo brojem 3? Ista se znamenka moze
koristiti vise puta.

A)3 B) 6 C)9 D) 18 E) 27

RjeSenje: C

Broj je djeljiv brojem 3 ako je zbroj njegovih znamenaka djeljiv brojem 3. Stoga u obzir dolaze sljedece
kombinacije znamenaka: 1,1,1; 3,3,3; 5,5,5; 1,3,5. Imamo po samo jednu permutaciju ako su sve tri znamenke
jednake, to su troznamenkasti brojevi 111, 333 i 555. Ako se radi 0 znamenkama 1,3,5, onda postoji 6
permutacija. Ukupno ima 9 brojeva s opisanim svojstvom.

. Kolika je povrsina trokuta kojemu su vrhovi u to¢kama s koordinatama (p, q), (3p, @), (2p,3q), gdje jep > 0,
q>0?

A)EL B) pq C) 2pq D) 3pq E) 4pq

RjeSenje: C
Skiciramo li ovaj trokut u koordinathom sustavu, lako je uociti da je rije¢ 0
(2p.3q) trokutu sa stranicom duljine 2p i visinom na tu stranicu duljine 2q. Njegova

povrsina onda je @ = 2pq.

(@) (3p,9)
. Veliki trokut podijeljen je na manje trokute kao §to je prikazano na slici. Broj
unutar svakog malog trokuta predstavlja njegov opseg. Koliki je opseg A

velikoga trokuta?
11\ /12 G 20

A) 31 B) 34 C)41 D) 62 E) Nista od navedenog.

RjeSenje: B

Opseg velikoga trokuta dobit ¢emo zbrojimo li sve opsege malih trokuta kojima barem jedna stranica leZi na
stranicama velikog trokuta, te od tog zbroja oduzmemo opsege unutarnjih malih trokuta (onih kojima ni jedna
stranica ne leZi na stranicama velikoga trokuta): 9 + 10 + 11 + 12 + 20 — 13 — 15 = 34.



Pitanja za 4 boda:

9. Kaoliki je dio djelitelja broja 7! neparan?

A)5 B) < OF D)2 £

Rjesenje: D
Kakoje7!=2%-32-5-7,onima (4 + 1)(2+ 1)(1 + 1)(1 + 1) = 60 djelitelja. Njegovi neparni djelitelji su
djelitelji broja 32 - 5 - 7, panjihima (2 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 12. Dakle, % = idjelitelja broja 7! je neparna.

10. Nekaje A =(0,1) U(2,3)i B = (1,2) U (3,4). Cemu je jednak skup svih brojeva a + b, gdje je a element skupa
A, a b element skupa B?

A) (1,7) B) (1,5) U (5,7) C)(1,3)u(3,7) D)(1,3)uU(3,5)U(5,7) E) Nisa od navedenog.

Rjesenje: D

Zbrajamo li broj iz intervala (x, y) i broj iz intervala (u, v), gdje su x, y, u, v realni brojevi takvi da vrijedi
x <y < u < v, dobit éemo sve brojeve iz skupa (x + u,y + v).

Za dane skupove zbroj ¢e biti iz unije intervala (1,3), (3,5),(3,5) i (5,7), tj. skup (1,3) U (3,5) U (5,7).

11. Zapisemo li znamenke troznamenkastog broja obrnutim redoslijedom, dobit ¢emo troznamenkast broj koji je za
99 veci od pocetnog. Koliko troznamenkastih brojeva ima ovo svojstvo?

A) 8 B) 64 C) 72 D) 80 E) 81

Rjesenje: D

1z uvjeta zadatka zyx = xyz + 99 slijedi da je

100z + 10y +x =100x + 10y +z+99=>992=99x + 99 >z =x + 1.

Radi se o brojevima oblika: 1y2,2y3, 3y4, 4y5, 5y6, 6y7,7y8,8y9. Za svaki od tih osam oblika mozemo
znamenku y odabrati na 10 nacina pa ukupno imamo 80 brojeva s trazenim svojstvom.

12. Parabola na slici ima jednadzbu oblika y = ax? + bx + ¢ za neke razli¢ite realne brojeve a, b i c¢. Koja bi od
danih jednadzbi mogla biti jednadzba pravca na slici? Y

¥ X

/\/ 0
A)y=bx+c B)y=cx+b Cy=ax+b D)y=ax+c E)y=cx+a
Rjesenje: D
Uocimo da je odsjecak na ordinati jednak i za parabolu i za pravac, pa jednadzba pravca mora biti y = kx + c.
Ostaju nam za provijeriti odgovori pod A i D. Uo¢imo jo§ da parabola i pravac dijele nultocku. Nultocka pravca
y=bx+cije —%. Uvrstimo li taj broj u jednadzbu parabole, dobivamo ac? = 0, $to je istina ako jea = 0'ili ¢ =

0. Iz slike je jasno da je a > 0 i ¢ > 0 pa ovo rjeSenje nije moguce. Odgovor onda mora biti D.



13. U 5 x5 kvadratu na slici upisani su svi prirodni brojevi od 1 do 25, no neki od brojeva nisu prikazani. Zbroj brojeva
u svakome retku i u svakom stupcu jednak je. Koji se broj nalazi u ¢eliji oznacenoj upitnikom?

16 22
20 21 2
25 1
24 5 6
4 ?
A) 8 B) 10 C) 12 D) 18 E) 23
RjeSenje: B
C d
16 22 Kako je zbroj brojeva u svakom retku i u svakom stupcu jednak, onda je zbroj stupaca a i

b 20 71 5 | b jednak zbroju stupaca c i d (vidi sliku). Primijetite da oba spomenuta zbroja dijele
55 1 Cetiri pribrojnika (prekriZene ¢elije na slici) pa ¢e i bez njih zbrojevi ostati jednaki, tj.
(204+214+2)+(24+54+6) = (16 +25+4) + (22 + 1+ ?7), iz Cega slijedi ? = 10.

NE

14. Konop je polozen na stol i djelomi¢no prekriven kovanicama, kao na slici:

Jednako su vjerojatna oba moguca polozaja konopa na tim mjestima:

ili
Kolika je vjerojatnost da ¢e se konop zavezati u ¢vor kada povuc¢emo njegove
krajeve?

A) 5 B); C) < D)2 E)>

RjeSenje: B

Ukupno imamo 2 - 2 - 2 moguca polozaja konopa. Da bismo povlaenjem konopa zavezali ¢vor, moramo imati
jednu od dvije kombinacije:

- . . .2 1
ili - Trazena vjerojatnost je = = —.

15. Nestasni psi¢ zgrabi kraj role toaletnog papira i odSec¢e konstantnom brzinom. Koja od funkcija danih grafovima
najbolje opisuje ovisnost debljine role papira, y, o duljini odmotanog dijela, x?

-——




Y Ya
1 1
Y Y
1 1
oy | 1 £ 5 | 1 *

Rjesenje: E

Kako se psi¢ udaljava (x se povecéava), tako se rola papira stanjuje (y se smanjuje) — funkcija je padajuca pa u
obzir dolaze grafovi B, D i E. Nadalje, §to je psi¢ dalje od role, ona se sve brze stanjuje (Sto je x veci, to y brze
pada) — to vidimo samo na grafu E.

16. Na slici su, jedan uz drugi, smjestena tri kvadrata: PQRS, TUVR i UWXY. To¢ke P, T i X su kolinearne. Povrsina
kvadrata PQRS iznosi 36, a povrsina kvadrata TUVR iznosi 16. Kolika je povrSina trokuta PXV?

P Q

T U W

Y X

A) 14= B) 15+ C) 16 D) 172 E) 18

RjeSenje: C
1z njihovih povr$ina mozemo zakljuciti da dva vecéa kvadrata imaju

p 6 @ stranice duljina 6 i 4. Oznacimo stranicu najmanjeg kvadrata slovom a.
2T 4 g w  lzkolinearnosti to¢aka P, T i X slijedi sli¢nost trokuta PQT i TWX pa je
6 o |PQIIQT| = |[TW|: [WX],tj. 6 : 2 = (4 + a) : a. RjeSavanjem
4 v y  Pposljednje jednadzbe dobijemo a = 2.
Povrsinu trokuta PXV mozemo, primjerice, izracunati tako da od zbroja
S 6 R 4 V povrsina triju kvadrata oduzmemo povrSine trokuta PQT, TWX, PVS i

pribrojimo povrsinu trokuta YXV:36 +16 +4 -6 -6 —30 + 2 = 16.
Pitanja za 5 bodova:

17. Dvanaest strana tijela prikazanog na slici pravilni su peterokuti. Ostale su strane ili
kvadrati ili jednakostranicni trokuti. Oko svakog peterokuta nalazi se 5 kvadrata, a oko
svakog su trokuta 3 kvadrata. Ivo je napisao broj 1 na svaki trokut, broj 5 na svaki
peterokut i broj —1 na svaki kvadrat. Koliki je zbroj svih napisanih brojeva?

A) 20 B) 50 C) 60 D) 80 E) 120

RjeSenje: B



Oko svakog peterokuta nalazi se 5 kvadrata i 5 trokuta, no svaki kvadrat dijele dva peterokuta, a svaki trokut

dijele tri peterokuta. Kvadrata na ovom tijelu stoga imamo 122—5 = 30, a trokuta imamo %5 = 20. Zbroj svih

napisanih brojeva onda je 12 -5+ 30 - (—1) + 20 - 1 = 50.

18. Naslici je graf funkcije f: [=5,5] = R. Koliko razli¢itih rje3enja ima jednadzba f(f(x)) = 0?
15

A)2 B) 4 C)6 D)7 E) 8

Rjesenje: E

Rijesimo prvo graficki jednadzbu f(x) = 0. Rjesenja (nultocke ove funkcije) su —4, —2, 2, 4. Dakle, ako Zelimo
da vrijedi £(f(x)) = 0, onda treba vrijediti jedno od: f(x) = —4, f(x) = =2, f(x) = 2, f(x) = 4. Prebrojimo
sada presjeke grafa funkcije f spravcimay = —4,y = =2,y = 2 iy = 4. Vidimo da ih ima 8.

\ |

19. Na plo¢i su zapisani brojevi 1, 2, 7,9, 10, 151 19. Dva igraca naizmjenice brisu po jedan broj sve dok na ploci ne
ostane samo jedan broj. Zbroj brojeva koje je jedan od igraca obrisao dvostruko je veéi od zbroja brojeva koje je
drugi igra¢ izbrisao. Koji je broj ostao zapisan na plo¢i?

A)7 B) 9 C) 10 D) 15 E) 19

RjeSenje: B

Primijetimo da je zbroj brojeva koje su igraci obrisali djeljiv brojem 3 (oblika je n + 2n = 3n). Zbroj svih na
pocetku zapisanih brojeva (63) takoder je djeljiv brojem 3. Znaci da je i broj koji je ostao zapisan na plo¢i djeljiv
brojem 3. To onda mora biti 9 ili 15. Broj 15 nije mogao ostati jer bi tada zbroj svih obrisanih brojeva bio

63 — 15 = 48 pa bi zbroj brojeva koje je jedan igraC obrisao trebao biti 16, a onih koje je drugi igra¢ obrisao 32,
$to nije moguce posti¢i s preostalim brojevima. Moguce je jedino da je broj 9 ostao zapisan na plo¢i. U tom
slucaju jedno od rjesenja jest da je jedan igrac obrisao brojeve 1, 21 15, a drugi 7, 10, 19.

.. ee s _ ) . _ ... . f@ , f3 ,  f(2021)
20. Zafunkciju f vrijedi f(x +y) = f(x) - f(y) te je f(1) = 2. Odredi vrijednost izraza f(1)+f(2)+ +f(2020).

A0 B) % C)2 D) 2020 E) Nista od navedenog.



21.

22.

23.

RjeSenje: E

Uotimo da vrijedi f(x + 1) = £(x) - £(1), tj. % = (1) = 2. Iz toga slijedi:

@, f@ L £z _ 2= 20202 =

o) +f(2) + -+ (2020) 242442 =2020-2 = 4040.

Svako od cetiri ku¢anstva A, B, C i D ima jednog ljubimca. Ljubimci su pas, macka, mis$ i zec. To¢no jedna od
sljedecih izjava je toéna: — Ljubimac u kucanstvu A nije zec. — Ljubimac u kuc¢anstvu B nije macka. — Ljubimac u
kucanstvu C nije zec. — Ljubimac u kucanstvu D nije pas. — Ljubimac u kucanstvu A nije mis.

Koji ljubimac zivi u kué¢anstvu A?

A) pas B) macka C) mi§ D) zec E) Ne mozemo sa sigurno$c¢u znati.

Rjesenje: C

Izjave — Ljubimac u kuéanstvu A nije zec i — Ljubimac u kuéanstvu A nije mis ne mogu biti obje neto¢ne jer bi to
znacilo da su u kucanstvu A dva ljubimca, zec i mis. Jedna od njih stoga mora biti to¢na. Kada bi izjava

— Ljubimac u kucéanstvu A nije mis bila to¢na, to bi znacilo da izjave — Ljubimac u kucanstvu A nije zec i

— Ljubimac u kuéanstvu C nije zec nisu tocne, §to bi znacilo da se zec nalazi i u kuc¢anstvu A i u kuéanstvu C, §to
nije moguce. Zakljucujemo da je to¢na izjava — Ljubimac u kucanstvu A nije zec, iz ¢ega zakljucujemo da u
kucanstvu A zivi mi$, u kuc¢anstvu B macka, u ku¢anstvu C zec, a u kuc¢anstvu D pas.

Na kruznici je 15 to¢aka koje dijele kruZznicu na 15 sukladnih lukova. Bilo koje tri od tih
tocaka tvore trokut. Koliko se razlicitih trokuta moze nacrtati (istima smatramo
sukladne trokute)?

A) 19 B) 91 C) 46 D) 455 E) 23

Rjesenje: A
Kruznica je podijeljena na 15 jednakih lukova, a svakome od njih pripada sredisnji kut mjere % = 24°. Kutovi
svakog od promatranih trokuta obodni su kutovi nad jednim ili vise takvih lukova. Njihova mjera onda je ili 12°
ili viSekratnik od 12°. Dakle, za svaki od promatranih trokuta postoje prirodni brojevi p, g i r takvi da vrijedi
12p + 12q + 12r = 180, tj. p + q + r = 15. Prebrojimo li nacine kako se broj 15 moze zapisati kao zbroj triju
prirodnih brojeva, prebrojili smo i trazene trokute. Sustavnim raspisivanjem vidimo da takvih rastava ima 19:

1+1+13,1+2+12,1+3+11,..,1+7+7,

2+2+11,2+3+10,..,2+6+7,

3+3+9,..,3+6+6,

44+4+7,44+5+4+65+5+05.

Trokut ABC podijeljen je dvjema duzinama na Cetiri dijela, kao na slici. A
Povrsine manjih trokuta su 1, 3 i 3. Kolika je povrSina pocetnog trokuta?

A) 12 B) 12.5 C)13 D) 135 E) 14



Rjesenje: A
Oznacimo S x i y povrsine preostalih dvaju manjih trokuta. Iz dva trokuta
A povrsine 3 mozemo zakljuciti da je |[BD| = |DF| (jer imaju i jednaku visinu).
Onda i trokuti ADB i AFD imaju jednaku povrsinu, tj. y = x + 1.
Sli¢no, kako trokuti EDB i DCB dijele visinu, iz njihovih povr§ina mozemo

F zakljuciti da vrijedi 3|ED| = |DC|. Onda i trokut ACD ima tri puta vecu
E povrsinu od trokuta ADE, tj. y + 3 = 3x.
Rjesenje dobivenog sustava jednadzbi je x = 2,y = 3. Pocetni trokut ima
D3 povr§inu2 + 341+ 343 = 12.
B C

24. Dva su ravna zrcala OP i 0Q postavljena pod $iljastim kutom. Zraka svjetlosti XY paralelna s QO, na udaljenosti
d cm od njega, upada na zrcalo OP u tocki Y, kao na slici. Zraka se odbije pa upada na zrcalo 0Q, opet se odbije
do zrcala OP, pa se i treci put odbije i upada na zrcalo 0Q pod pravim kutom, u to¢ki R. Udaljenost |[OR| je 5 cm.
Kolika je udaljenost d?

P
Y
| X
| d
O 5 R Q
A) 4 B) 4.5 C)5 D)5.5 E)6
Rjesenje: C
P
X
Q

Oznac¢imo kut pod kojim su postavljena zrcala a. Onda zraka pod istim tim kutom upada prvi put na ogledao OP.
Oznacimo s B i y kutove pod kojima zraka nakon toga upada na zrcala, kao na slici. Znamo da zraka upada i
odbija se pod istim kutom. Trokuti ORM i YNM su sli¢ni pa je y = 45°. Zbog tog znamo da vrijedi [MN| =

V2|MR| i |NY| = V2|TY|. Opet zbog sli¢nosti trokuta ORM i YNM imamo IMRI _ IMN] _ Y2IMR|

s = Nyl — vay) 2 ¢ega slijedi
daje|TY| =5,t.d =5.

Rezultati natjecanja najbolje plasiranih ucenika bit ¢e objavljeni 12. srpnja 2021. godine na mreZnoj stranici

HMD-a.

Primjedbe ucenika na plasman primaju se isklju¢ivo elektronskim putem na e-mail klokan@math.hr do 19. srpnja
2021. u 23:59.

Nagrade najboljim u¢enicima dodjeljivat ¢e se u prvom tjednu nastave nove skolske godine 2021./2022.

Obavijesti se mogu dobiti na mreznim stranicama HMD-a — http://www.matematika.hr/klokan/2021/.
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