OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

Rijesi nejednadzbu

2
3 < 1 u skupu prirodnih brojeva.

Rjesenge.
r—3 r—3 r—3
— r—3<0 <= z<3.
Trazena rjeSenja sux =11 x = 2. (za potpuno rjedenje 8 bodova)

(ukljugeno rjesenje x = 3 i/ili x = 0, 4 boda)

Odredi sve parove prirodnih brojeva (a,b) takve da je a + b = 378 i D(a,b) = 63
(D(a,b) je najvecéi zajednicki djelitelj).

Rjesenje. 1z a = 63z, b = 63y dobivamo 63z + 63y = 378 i x +y = 6, x,y € N,
D(z,y) = 1.
Tada je x € {1,5} iy = 6 — z te je (a,b) € {(63,315),(315,63)}
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)
(ako napise = € {2,4} i (a,b) € {126,252), (252,126)} ili
xz € {3,3}i (a,b) € {189,189)}, 4 boda)

Za koje realne brojeve m jednadzba 3z + 9 = m(m — x) ima jedinstveno rjesenje?
Rjesenje. Sredivanjem dobivamo (m + 3)x = m?* — 9.
Za m # —3 je m + 3 # 0 pa postoji jedinstveno rjesenje x = m — 3.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za rjeSenje © = m — 3 (uvijek), 0 bodova)

U kvadratu ABCD stranice duljine 6 cm na dijagonali AC' dana je tocka T tako da
1 —
je |[TC| = Z|AC’|. Pravac kroz tocke B i T sijece stranicu C'D u tocki P.

Odredi udaljenost |PC|.



Rjesenje. Trokuti ABT i CPT su slicni (jednaki kutovi) i vrijedi
3 1
|AB| : |PC| = |AT| : |TC| = Z|AC| : Z|AC| =3:1,
1
pa je |PC| = §|AB| = 2. Udaljenost |PC| je 2 cm.

D P C

T

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za postavljene omjere 4 boda)

Paralelogram ABC'D se moze podijeliti na cetiri jednakostrani¢na trokuta stranice
duljine 2 cm. Kolika je duljina dulje dijagonale paralelograma?

Rjesenje. Noziste okomice iz vrha C' na pravac AB oznac¢imo s E.

Trokut BCE' je polovina jednakostrani¢nog, pa imamo 4 CBE = 60°, |CB| = 2
cm, |CE| =+/3 cm, |[BE| =1 cm.

D C

\
\
\
\
\
A B E
Po Pitagorinom poucku na AACE dobivamo: |AC|* = |AE|? 4+ |EC|?,  (x)
tj. |AC| = 4/52 + (v/3)2 = v/28 (ili 2v/7).
(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za primjenu Pitagorinog poutka () 4 boda)

Ako je a® + b* + ¢ = ab + bc + ca, koliko je (a + 20 — 3¢)?9%9?

Rjesenje. Pomnozimo li zadanu jednakost s 2 i prebacimo sve na lijevu stranu dobit
¢emo



2a% + 2% + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ca = 0.

Preuredimo li jednakost dobivamo

a® +b* — 2ab + b* + ¢ — 2bc + ¢* + a* — 2ca = 0. (3 boda)

odnosno
(a—b2+(b—-c)+(c—a)*=0 (7 bodova)
odakle jea=b=c (5 bodova)
pa je trazena vrijednost jednaka nula. (5 bodova)

Pas tréi za zecom koji je za 90 svojih skokova ispred njega. Dok zec skoci 6 puta,
pas skoci samo 5 puta, a dva pseca skoka jednako su dugacka kao tri zec¢ja. Koliko
¢e skokova napraviti zec do trenutka kada ga pas uhvati?

3
Rjesenje. Duljina pseceg skoka je jednaka 3 duljine zecjeg, pa je 4 pseca skoka

jednako duljini 6 zecjih skokova. (5 bodova)
Dok zec skoci 6 skokova pas skoc¢i 5 puta pa za to vrijeme pas prevali udaljenost od
5 3 5

5 5=1 ze¢jih skokova. (5 bodova)

5
Ako je x broj zecjih skokova, iz jednadzbe 90 4+ x = i dobivamo = = 360. Pas ¢e
uloviti zeca nakon 360 zecjih (ili 300 pse¢ih skokova). (10 bodova)

Poredaj po veli¢ini vrijednosti izraza A, BiC, akojea>1,b>1,a<b, x #y:
z—xy z—xy z—ay\’

(- 5) () ()]
r—y r—y r—y

a+1 1 a+1 1
B = — : — . b
(a—|—2+a) ( a a—|—2> (a+0),

A:

2
a a+a
¢ = I 1
a+—1 CL—f—E
a+ —



Rjesenge.

(6 bodova)
a+1 1 a—+1 1
B = —|: — .
<a+2+a> < a a+2) (a+0)
ala+1)+a+2 (a+2)(a+1)—a
= : (a+0b)
ala +2) ala+2)(a+2)(a+1)—a
a>+2a+2 ala+2)
= . M b — b>2
ala+2) a®>+2a+2 (atb)=a+b=2
(6 bodova)
2 a’+2
a ¢+ a a a?+1 a®>+2
O: 1 . 1: a . 2 1: 2 2' 2 1:
G4 —— a+- at+— a” + a*+2 a*+
1 a a*+1 a
a—+ —
a
(6 bodova)

Poredak je A < C < B, tj. najmanja je vrijednost izraza A, a najveca je izraza
B. (2 boda)



OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

1
1. Racionaliziraj razlomak

(8) V2+V3 -5

Rjesenge.

1 1 V2+V3+45
V2+VB—VE V2436 V243446

V2BV V2B HVS +)
C(V2H+VB2RE-5 26

V2+V3+4V5 V6

2V/6 V6
_ VB(V2+ V3 + V)
12

(za potpuno rjedenje 8 bodova)
(za dio rjedenja do (x) 4 boda)

(u nazivniku se moZe grupirati i na druge nacine)

2. Polinom f(z) = x* + px + ¢ pri dijeljenju s polinomom g¢;(z) = x — 1 daje ostatak
(8) 6, a pri dijeljenju s go(z) = x — 2 ostatak 12. Odredi polinom f(z).

Prvo rjesenje. Dijeljenjem polinoma f(x) s polinomom g;(x) dobije se ostatak
ptq+L

(2% + px + q) o (z—1) = z+p+1
e
(p+1)x+q
—(p+1z+(p+1)
p+qg+1




Dijeljenjem polinoma f(x) s polinomom gs(x) dobije se ostatak 2p + ¢ + 4:

(2% + px +q) c (x—2) = z+p+2
—x% + 2
(p+2)x+q
—(p+2)x+ (p+2)
2p+qg+4

Dobijemo sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

p+q+1 =6,
(*)

2p+q+4 = 12,
Clja su rjesenja p = 3, ¢ = 2.
TraZeni polinom je f(x) = 2% + 3z + 2.
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)
(za barem jednu od jednadZbi sustava () 4 boda)
Drugo rjesenje. Poznato je (Bezoutov teorem) da je ostatak pri dijeljenju polinoma

f(z) s * — a zapravo vrijednost f(«). Stoga je: f(1) =61 f(2) = 12. Dobijemo isti
sustav kao u prvom rjesenju.

(bodovanje isto kao u prvom rjesenju)

Trece rjesenje. Imamo

?4+pr+q = (z—1)(z+a)+6=2*+(a—1)zr—a+6
(

?+pr+q = (x-2)(z+0B)+12=2+(3—-2)x — 26+ 12,
odakle je
a_1:p7 _a+6:(J7
(%)
p—2=p, —20+12=q.

Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi dobijemo:

a—1=8-2 —a+6=-23+12,  tj.

a—Ff+1=0, a—28+6=0.
Rjesenje ovog sustava je a« =4, B =5,iondap=3, ¢=2.
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za sustav jednadzbi (x) 4 boda)



2.2009 1 2009
Odredi kvadratnu jednadzbu s realnim koeficijentima kojoj je (W) jedno
/L —
rjesenje.

2009 _ ;4-502+1

Rjesenje. Kako je ¢ = 1, izraz u zagradi jednak je

i+1 i+1 i+1 20
i—1 i—1 i+1 -2
Sada je (—i)%%% = —2009 = .
Kako je jedno rjeSenje jednako z; = —i, drugo je xo = i, trazena kvadratna jed-
nadzba je (z +4)(x — i) = 0 tj. 22 + 1 = 0, ili svaka jednadzba oblika az?® + a = 0
za a € R\{0}.

—1.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za odredeno jedno rjesenje kvadratne jednadzbe 4 boda)

2> +3x—5
Rijesi nejednadzbu ————— < 1.
ijesi nejednadzbu ~5——"——

Prvo rjesenje. Kako je diskriminanta kvadratne jednadzbe 22 +3z 4+ 5 =0, D =

3 11
32—-4-1-5=—11 < 0 1li se pokaze da vrijedi > + 3z +5 = (x+§> +Z > 0,
nazivnik se strogo pozitivan za svaki x. (%)

MnoZenjem nejednakosti s 2% + 3z + 5 dobivamo

P +3x-5<2*+3x+5 tj. —5<5.
Kako je ova nejednakost istinita i polazna vrijedi za svaki x € R.
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za tvrdnju (%) 4 boda)

Drugo rjesenje. Redom imamo:

2 4+3r—5 10
_ = 1 — <1
2 +3x+5 22 4+3x+5
10
— >0
2243545 (*)

Kako je diskriminanta kvadratne jednadzbe x? 4+ 3x + 5 = 0 negativna ili se pokaze
da vrijedi 2 + 3z +5 = (3: + g) + % > 0 za svaki x € R, polazna najednakost
vrijedi za svaki x € R.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za dobivenu nejednakost (x) 4 boda)



5. Nadi sva rjesenja jednadzbe (x4 1)(x+2)(z +3)(z +4) = 120 u skupu kompleksnih
(8) brojeva.

Rjesenje. Zgodnim grupiranjem, mnoZenjem i supstitucijom ¢ = 2 4+ 52 dobivamo:
(x+1)(x+4) - (x+2)(x+3) = 120
(22 + 5z +4)(z* + 52 +6) = 120
(t+4)(t+6) = 120
t24+10t—-96 = 0 (%)

t, =6, ty = —16.

Sada treba rijesiti dvije kvadratne jednadzbe

2% + 5 = 6, 22 + 5x = —16, tj.
2% + 51 — 6 =0, x? +5x + 16 = 0.
. D —5 —1v/39 -5+ 1v39
Njihova rjesenja su xry = —6, 19 =1, 13 = ————, 14, = ———.

2 ! 2

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)
(za rjeSenja t, 5 jednaZbe (*) 4 boda)
(moguce su i druge supstitucije, npr. t = 2* + 5x + 5)

6. Dva pravokutna trokuta imaju zajednicku hipotenuzu. Razlika duljina kateta jednog
(20) od njih je 9 cm, a drugog 13 cm. Zbroj povrsina ta dva trokuta je 90 cm?. Izrac¢unaj
duljine njihovih kateta.

Prvo rjesenje. Neka su a i b katete jednog te m i n katete drugog trokuta, a c
njihova zajednicka hipotenuza. Iz uvjeta zadatka imamo:

a®+v? =, m? +n? = 2,

a—b=29, m—n =13,

1 1
§ab + —mn = 90.

2




Dobijemo sustav jednadzbi:

a—b = 9, (1)
m—n = 13, (2)
ab+mn = 180, (3)
a?+bv = m?+n’ (4)

(4 boda)

Iz prve i druge jednadzbe imamo

a=b+9, m=13+n,
Iz (4) + 2 - (3) dobivamo
(a+b)*—(m—n)*> = 360,

(9 + 2b)? — 132 360,
b2+ 9b — 112 0.

Zadovoljava samo pozitivno rjesenje b = 7. Iz (1) je a = 16. Duljine kateta prvog
trokuta su 16 cm i 7 cm.

(8 bodova)

Za drugi trokut imamo:

m—n = 13
mn = 180 — ab = 68
n(13+n) = 68
n?+13n—-68 = 0.
Zadovoljava samo pozitivno rjesenje n = 4. Sada je m = 17. Duljine kateta drugog
trokuta su 17 cm i 4 cm.

(8 bodova)

Drugo rjesenje. Iz uvjeta zadatka dobivamo ove jednadzbe:

a?+b = A (1)
a—b = 9 (2)
m?+n®* = (3)
m—n = 13 (4)

%ab + %mn = 90 =
2ab+2mn = 360 (5)

(4 boda)



Iz (1) i (3) imamo

a? +b* =m? +n’ (6)

Zbrajanjem (5) i (6) i sredivanjem dobivamo

(a+b)?*=(m—-n)*>+360 tj. (a+0b)*=13*+360=529.

Konacno je

a+b=23. (7)

(8 bodova)
Iz (2) i (7) imamo a = 16, b = 1.
Zbrajanjem a® + b* = m? +n? i 360 = 2ab + 2mn dobivamo

(a—b)2+360=(m+n)? tj. (m+n)>=9?+360=441
i zatim
m+n = 21. (8)

Iz (4) 1 (8) slijedi m =171 n = 4.
(8 bodova)

Za koje cijele brojeve k kvadratna jednadzba kz? + (2k — 1)z + k — 2 = 0 ima
racionalna rjesenja.

Rjesenje. Nuzno je i dovoljno da diskriminanta

D= (2k —1)* — 4k(k —2) = 4k + 1

bude kvadrat racionalnog broja m tj. 4k + 1 = m?. Odavde vidimo da m mora biti
neparan cijeli broj. (5 bodova)

Kako je m neparan, tj. m = 2a + 1, imamo
4k +1 = (2a+1)
4k+1 = 4a®+4a+1

k= a*+a=ala+1)

(15 bodova)

Dakle, broj k mora biti oblika a® + a, a € Z odnosno a(a + 1), tj. jednak umnosku
dva uzastopna cijela broja. Diskriminanta je D = 4k + 1 = (2a + 1)%.



Dan je jednakokracan trokut ABC' takav da je |AC| = |BC| = 12 cm. Paralela s
krakom prolazi polovistem visine na osnovicu trokuta i sijece osnovicu u tocki M a
drugi krak u tocki N. Kolika je duljina duzine M N?

Prvo rjesenje. Duzina M P je srednjica trokuta Cy BC' (pri ¢emu je C noziste visine

na osnovicu). Stoga je M poloviste od Cy B. (10 bodova)
C
N
X P
4 ¢, M\ B

: : o : : . o |[AM| 3
Trokuti AM N i ABC susli¢ni (jednaki kutovi). Koeficijent slicnosti je k = m =7

(5 bodova)

3
Odavde slijedi |[MN| = Z|BC| =9 cm. (5 bodova)

_ 1
Drugo rjesenje. Duzina M P je srednjica trokuta BCCy i |[MP| = §|BC’| =6 cm.

(5 bodova)
Duzina NP je srednjica trokuta XC,C, a XC; je srednjica trokuta ABC. Zato je
1 .
|Xcl| - §|BC|7 pa je

1 1
NP| = 5|XC1| = 7|BC| =3 cem.

(10 bodova)
Stoga je [MN| = |MP|+|PN|=6cm+ 3 cm =9 cm. (5 bodova)



OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

1. Izracunaj vrijednost izraza log®5 + log 2 - log 50.

(8)

Prvo rjesenje. Redom imamo:

log®5 4 1og2-log50 = log®5 +log?2 - (log25 + log2)
log®5 +log2 - (21log 5 + log 2)
= log®5 + 2log5 - log 2 + log* 2
(log 5 + log 2)? = (log 10)? = 1.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

Drugo rjesenje. Slicno dobivamo:

log®5 +1og2 -log50 = log®5 +log?2 - (log5 + log 10)
log®5 +log2 - (log5 + 1)
log®5 + log 5 - log 2 + log 2

= logh - (logh+log2) + log2
= log5H-log10 + log?2

= logb+log2 =logl0=1.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

1
2. Odredi zbroj svih rjesenja jednadzbe logg(sin 2z) = —3 na intervalu [0, 27].
.. . . ) . 1 1 1 .
Rjesenje. Uz uvjet sin 2z > 0 iz logg(sin 2z) = —3 = logg 873 = logg 3 dobivamo

1
op — &
sin 2x >

odakle je zadovoljen uvjet i imamo

5
9% = L 4 2%kr ili 2% = 2 4 Ok,
6 6
t].
s . 5%
r=—+kr ili x=-—+km (%)

12 12



Na int lu [0, 27] rjesen s o 137 177
a intervalu 7| rjeSenja su 1 = —, X9 = —, T3 = ——, T1 = —.
) J J L= 2= 150 %8 o n B
m om 13m 17w
Throi svih resenia o - + 2 a9
broj svih rjeSenja je D + o + BT} + EDY 3T
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za dio rjesenja (x) 4 boda)

Duljina stranice pravilnog Sesterokuta A;A;A3A4A5Ag jednaka je 3 cm. Njegove
stranice AlAQ, A2A3, A3A47 A4A5, A5A6, AﬁAl su preko vrhova Ag, A3, A4, A5, A67
Aj produzene za 5 cm do vrhova By, Bs, B3, By, Bs, Bg novog pravilnog Sesterokuta.
Kolika je duljina njegove stranice?

Rjesenge.

Po kosinusovom poucku vrijedi:

b2 = ’8136‘2 = ‘AIBGP + ’A131’2 — 2|A1B6| . ‘AlBl‘ . COS%: BlAlB6

1
= 52+82—2-5-8-§:49,

odakle je b =7 cm.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za pravilnu primjenu kosinusovog poutka, ali gresku u raunu, 4 boda)

S iste strane sredista kugle polozene su dvije paralelne ravnine ¢ija su presjecista
s kuglom krugovi s povrsinama 47 cm? i 497 cm?. Ako je udaljenost tih ravnina
jednaka 3 cm, koliki je polumjer kugle?

Rjesenje. Oznac¢imo s ry = 2 cm i ro = 7 ¢m polumjere presjeka paralelnih ravnina
s kuglom, s [ = 3 cm njihovu udaljenost te s R polumjer kugle.



Primjenom Pitagorinog poucka, iz slike dobivamo
R* = ri4+(d+1)*=r+d*+2dl+1*> =13+ d* + 6d,
R = rj+d* =49+ d°,

a odavde 6d = 36 tj. d =6, R = /49 + 36 = v/85
Polumjer kugle je R = /85 cm.
(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za pravilnu primjenu Pitagorinog poutka barem u jednom slutaju 4 boda)

. . e 1
Dokazi da za sve realne brojeve z vrijedi sin® z + cos® z > 3
Prvo rjesenje. Imamo
sinz +costz = (sin?z + cos?x)? — 2sin cos? x

1., 1 1
= 1l—=sin“2x2>1——-=—.
2 2 2

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

Drugo rjesenje. Slicno dobivamo

sin'z +costr = (sin?z)?+ (1 —sin?2)? = 2sin*z — 2sinx + 1

>

DN | —
er—t

1 1 1
= 5(4sin4x—4sin2x+ 1)+ 5= 5(23in2x — 1)+

(za potpuno rjedenje 8 bodova)



Trece rjesenje. Polazna nejednakost je ekvivalentna sljede¢ima:

. 1

sin*z + cos*z > 3

.92 2,2 .2 2 1

<= (sin“x 4+ cos®z)® —2sin“xcos*x > 5
.9 2 1

<= 1—2sin“xcos*x > 3
— 4sin®zcos’z < 1
= sin?2z < 1,

a ovo uvijek vrijedi. Zato vrijedi i polazna nejednakost.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

Koliki su siljasti kutovi pravokutnog trokuta ako za njegove katete a, b i hipotenuzu
¢ vrijedi 4ab = 2\/3?
2

Prvo rjesenje. Za dani pravokutan trokut vrijedi a? + b? = c%.

Za kut a nasuprot stranici duljine a uvrstavanjem u danu jednakost dobivamo:
dab = +/3a*+ V30 )b

RO

V3tg2a —4tga++v3 = 0.
(10 bodova)
Odavde dobivamo:
tga; =3 tj. o =60°, 6 =30°ili
3
tg s = \/T_ . s = 30° By = 60°.
Siljasti kutovi tog trokuta su 30° i 60°. (10 bodova)

Drugo rjesenje. Iz dane jednakosti dobivamo:

dab = AV3 /:c?

- V3

ol
ol

4sinacosa = V3 tj. sin2a =

=

(10 bodova)



(20)

(20)

Odavde slijedi 2a = 60° ili 2ac = 120° tj. o = 30° ili & = 60°, odnosno [ = 60° ili
f=30°. (10 bodova)

Treée rjesenge. 1z a = csina, b = ccos « i dane jednakosti imamo
4-csina-ccosa = /3 /1 23

V3

2sinacosay = —

2
odnosno sin 2« = \/75 (10 bodova)
Kutovi trazenog trokuta su 30° i 60°. (10 bodova)

Rijesi nejednadzbu (z +1)"% "2 > z 4 1.

Rjesenje. Za x+1 < 0 izraz na lijevoj strani nije definiran, azax+1=0ix+1=1
nejednakost ne vrijedi. Preostaje promatrati slucajeve:

1° O0<z+1<1t). —1<a<,

2 l<az+1tj x>0

(6 bodova)
1° Redom dobivamo:
—z?—2x <1
2 +2r+1>0
(x+1)2 >0,
sto je zadovoljeno za z # —1. U ovom slucaju nejednadzba je zadovoljena za
x € (—1,0). (6 bodova)
2° Dobivamo
—z?—2x>1
> +2r+1<0
(x+1)2<0.
U ovom slucaju nijedan x ne zadovoljava nejednadzbu. (6 bodova)
Konacno rjesenje je z € (—1,0). (2 boda)

Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta je 15 cm, a jedan njegov kut je 15°. Izracunaj
duljinu odreska simetrale pravog kuta koji je unutar trokuta.

Prvo rjesenje. Simetrala pravog kuta sijece hipotenuzu u tocki D. Oznacimo s s
duljinu odreska simetrale pravog kuta unutar trokuta.

Promatrajmo trokute ABC i ADC"



b
cos15° = - tj. b=ccos15” = 15cos15°%;
c

b sin(180° — (45° +15°))  sin120°  sin60° V3

s sin 15° T sinl5°  sinls®  2sin15°
(10 bodova)

odakle dobivamo

2bsin 15° 2-15-cos15°sin 15° 15 - sin 30° 15 5\/3
S = _— o o g
V3 V3 V3 2v3 2
(8 bodova)

9V3
Duljina odreska simetrale pravog kuta je s = T\/_ cm. (2 boda)

Drugo rjesenje. Kako je s simetrala pravog kuta, povrsina trokuta ABC' jednaka je
zbroju povrsina trokuta ADC i BDC', pa imamo

sasin45° + sbsind5°  s(a+b)v/2

2 4
odavde je
B 4P B 2ab
(a+b)vV2  (a+Db)V2
(8 bodova)
Iz a = ¢sin15° 1 b = ccos 15° dobivamo
2
2ab = 2¢%sin 15° cos 15° = ¢*sin 30° = 7
(5 bodova)

Nadalje,

3
(a—{—b)z:czz—i-l?2+2ab:024—201192gc2 tj. a+b20\/;.

(5 bodova)

Konacno je



2

5 _ e _of
offva WS
Duljina odreska simetrale pravog kuta je s = 5—\/5 cm
(2 boda)

Treée rjesenje. Odrezak simetrale pravog kuta unutar trokuta je dijagonala kvadrata
CFDE stranice duljine . Tada je trazena duljina s = /2.

Iz trokuta ADF i DBE dobivamo ¢; = — v , Gy = v
sin 15° cos 15°
N 15 1 n 1 x - (sin 15° + cos 15°)
C Co = C = = I - — .
! 2 sin 15°  cos 15° sin 15° cos 15°

(10 bodova)

Pomnozimo 1i ovo sa 2sin 15° cos 15° = sin 30° = 3 dobivamo

15

2z - (sin 15° + cos 15°) 5

Kvadriranjem slijedi
225

42°(1 4 sin 30°) = 1

odakle imamo

(8 bodova)

15

Konac¢no je x = T
(2 boda)



OPCINSKO/SKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred — srednja $kola — B kategorija

29. sije¢nja 2009.

1. Odredi umnozak kvadrata rjesenja jednadzbe 23 — (1 + 1) = 0.

(8) Prvo rjesenje. Redom imamo:

B o= (14i)2=1+2i—1=2i

21 = 2<cosg+z’sing);
z = d2((:05%—1—2’51112>,
—+2(k—1)rm —+2(k— 17
2 = V2 | cos + ¢sin
3 3
4(k —1 4(k —1
= %(cosw+isiDW), k=123, ()
T .7 V3 o1
21 = \3/§<cosg+zsmg>:\3/§<7+§z>,
Z9 = \3/5

(Cos— +Zsm§> = V2 (—\/73 —|—%z>
(

3 3
23 = 2 os—+zsm%):\75<Cos§+isin§):—\?/§i.

Sada je
3 1 3 1 13
nomezs = —% (gjuﬁz') (—gjuﬁz‘) Y <_Z_Z) — 2,
222222 = (20)P=-4

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za odredivanje rjedenja (%), 4 boda)



Drugo rjesenje. Zadatak se moze rijesiti i pomocu Vieteovih formula. Za jednadzbu
treceg stupnja ax® + bz + cx + d = 0, gdje su x;, xo, T3 njezina rjesenja, vrijedi
d

1T Xy = ——.
a

U danom slu¢aju imamo:

23_(1+Z)2 = 0,

22 —2i = 0, (#)
212923 — 21,
222222 = (20)? = —4.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za preuredenu jednadzbu (*x) 4 boda)

Dokazi da je za svaki prirodan broj n > 2 znamenka jedinica broja 22" jednaka 6.

Rjesenje. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.

Baza indukcije: Za n = 2 imamo

22" = 2' = 16,
pa tvrdnja vrijedi.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki prirodan broj
n > 2, tj. znamenka jedinica broja 22" je 6.

Korak indukcije: Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n + 1:

22" = 92"2 — (22")? = (x6)? = ¥ * 6.

Dakle, tvrdnja vrijedi i za n + 1, pa po principu matematicke indukcije vrijedi za
svaki prirodan broj n > 2.

(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za to€nu bazu i pretpostavku indukcije 4 boda)

1 n

U raspisu izraza (az\/i + —4) koeficijent tre¢eg Clana je za 44 veci od koeficijenta
x

drugog ¢lana.

Odredi ¢lan koji ne sadrzi z.

Rjesenje. Uvijet zadatka moze se zapisati u obliku (Z) = (T) + 44.

Odavde sredivanjem dobivamo



n(n —1)

= 44
5 n -+

n?—3n—-8 = 0 = n; =11, ny=-8.

Jedina moguénost je n = 11. Neka je Ay koeficijent uz onaj clan koji je jednak nuli.
Tada je

/1 TS A S AN P £ § A N PPN
= () o™ () = () @)= (1) e

Kako A ne sadrzi x imamo
3
5(11—1@)—4]@20 = k=23

. 11
Clan koji ne sadrzi x je A3 = (3) = 165.

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

(za izratunato n = 11, 4 boda)

U trokutu ABC' pravac vrhom A raspolavlja tezisnicu iz vrha B. U kojem omjeru
taj pravac dijeli stranicu BC?

—_—
Prvo rjesenje (vektorsko). Prikazimo vektor AD na dva nacina.

C
P
D
A
B
—_— = —— —
AD = AB+BD = AB + aBC,
— — — 11—
AD = 3 Szﬁ(AB+§BP>



. . . —_— = —— —_— 3 1—
Zbog linerne nezavisnosti vektora AB i BC' iz AB+ aBC = j3 (ZLA + ZB )

imamo

3 1

1 4
1=-— = _ — _ — _
45, «Q 4ﬂ = [ Y «Q 3

_— 1 —_— J—
odakle dobivamo BD = gBC, odnosno tocka D dijeli duzinu BC' u omjeru 1 : 2.
(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

Drugo rjesenje (geometrijsko). Neka je |AS| = |SE|. Cetverokut ABEP je paralel-
ogram.

A B

1z slicnosti trokuta BED 1 CAD dobivamo

|\BD| |BE| 1

|CD| — |CA] 2’
1
pa je trazeni omjer jednak 3

(za potpuno rjeSenje 8 bodova)

Odredi kut izmedu tangenata parabole y?> = 4z u tockama njezinog presjeka s
pravcem 2z +y — 12 = 0.

Rjesenje. Tocke presjeka parabole i pravca dobivamo iz jednadzbi:

v =4dr i y=—2x+12.
Odavde je

(—2x+12)* = 4z,
2 —13x+36 = 0,
r1 =9, Ty =4,
S1(9,—6),  Sa(4,4).

Jednadzbe tangenata parabole su:



. y (=6)=2-(z+9) = y=--2-3 = k=-g,

1
ta ... y-4:2-(:1:+4) = y=-x+2 = k2:§'

Kut « izmedu tangenata odreduje se iz relacije

1
ko — ky 2

1+ kiko

tga:'

pa je trazeni kut jednak a = 45°.
(za potpuno rjedenje 8 bodova)

(za to¢ne koeficijente smjerova tangenata ky, ks, 4 boda)

Odredi sva rjeSenja jednadzbe

(2* — b +5)*F 9 =1,

Rjesenje. Promatrat ¢emo tri slucaja.

1° Baza je jednaka 1.

2 —5x+5=1 = x1=1, 25 =4
Oba rjesenja zadovoljavaju polaznu jednadzbu. (6 bodova)

2° Eksponent je jednak nuli, a baza razli¢ita od nule.

2:4"=9-2"+4=0.

Uz supstituciju ¢t = 2* dobivamo kvadratnu jednadzbu

26 — 9t +4 =0
1
Cija su rjeSenja t; =4 ity = 7 Odavde dobivamo z3 = 2 i x4 = —1. Kako je za ova
rjesenja baza razlicita od nule, oba zadovoljavaju polaznu jednadzbu. (8 bodova)

3° Eksponent je paran broj, a baza jednaka —1.

??—5r+5=-1 = wx5=2, x5=3.
U oba slucaja je eksponent paran pa su ovo rjeSenja polazne jednadzbe.
(6 bodova)

Sva rjeSena jednadzbe su: —1, 1, 2, 3, 4.



7. Prvi ¢lan aritmetickog niza je a; = 7. Za clanove niza vrijedi:
(20) an, — an—1 =2n+5, n > 2. Koliko je aygo?

Rjesenje. Raspisimo:

a; = 7
o — a1 = 9
a3 — g = 11
a4g —as = 13
a1po — Q99 = 205

(10 bodova)

Odavde zbrajanjem dobivamo

a;+ay—a)+as—az+a4—as~+ ...+ ajpy — Agg = T+9+114+13+...4205

100(7 + 205)

Q100 = 9

aipo — 10600.

(10 bodova)

8. Dana je hiperbola 22 —y? = a*. Odredi povrsinu paralelograma kojem dvije stranice
(20) leze na njezinim asimptotama, a jedan vrh mu je tocka na hiperboli. Dokazi da
povrsina ne ovisi o odabiru tocke!

Rjesenge.

Tocka T ove hiperbole dana je s T'(xg,yo) =T (:co, +/2% — a2).



Asimptote hiperbole su: y = —z, y = x.

Kako su one medusobno okomite, odreduju pravokutnik.

(3 boda)

Oznacimo s d; i dy udaljenosti tocke 1" od asimptota. Tada je trazena povrsina dana

s P= dldg.

Nadalje, udaljenosti tocke T'(xq, yo) od asimptota su

g = BEwl a2

V2

dy = M, (odz —y =0)

V2

pa je trazena povrsina jednaka

p_ T+l |zo—gol _ |26 —wol _a*

V2 V2 2

jer je T' na hiperboli. Vidimo da povrsina ne ovisi o izboru tocke T'!

(5 bodova)

(10 bodova)

(2 boda)



