ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
4. razred — rjesenja
23. veljace 2009.

OVDJE JE DAN JEDAN NACIN RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA DRUGA-
CIJI POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK BODO-
VATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Zadatak rjeSsavamo unatrag. Kako smo od nepoznatog broja prvo oduzeli 5,
zatim dobiveni broj podijelili s 5, te naposlijetku jo§ oduzeli 5, suprotnim ra¢unskim

operacijama doc¢i ¢emo do trazenog broja. 1 BOD
Zadnji dobiveni broj bio je 5. Dodamo li tom broju broj 5, dobivamo 5 + 5 = 10. 3 BODA
Nadalje, pomnozimo li broj 10 s 5, dobivamo 10 - 5 = 50. 3 BODA
Konac¢no, dodamo li broju 50 broj 5, dobivamo 50 + 5 = 55, pa matematic¢ar ima 55 godina. 3 BODA

e UKUPNO 10 BODOVA

2. Zadatak rjesavamo Gaussovom dosjetkom. Neparni dvoznamenkasti prirodni brojevi su

11,13,15,17,...,99. Ukupno ih je 5 -9 = 45. Grupiramo ih u parove: prvi i zadnji, drugi i predzadnji,

..., pri ¢emu srednji broj 55 ostaje bez para. 3 BODA
Kako imamo 22 para, imamo redom

11+13+154...+99 = (11+499)+ (134 97) +... 4 (53 +57) + 55
= 110+ 110 +... + 110 + 55
= 22.110+55
= 2420 + 55
2475.

7 BODOVA
A UKUPNO 10 BODOVA

3. Ukupan broj rijeSenih zadataka je 2009. Kako je ucenik rijesio tri puta vise racunskih zadataka
i jo$ jedan, u odnosu na preostale, zaklju¢ujemo da je ucenik zajedno rijesio

(2009 — 1) : 4 = 2008 : 4 = 502 preostala zadatka. 2 BODA
Prema tome, broj ra¢unskih zadataka je 502 -3 + 1 = 1506 + 1 = 1507. 2 BODA
Nadalje, kako je ucenik rijesio zagonetki isto koliko pri¢ica i geometrijskih zajedno,

slijedi da je rijesio 502 : 2 = 251 zagonetku. 2 BODA
Prema tome, ucenik je zajedno rijesio 251 pricicu i geometrijski zadatak. Kako je geometrijskih

rijesio za 101 manje, zaklju¢ujemo da je geometrijskih rijesio (251 — 101) : 2 =150 : 2 = 75. 2 BODA
Konacno, broj rijeSenih pricica je 75 + 101 = 176. 2 BODA

e UKUPNO 10 BODOVA

4. Kako je 54 =2 -3 -3 - 3, broj 54 mozemo na tri nacina zapisati u obliku umnoska

triju jednoznamenkastih brojeva: 55 =1-6-9,55=2-3-9,55=3-3 6. 1 BOD
Ako je 55 =1-6-9, imamo brojeve 169, 196, 619, 691, 916, 961. 3 BODA
Ako je 55 =239, imamo brojeve 239, 293, 329, 392, 923, 932. 3 BODA
Ako je 55 =3 - 3 - 6, imamo brojeve 336, 363, 633. 2 BODA
Dakle, ukupno je 6 + 6 + 3 = 15 troznamenkastih brojeva ¢iji je umnozak znamenaka jednak 54. 1 BOD

P UKUPNO 10 BODOVA
5.

2 BODA



Pravokutnik podijelimo na dva jednaka kvadrata, a zatim svaki kvadrat na dva jednaka trokuta
Na takav nacin dobivamo ¢etiri jednaka pravokutna trokuta (A, B, C, D). Dva trokuta zadrzimo
u pravokutniku, a preostala dva premjestimo na drugu stranu (A’, D’), tako da tvore kvadrat.

D' A'

8 BODOVA
e e e UKUPNO 10 BODOVA



ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
5. razred — rjeSenja
23. veljace 2009.

OVDJE JE DAN JEDAN NACIN RJESAVANJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA DRUGA-
CIJI POSTUPAK RJESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK BODO-
VATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1. Mozemo promatrati paralelograme koji su sastavljeni od dva trokuta, od cetiri trokuta i cijeli lik. 2 BODA
Paralelograma sastavljenih od dva trokuta ima 8. 3 BODA
Paralelograma sastavljenih od ¢etiri trokuta ima 4. 3 BODA
Cijeli lik je paralelogram. 1 BOD
Dakle, na slici je 8 +4 + 1 = 13 paralelograma. 1 BOD

e UKUPNO 10 BODOVA

2. Zbroj znamenaka bilo kojeg deseteroznamenkastog broja sastavljenog od znamenaka 0 i 5 je

visekratnik broja 5. 2 BODA
Nadalje, kako trazimo brojeve koji su djeljivi s 9, zbroj znamenaka mora biti djeljiv s 9.

Kako su brojevi 5 i 9 relativno prosti, slijedi da trazeni brojevi moraju imati to¢no devet

petica i jednu nulu. Tada je zbroj znamenaka jednak 9 - 5 = 45. 2 BODA
Nula ne moze biti na prvom mjestu pa imamo brojeve: 5055555555, 5505555555, 5550555555,
5555055555, 5555505555, 5555550555, 5555555055, 5555555505, 5555555550. 5 BODOVA
Dakle, ukupno je 9 brojeva koji zadovoljavaju uvjete zadatka. 1 BOD
C e UKUPNO 10 BODOVA
. . . . . 2009 - 2010
3. Zbroj prvih 2009 brojeva jednak je 1+ 2+ 3 + - -+ + 2008 + 2009 = — = 2009 - 1005. 4 BODA
Rastavimo dobiveni umnozak na faktore: 2009 - 1005 = (7-7-41)-(3-5-67)=3-5-7-7-41-67. 4 BODA
Dakle, jednoznamenkasti brojevi s kojima je djeljiv zbroj prvih 2009 prirodnih brojeva su 1, 3, 5, 7. 2 BODA
e e UKUPNO 10 BODOVA
4. Neka je z broj redova voc¢aka u vo¢njaku. Tada je u vo¢njaku 15 - x vocaka. 1 BOD
Kada bi u voénjaku bilo 6 redova manje, a u svakom redu 5 vocaka vise, u voénjaku bi bilo
20-(x—6)=20-2—120=15 -2+ (5-x — 120) vocaka. 3 BODA
Dakle, brojevi voc¢aka se razlikuju za 5 - x — 120, a prema uvjetu zadatka ta je razlika jednaka 10. 2 BODA
Dakle, 5 -z — 120 = 10, pa je 5 - x = 130, odakle je z = 130 : 5 = 26.
Dakle, zasadeno je 26 redova vocaka. 4 BODA

e UKUPNO 10 BODOVA

5. Vratimo kvadrat ABCD u prvobitni oblik, te ozna¢imo na njemu sve vrhove uocenih trokuta.
Oznacimo tocku G dvaput, jednom na stranici AD (G), a jednom na stranici AB (G”).
Napravimo isto i s tockom FE.

D E c
F
®
G
[ ]
H
[ ]
A G Elg
2 BODA
Uocimo kako je svaka od stranica triju trokuta CEF, EDG i GAH sadrzana u nekoj stranici
kvadrata ABC D, te da sve te stranice zajedno pokrivaju sve stranice kvadrata. 3 BODA
Zbog toga je zbroj opsega trokuta CEF, EDG i GAH jednak opsegu kvadrata,
odnosno jednak je 4 -9 = 36 cm. 5 BODOVA

e UKUPNO 10 BODOVA
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1
1. Niko je prvog dana pretrcao 13 km. 1 BOD
13 3 13 8 13:-548-3 8§89
D d j trécao —+1-=—+-=——— = — km. 2 BODA
rugog dana je pretrcao 3 —|—895 43 +855) - R T
Treceg d Niko j trécao — — — = — = — km. 2 BODA
rec¢eg dana Niko je pre rczi(; 1517 5 1350 5 km O
Cetvrtog dana je pretréao 3 4+ —-5= 3 5=10—5=5 km. 2 BODA
13 89 17 89 225+89 314 14
Dakle, Niko je uk trcao — + — + — =1 —=———=—=20— km. 3 BODA
akle, 10Jeuupnoprercao3+15+3+5 5+15 G s 015 m
C e UKUPNO 10 BODOVA
3 4
2. Ako s x ozna¢imo ukupan broj kuglica, tada je —z zutih i ?Jc plavih. 2 BODA
Ukoliko Martin dobije dvije zute kuglice te izgubi Sest plavih kuglica, on ima jednak broj
4
zutih i plavih kuglica, pa vrijedi jednadzba %x +2= ?:z: — 6. 3 BODA
4 3 1
Dalje je ?x — §x =2+6, tj. ?x = 8, odakle je x = 56. 3 BODA
4
Prema tome, Martin je na pocetku imao % - 56 = 24 7zute i 7 56 = 32 plave kuglice. 2 BODA

e UKUPNO 10 BODOVA

3. Neka je abc troznamenkasti broj za koji je a + b+ ¢ = 18. Ako je broj djeljiv s 18, onda je djeljiv

s 21 9. Ocito, svaki takav broj abc je djeljiv s 9, pa mora biti paran, tj. ¢ € {0,2,4,6,8}. 1 BOD
Ako je ¢ =0, onda je a + b = 18, odakle dobivamo broj 990. 1 BOD
Ako je ¢ =2, onda je a + b = 16, odakle dobivamo brojeve 972, 882, 792. 1 BOD
Ako je ¢ =4, onda je a + b = 14, odakle dobivamo brojeve 954, 864, 774, 684, 594. 2 BODA
Ako je ¢ = 6, onda je a + b = 12, odakle dobivamo brojeve 936, 846, 756, 666, 576, 486, 396. 2 BODA
Ako je ¢ = 8, onda je a + b = 10, odakle dobivamo brojeve 918, 828, 738, 648, 558, 468, 378, 288, 198. 2 BODA
Dakle, ukupno je 1 +3 4+ 5+ 7+ 9 = 25 brojeva. 1 BOD
C e UKUPNO 10 BODOVA
4.
C
M
A N B

1 BOD
Promotrimo trokute ANC' i NBC. Oni imaju zajedni¢ku visinu, povucenu iz vrha C. Nadalje,
kako je N poloviste stranice AB, slijedi da je |AN| = |NB|. Dakle, trokuti ANC i NBC imaju
jednake povrsine, pa je povrsina trokuta ABC dva puta veéa od povrsine trokuta ANC' tj.
P(ABC) =2P(ANC). 3 BODA
Nadalje, kako su duzine AM i CN okomite, slijedi da je AT visina trokuta ANC' s obzirom na CN. 2 BODA



N|-|AT -2
Zbog toga je P(ANC) = % = 37 =3 cm? 2 BODA
Konaéno, za povrsinu trokuta ABC' vrijedi P(ABC) = 2P(ANC) =2-3 = 6 cm? 2 BODA

e UKUPNO 10 BODOVA

5. Neka su «, 3, v redom kutovi pri vrthovima A, B, C. Nadalje, neka je D noziste visine iz vrha C,
E sjeciste simetrale kuta 7y sa stranicom AB, te neka je F sjeciSte simetrala kutova « i (.

1 BOD
Iz trokuta ABF imamo da je % n g 1120° = 180°, tj. % n g — 60°. Zbog toga je o + B = 120°,
pa je v = 180° — 120° = 60°. 3 BODA
Nadalje, kako je xECA = % = 30° slijedi da je xDCA = xECA — XECD = 30° — 10° = 20°,
zato jer simetrala i visina iz vrha C zatvaraju kut od 10°. 2 BODA
Stoga, iz pravokutnog trokuta ADC imamo da je a = 180° — (20° + 90°) = 70°. 2 BODA
Na kraju je 0 = 180° — (o + ) = 180° — (70° 4 60°) = 50°. 2 BODA

........................................................................................... UKUPNO 10 BODOVA
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1. Neka je o unutarnji te o vanjski kut pravilnog mnogokuta. Znamo da je a + o’ = 180°. 1 BOD
Prema uvjetu zadatka je a: o/ =3 :2 pa je a = 3k i o’ = 2k. Stoga je 3k + 2k = 180°,
tj. bk = 180°, odakle je kK = 36°. Prema tome, a = 3k = 108°. 3 BODA
S druge strane, kako je zbroj unutarnjih kutova n—terokuta jednak (n — 2) - 180°,
—9).180°
slijedi da je a = u 1 BOD
n
Prema tome, vrijedi jednadzba
—2)-180°
u = 108°,
n
-2 108°
odakle je n = 1230 = g, tj. redom 5(n — 2) = 3n, 2n = 10, pa je n = 5. 3 BODA
y g . . . nn—3) 5-2
Konacno, broj dijagonala pravilnog peterokuta jednak je d = — =5 = D. 2 BODA
C UKUPNO 10 BODOVA
2. Kako je a + b =100, slijedi da je 8a + 3b = 3(a + b) + 5b = 3 - 100 + 5b = 300 + 5b. 5 BODOVA
Nadalje, prema uvjetu zadatka je 300 + 5b = 2009, odakle je 5b = 1709. 2 BODA
Ocito ne postoji cijeli broj b takav da je 50 = 1709, jer je lijeva strana posljednje jednakosti
djeljiva s 5, a desna nije. 3 BODA

NAPOMENA: Ucenik takoder moze rijesiti posljednju linearnu jednadzbu i zakljuéiti
da njeno rjesenje nije cijeli broj.
e e UKUPNO 10 BODOVA

3. U ovom zadatku koristimo Gaussovu dosjetku. Izra¢unajmo prvo nazivnik razlomka na lijevoj
strani jednadzbe. Imamo da je
1004 - 1005

2—|—4+6—|—-~-—|—2006—|—2008:2(1+2+3+---+1003+1004):2-f:1004~1005.

3 BODA
Izra¢unajmo sada brojnik razlomka na lijevoj strani, sluzeéi se prethodnim rezultatom. Naime, vrijedi

1+3+5+---+4 2007 + 2009 (I14+2+3+---42007 + 2008 +2009) — (2+4 + 6 + - - - + 2006 + 2008)

2009 - 201
= y — 1004 - 1005 = 2009 - 1005 — 1004 - 1005
= 1005 - (2009 — 1004) = 1005 - 1005.
3 BODA
Prema tome, zadana jednadzba je ekvivalentna jednadzbi
1005-1005 _ 1 . 1
1004 - 1005 =« = 2008’
odakle je
1 _ 1005 1~ 2010—1 _ 2009
x 1004 2008 2008 2008
3 BODA
L . . 2008
Dakle, rjesenje dane jednadzbe je x = 2009° 1 BOD

e e UKUPNO 10 BODOVA



4. Uvedimo oznake kao na slici:

1 BOD
Kako je trapez ABCD jednakokracan, slijedi da je |[BC| = [AD| i XxABC = ¥ DAB. Nadalje,
ocito je AB zajednicka stranica trokuta ABC i ABD, pa su oni sukladni prema poucku S — K — S. 2 BODA
Iz te sukladnosti slijedi da je XCAB = XABD, tj. XxSAB = XABS. Prema tome,
trokut ABS je jednakokracan pravokutan pa je £SAB = 45°. 2 BODA
Sada, neka je E'F visina trapeza ABCD koja sadrzi tocku S, te neka je vy = |ES| i ve = |SF].
Dakle, £ SAE = 45°, X AES = 90°, pa je trokut AES jednakokracan pravokutan,
Sto znaci da je |AE| = |ES|. Kako je ES visina jednakokraénog trokuta ABS, slijedi da je
|AE| = |EB| = g To znadi da je g = . 2 BODA
Analognojeg:vg,pajev:v1+v2:%+§:a;_c. 1 BOD
Zhog toga je povisina trapeza P(ABCD) = %€ .y — y .y — 28 . 98 — 784 mm”. 2 BODA

e UKUPNO 10 BODOVA

5. Na kuglicama su brojevi b < 10000. Prebrojat ¢emo jednoznamenkaste, dvoznamenkaste,
troznamenkaste, ¢etveroznamenkaste i peteroznamenkaste brojeve koji zadovoljavaju uvjete zadataka.

1. Ako je 1 < b <9, onda samo broj 5 zadovoljava uvjete, pa imamo 1 jednoznamenkasti broj. 1 BOD

2. Ako je 10 < b < 99 onda je b = x0 ili b = 25. Kako je x # 0 i buduéi da su znamenke brojeva razlicite,
brojeva prve vrste ima 9, a druge 8, pa imamo ukupno 17 dvoznamenkastih brojeva koji
zadovoljavaju uvjete zadatka. 2 BODA

3. Ako je 100 < b < 999 onda je b = x40 ili b = 2y5. Brojeva prve vrste ima 9 -8 = 72 zato jer znamenku
stotica mozemo odabrati na 9, a znamenku desetica na 8 nacina. Nadalje, brojeva druge vrste ima
8 -8 = 64 zato jer znamenku stotica mozemo odabrati na 8 nacina (sve osim 0 i 5), a znamenku desetica
opet na 8 nacina (sve osim 5 i odabrane znamenke stotica). Dakle, ukupno je 72 + 64 = 136
troznamenkastih brojeva. 2 BODA

4. Ako je 1000 < b <9999, onda je b = xyz0 ili b = xyz5. Slicnim zaklju¢ivanjem kao u prethodnom
slucaju zakljucujemo kako brojeva prve vrste ima 9 -8 -7 = 504, a druge 8 - 8 - 7 = 448 (opet prvo
biramo tisuéice, stotice pa desetice). Dakle, ¢etveroznamenkastih brojeva ima 504 + 448 = 952. 2 BODA

5. Ocito broj b = 10000 ne zadovoljava uvjete zadatka.

Prema tome, imamo 1 + 17 4+ 136 4+ 952 = 1106 povoljnih dogadaja. Konacno, kako je je broj moguéih
dogadaja 10000, slijedi da je trazena vjerojatnost

1106
=——=0.1106 = 11.06%.
P= 10000 %
3 BODA
NAPOMENA: Ukoliko je u¢enik to¢no rijesio zadatak, dobiva sve bodove bilo da vjerojatnost napise
u obliku razlomka, decimalnog broja ili postotka.
e e e e e UKUPNO 10 BODOVA
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1. Uoc¢imo kako u nazivnicima imamo redom kvadrat zbroja i kvadrat razlike. Zbog toga,
za =1 — /2 dobivamo:

1 1 1 1 1 1 1

2 +2r+1 222241 (x+1)2 (z—1)? (2_\/5)2_ (—/2)2 :6_4\/5_5'

5 BODOVA

Nadalje, racionalizacijom nazivnika u prvom razlomku lagano dobivamo trazenu vrijednost:

1 64+4v2 1 6+4v2 1  6+4V2 1_6+4f—2_4+4ﬁ_1+ﬁ

6-4v2 6+4v2 2 36— (44/2)2 2 36-32 2 4 4

1
6-4v2 2

5 BODOVA
PSPPI UKUPNO 10 BODOVA

2. Transformirajmo ponajprije zadanu jednadzbu 2 + y? + 22 — 22 + 4y — 62 + 14 = 0.
Primjenom formula za kvadrat zbroja i razlike imamo redom:

2Pt 204y —62+14 = 27 20+ 1149y +dy+4—4+22—62+9-9+14

(-1 +(y+2)?+(2z-3)2*-1-4-9+14
= (-1 +(y+2%*+ (2 -3)%

pa je dana jednadzba ekvivalentna jednadzbi (x — 1) + (y + 2)%2 + (z — 3)%2 = 0. 5 BODOVA
Kako je zbroj kvadrata triju brojeva jednak nuli, zaklju¢ujemo da su svi oni jednaki nuli.

Preciznije, t —1=0,y+2=0,2—3=0,0daklejex =1,y = -2, z=3. 3 BODA
Zbog toga jex +y+z=1—-2+3 =2. 2 BODA

e e e UKUPNO 10 BODOVA

3. Neka su a, b, ¢ redom broj smedih, bijelih i crnih plo¢ica u predvorju, te a1, b1, ¢; na terasi.
Nadalje, neka je d Sirina plocice u predvorju.

4
Tada je 2d duljina plocice u predvorju, d Sirina plocice na terasi i gd duljina plocice na terasi. 1 BOD
Takoder je b = 7¢, by = Tc1, a = 6b, a; = 6b;. 1 BOD
Ukupan broj ploc¢ica u predvorju jea+b+c=6b+b+c=7b+c=7-T7c+ c = 50c,
a povrsina jedne plo¢ice u predvorju je d - 2d = 2d?, pa vrijedi
(50¢) - (2d?) = 800 - 1500 cm?, odnosno c¢-d-d = 2°-3 53, 1 BOD
Kako je d € N, imamo sljedec¢u tablicu:

c | 12000 | 3000 | 750 | 480 | 120 | 30

d 1 2 4 5 10 | 20
S obzirom da je 80 < ¢ < 160, vrijedi ¢ = 120 cm, d = 10 cm. 2 BODA
Dalje je ¢; = %c =90, by = 7c; =630, a1 = 6b1 = 3780,
pa je ukupan broj plo¢ica na terasi a; + b1 + ¢1 = 4500. 2 BODA
Povrsina jedne plocice na terasi je d - %d = 80 cm?. 1 BOD
Konaéno, neka je ¢ duljina terase. Tada je t2 = 4500 - 80 = 360000, odakle je ¢t = 600 cm.
Dakle, duljina terase je ¢ = 600 cm, odnosno 6 m. 2 BODA

e UKUPNO 10 BODOVA



1 BOD
Neka je |AD| =, |DC| =ai|AB| = |BC| = z. Primjenom Pitagorinog poucka na trokute
ABC i ACD dobivamo:
a>+ v =|ACP? i 22% =|AC)?.

2 BODA
Izjednacavanjem tih dviju relacija dobivamo da je a? + b> = 22%. Nadalje, kako je a + b = 12,
kvadriranjem dobivamo da je a? + 2ab + b = 144, odakle je a? + b> = 144 — 2ab.
Zbog toga je 144 — 2ab = 222, odakle je ab+ 22 = 72. 3 BODA
S druge strane, povrsina cetverokuta ABCD jednaka je zbroju povrsina dvaju pravokutnih trokuta
ABC i ACD, pa je

2 2
P(ABCD) = P(ACD) + P(ABC) = %b LB _shtet

2 2

2 BODA

Konacno, iz dobivenih formula slijedi
b+ 22 2
P(ABCD) = 212 % — 36 cm?.

2 BODA
e UKUPNO 10 BODOVA
5.

H S F
(0]
E
1 BOD
Kako je trokut E'F'S pravokutan, prema obratu Talesovog poucka, tocka S se nalazi
na kruznici s promjerom EF. Analogno je tocka S na kruznici s promjerom HE. o 1 BOD
Neka je tocka O poloviste duzine EF'. Ocito, tocka O je srediste kruznice s promjerom EF
te je |OS| = |OE| = |OF)|. 1 BOD
Primjenom Pitagorinog poucka na trokut EF'S slijedi da je
|EF|? = |ES|> + |FS|?> = (V6)? + (3v/2)? = 6 + 18 = 24, odakle je |[EF| = 21/6. 1 BOD
Zbog toga je |0S| = |OE| = v/6. Kako je |ES| = /6, slijedi da je trokut OSFE jednakostranican,
pa je XEFOS = 60°. 1 BOD
1
Povrsina P; kruznog isjecka sa sredisnjim kutom ¥ EOS je P, = 6 (V6)?m =,
6)2-v3 3
a povrsina P, jednakostrani¢nog trokuta OSFE je Py = M = 5\/5 2 BODA
Zbog simetri¢nosti s obzirom na pravac p, za trazenu povrsinu P vrijedi P = 2(P; — P,).
3

Dakle, vrijedi P = 2 <7T — 2\/§> =27 — 3V3. 3 BODA

e e e UKUPNO 10 BODOVA



