ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja Skola — A kategorija
23. veljace 2009.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.

Za kupnju skolskog autobusa koji ¢e prevoziti djecu iz ¢etiri mjesta A, B, C, D potrebno
je 1050000 kn. Mjesta ¢e snositi dio troskova srazmjerno broju stanovnika. U mjestu D
je stanovnika koliko u mjestima A i C' zajedno, u mjestu A je 25% manje stanovnika nego
u B, a 20% vise nego u C. Odredi kolike ¢e iznose platiti pojedina mjesta.

Rjesenge.
Oznac¢imo broj stanovnika u mjestima A, B, C, D s a, b, ¢, d redom.

Prema uvjetima zadatka vrijedi:

d=a+c, a:§b, azgc, (4 boda)
4 5
pa mozemo te brojeve izraziti pomocu a:
b:%la, c:ga, d:a+ga:%a. (6 bodova)
Dakle 15 11
a:b:c:d=1 516:€:6:8:5:11.

(5 bodova)

U dobivenom omjeru treba podijeliti iznos od 1050000 kn. Oznac¢imo iznose koje treba
platiti pojedino mjesto s A, B, C, D.

Uvrstavanjem A = 6k, B =8k, C =5k, D =11k
uizraz A+ B+ C + D = 1050000 dobivamo:

6k + 8k -+ 5k + 11k = 1050000, (2 boda)

k = 35000. (1 bod)

Iznosi troskova za pojedina mjesta su:

A =210000kn, B =280000kn, C =175000kn, D = 385000 kn. (2 boda)



Zadatak A-1.2.

U jednakokra¢nom trapezu srednjica je duljine [, a dijagonale su medusobno okomite.
Odredi povrsinu trapeza.

Prvo rjesenje.

Oznacimo: |AB| =a, |CD| = ¢, |BD| = d, a visinu trapeza sa v.

Primijetimo da su u jednakokracnom trapezu dijagonale sukladne, pa je |AC| = |BD| = d.
Prema uvjetima zadatka vrijedi [ = a ;— ‘

Produzimo duzinu AB do tocke E tako da vrijedi |BE| = |DC|.
Tada je BEC'D paralelogram i vrijedi |CE| = |DB|, i CE | DB, pa je |CE| = d.

(5 bodova)
Trokut AEC je jednakokracan pravokutan trokut s katetama duljine d,
jerje |[AC|=|CE|=d i AC LCE (CE | BD,BD L AC). (5 bodova)
Zato je visina v jednaka polovini duljine hipotenuze pravokutnog trokuta ACE, tj.
1
v=—|AE| = CH_C:l. (5 bodova)
2 2
Konacno n
a+c
P(ABCD) = v=1-v=10. (5 bodova)



Drugo rjesenje.

Oznacimo: |AB| = a, |CD| = c. Neka je O sjeciste dijagonala i neka su P, @), R, S redom
polovista duzina AD, BC, BD, AC.

Tada je PQ srednjica trapeza ABCD, PS srednjica trokuta ACD,
a PR srednjica trokuta DAB,
pa je |PS| = g |PR| = g (3 boda)

a—c
2
Trokuti OSR i OCD su jednakokracni pravokutni trokuti,

Slijedi |SR| = |PR| — |PS| = (2 boda)

pa su njihove visine z, y iz vrha O (vidi sliku) jednake polovici odgovarajucée hipotenuze,

1 1
tj. x= 36 ¥Y=73 |SR]. (5 bodova)
.. .. — +
Zato je visina cijelog trapeza v = 2(z +y) = 2 (g 2 1 C) _ 5 S (5 bodova)
. . . a—+c 9
Konaé¢no, povrsina trapeza ABCD je P = o=1-1=1" (5 bodova)
Napomena: Povrsinu trapeza mozemo izraziti pomocu d, jer je to cCetverokut s

okomitim dijagonalama: P = %dQ. Tada je jos potrebno izraziti d preko [, jer je | zadana
velicina. Kao u prvom rjesenju, potreban nam je trokut ACFE iz kojeg po Pitagorinom
poucku slijedi d* + d? = (a + ¢)? = (21)? = d = I/2.



Zadatak A-1.3.

Dokazi da za sve z,y > 0 vrijedi nejednakost

9
sty y+ 1> Say.

2
Rjesenje.
Vrijedi 2% + 1 > 222 (1)
iy Yy > 2y (2)
pa zbrajanjem (1) i (2) dobivamo z* +¢% +y + 1 > 222 + 2>
iz cega je '+ 1P+ 22 +y+ 1> 322+ 22 (10 bodova)

Treba jos dokazati da vrijedi 322 + 2y > %xy.

Primjenom A-G nejednakosti dobivamo 322 + 2y > 2v/6zy, (5 bodova)
. : 81 9
pa buduéi da je 2v6 = /24 > T3 (3 boda)
o q A 3 2 9
vrijedi o' + ¢ + 22 +y +1 > 262y > 2%Y- (2 boda)

Napomena: Ukoliko ucenik dobije samo jednu od nejednakosti (1) i (2) dobiva 2 boda,
a ukoliko dobije obje nejednakosti ali ih ne zbroji, dobiva 8 bodova.

U zadatku smo vise puta primijenili nejednakost a? + b2 > 2ab koja vrijedi za a,b € R.

Zadatak A-1.4.

Ima li jednadzba 2% + y? — 82 = 14 cjelobrojnih rjeSenja? Ako ima, odredi ih. Ako nema,
dokazi.

Rjesenje.

Brojevi x i y moraju biti iste parnosti, jer bi inac¢e 22 + y? bilo neparno, pa bi na lijevoj
strani bio neparan broj, a na desnoj strani 14. (4 boda)
Ako su oba broja z i y parna, lijeva strana je djeljiva sa 4, a desna nije. (4 boda)

Neka su oba broja z i y neparna. Tada je x = 2m + 1, y = 2n + 1 za neke m,n, € Z.
Uvrstavanjem u danu jednadzbu slijedi:

2m+1)?+@2n+1)?% -8 = 14
AmP +4m+1+4n* +4n+1—-82z = 14
m(m+1)+nn+1)—2z = 3 (6 bodova)
Brojevi m(m + 1), n(n + 1) su parni (umnozak dva uzastopna prirodna broja), pa je na
lijevoj strani paran broj, a na desnoj neparan.

Stoga ova jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja, (6 bodova)
pa ni dana jednadzba nema rjesenja.



Zadatak A-1.5.

Marko je nacrtao pravokutnik dimenzija 20 x 15 i crtama ga podijelio na jedini¢ne
kvadrate. Koliko ukupno kvadrata ima na toj slici?

Prvo rjesenje.
Brojimo kvadrate ovisno o dimenziji, tj. duljini stranice:

kvadrata stranice duljine 1 ima 20-15
kvadrata stranice duljine 2 ima 19-14
kvadrata stranice duljine 3 ima 18-13

kvadrata stranice duljine 15 ima 6-1 (12 bodova*)

Ukupan broj kvadrata je:

S = 20-15+19- 1441813+ - +7-2+6-1 (3 boda)
= 300+ 266 + 234 + 204 4+ 176 + 150 + 126 + 104 +84 4+ 66+ 50+ 36 + 24 + 14 +6
1840. (5 bodova)

* Napomena. Ako je odreden broj kvadrata stranice duljine d samo za nekoliko vri-
jednosti broja d dati najvise 5 bodova, i to: 1 bod za d = 1, 2 boda za bilo koji drugi d,
a b bodova za najmanje tri razlicite vrijednosti od d.

Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjesenju ustanovimo da kvadrata stranice duljine d

ima (21 —d)(16 — d). (12 bodova)
Zato je ukupan broj kvadrata:

15

S = ) (21 —d)(16 —d)

= (3 boda)
15 15 15
= > (21-16-37d+d*) =15-21-16-37) d+ Y d’
d=1 d=1 d=1
15-(154+1) 15-(154+1)-(2-15+1
— 15.21.16—37. 2 (25+ ) 1505+ >6( 5+1)
(242 boda)
1 2
- 16~15-<21—§+%):240-§:1840. (1 bod)

Napomena. U predzadnjem retku dati uceniku 2 boda za toéno odreden zbroj Zil d,
i druga 2 boda za toc¢no odreden zbroj 2;5:1 d?.



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja $kola — A kategorija
23. veljace 2009.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Odredi, ako postoji, realni parametar k takav da je maksimalna vrijednost funkcije
filz) =(k—-8)z* —2(k -5z +k—9
jednaka minimalnoj vrijednosti funkcije

folx)=(k—4)2® -2k — Dz +k+ 7.

Rjesenje.
Da bi funkcija fi(z) imala maksimum, mora biti £ — 8 < 0, tj. k < 8, (2 boda)
a da bi funkcija fo(x) imala minimum, mora biti k —4 > 0, tj. k > 4. (2 boda)

Ak — 8)(k — 9) — 4(k — 5)?

Maksimalna vrijednost funkcije fi(x) je =9 : (2 boda)
AT — Tk
j. = . 2
tj I?gﬁ(fl(x) p— (2 boda)
4k —4)(k+7) —4(k — 1)?
Minimalna vrijednost funkcije fo(x) je ( )(4(4]; )4> ( ) : (2 boda)
. . 5k — 29
tj. I;léﬂglfg(l‘) =0 (2 boda)
Ekstremne vrijednosti tih funkcija se podudaraju pa vrijedi:
A7 —Tk 5k —29
P e (4 boda)
Sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu k% — 12k +35 =0
¢ija su rjesenja k=5, k=T1. (2 boda)
Oba broja zadovoljavaju uvjete (4 < k < 8), pa su to trazeni parametri. (2 boda)
Napomena: Ucenik koji ne postavi uvjet 4 < k < 8, ali na kraju provjeri da se

ekstremne vrijednosti funkcija podudaraju, treba dobiti sve bodove.
Za k=5, max fi(zr) = —4 =min fo(z); za k=7, max fi(z) =2 = min fo(z).



Zadatak A-2.2.

Odredi sve prirodne brojeve n za koje postoji prirodni broj x, takav da je

1 1 1
+ + -4 =1
Vr+vr+1l Vr+1l+vVa+2 Vi+n+vVr+n+1

Rjesenje.

Racionaliziranjem pojednostavnimo dane razlomke. Za k= 0,1,...,n vrijedi

1 B Vet+k—vVe+k+1
Vitk+vVe+k+l  (Votk+Ve+h+)WVo+k—Vo+k+1)

Ve+k—vVr+k+1
(x+k)—(r+k+1)

= Vo+k+1—Vr+Ek (5 bodova)

Tako dobivamo novu jednakost

Wr+1—vVo)+ Vz+2—Vz+1)+--+(Woz+n+1—Vr+n)=1,

.
Ve+n+1—yz=1, (5 bodova)

odnosno vV +n+1=/x + 1.

Nakon kvadriranja dobivamo z+n+1=x+ 1+ 2\/z,

odakle je n =2y/x, (5 bodova)
n2
d = —.
odnosno z = —

Broj x je prirodan broj ako i samo ako je n paran, tj. n = 2k, k € N. (5 bodova)



Zadatak A-2.3.

Ako je zbroj duljina dviju stranica raznostrani¢nog trokuta jednak dvostrukoj duljini trece
stranice, dokazi da je pravac kroz srediste upisane kruznice i teziste trokuta paralelan sa
stranicom koja je srednja po duljini.

Rjesenje.
Neka su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, i neka je a srednja po duljini. Tada vrijedi

2a =b+c.
Opseg trokuta jednak je 3a. (3 boda)

Neka je T' teziste trokuta, N noziste visine na stranicu duljine a, a K noziste okomice iz
tocke T' na stranicu duljine a. Oznacimo s v duljinu visine na tu stranicu, s r polumjer
upisane kruznice trokuta, a s P njegovu povrsinu.

A
Se
O~ ,
B N K P c
1
Tada, zbog slicnosti trokuta TKP i ANP, vrijedi |TK| = 3V (5 bodova)

1
Kako je P = W =TS8, gdje smo sa s oznacili poluopseg trokuta,

2P 2 2 . 34
slijedi v = 2 = 2% = Doy (8 bodova)
a a a

Stoga je |T'K| = r, $to upravo znaci da srediste upisane kruznice i teziste trokuta leze na
pravcu koji je paralelan sa stranicom duljine a. (4 boda)



Zadatak A-2.4.

Ako je zbroj kvadrata triju prostih brojeva a, b, ¢ prost broj, dokazi da je barem jedan
od brojeva a, b, ¢ jednak 3.

Prvo rjesenje.

Pretpostavimo suprotno, da postoje prosti brojevi a, b, ¢ razli¢iti od 3,
takvi da je a® + b + ¢? prost broj.

Tada svaki od njih pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 ili 2 (jer ne moze biti djeljiv s 3), tj.
moze se zapisati u obliku 3k + 1 ili 3k + 2 za neki k € Z. (3 boda)

Kvadrati takvih brojeva daju ostatak 1 pri dijeljenju s 3: (3 boda)

(B3k+1)> = 9K*+6k+1=3(3k*+2k) + 1,
(Bk+2)° = 9K+ 12k +4 =33k +4k+1)+1.

Znaci da svaki od brojeva a?, b?, ¢? daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3,
pa je njihov zbroj djeljiv s 3. (8 bodova)
Stoga njihov zbroj nije prost broj (jer je o¢ito veéi od 3). (4 boda)

Sada je jasno da je pretpostavka bila pogresna, pa zaklju¢ujemo da je barem jedan od
brojeva a, b, ¢ jednak 3. (2 boda)

Drugo rjesenje.

Ovo rjesenje temelji se na poznatoj ¢injenici da su svi prosti brojevi osim 2 i 3
oblika 6k + 1 ili 6k — 1 za neki k € Z. (3 boda)

Kvadrat takvog broja daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 6. (2 boda)

Slicno kao u prvom rjesenju, uz istu pretpostavku, zaklju¢ujemo da ne mogu svi brojevi
a, b, ¢ biti vedi od 3:

Kad bi brojevi a, b, ¢ svi bili razli¢iti od 2 i 3, tada bi a? + b* + ¢* davao ostatak 3 pri
dijeljenju sa 6, (6 bodova)

tj. taj broj bi bio djeljiv s 3 i o¢ito veéi od 3, pa ne bi mogao biti prost broj. (3 boda)

Preostaje eliminirati moguc¢nost da su jedan, dva ili sva tri od brojeva a, b, ¢ jednaki 2, a
nijedan jednak 3:

Kad bi sva tri bila jednaka 2, tada bi bilo a? + b? + ¢* = 12, $to nije prost broj. (1 bod)

Ako su dva medu njima jednaka 2, a tre¢i veéi od 3, onda zbroj njihovih kvadrata
a’®+b* +¢* daje ostatak 3 pri dijeljenju sa 6, a kako je veéi od 3, ne moze biti prost broj.

(2 boda)
Ako je jedan od njih jednak 2, a preostala dva veca od 3, tada je zbroj njihovih kvadrata
djeljiv sa 6, pa opet zakljuéujemo da a® + b + ¢? nije prost broj. (2 boda)
Dakle, jedan od ta tri broja mora biti jednak 3. (1 bod)

Napomena: Oba rjeSenja mogu se zapisati i pomoc¢u kongruencija.

9



Zadatak A-2.5.

Tri skakavca sjede u tri vrha kvadrata. Svake minute jedan od njih preskoci nekog od
preostala dva te se smjesti u tocku simetri¢nu onoj iz koje je skoc¢io u odnosu na skakavca
kojeg je preskocio. Moze li barem jedan od njih nakon konaé¢no mnogo takvih skokova
sti¢i u cetvrti vrh kvadrata?

Rjesenge.

Uvedimo koordinatni sustav takav da je ishodiste u ¢etvrtom (”praznom”) vrhu kvadrata,
a skakavci u tockama (0,1), (1,0) i (1,1). (3 boda)
Kretanjem opisanim u zadatku jedna ili obje koordinate skakavca

nakon skoka povecaju se ili smanje za 2, (7 bodova)
tako da svaki skakavac uvijek ima barem jednu neparnu koordinatu,

jer je tako bilo na pocetku. (7 bodova)
Stoga niti jedan od njih ne moze sti¢i u tocku (0, 0). (3 boda)
Napomena: Dati 5 bodova uceniku koji crtanjem i isprobavanjem zakljuci, ali ne

obrazlozi, da skakavci mogu sti¢i u sva polja s barem jednom neparnom koordinatom, ali
ne i u polja s obje neparne koordinate. Pritom naravno nije potrebno da ucenik spominje
koordinate.

10



ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja Skola — A kategorija
23. veljace 2009.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.

Nadi sva rjesenja jednadzbe
ctg (2 cos?(2mz)) = 0.

Prvo rjesenje.

Jednakost ctg (27 cos?(2mz)) = 0 je ispunjena ako i samo ako vrijedi

27 cos?(2mw) = g + k, za neki k € Z, (2 boda)
odnosno 1k
‘2rr) =~ + = Z.
cos®(2mx) 1Ty ke ()
Vrijednosti funkcije cos?(27z) su iz intervala [0, 1], pa k& moze biti samo 0 ili 1.
(2 boda)
: : . 9 1
Za k = 0 dobivamo jednadzbu cos®(27x) = 7
o . 1
pa vrijedi  cos(2mz) = 5 ili  cos(2mx) = —5
Rjesenja jednadzbe cos(2mz) = 1 su:
1 )
x6{6+m|mEZ}U{6+m|m€Z}, (242 boda)
a rjeSenja jednadzbe cos(27rz) = —3:
1 2
x€{§+m|m€Z}U{§+m|m€Z}, (242 boda)

Do sada nadena rjesenja se mogu zapisati i ovako:

1 m 1 m
4+ Z 0 7%
x€{6+2|m€ }U{3+2|m€ }

11



3
Za k =1 dobivamo jednadzbu cos?(2mx) = 7

V3o V3

pa vrijedi  cos(2mz) = > ili  cos(2mz) = -5
Rjesenje jednadzbe cos(2mx) = ‘/73 su:
1 11
TES—4+m|mEZyUSs—+m | mely, (242 boda)
12 12
a rjesenja jednadzbe cos(2mz) = —‘/75 :
5 7
T € E+m|mEZ U E+m|m€Z : (242 boda)

Ta rjesenja se mogu zapisati i ovako:
1 m 5 m
— + = Z —+ = 7y .
x€{12+2|m€ }U{12+2|m€ }

Skup svih rjeSenja dane jednadzbe mozemo zapisati jos jednostavnije:

Drugo rjesenge.

Jednakost ctg (27 cos?(2mx)) = 0 je ispunjena ako i samo ako vrijedi

21 cos?(27mx) = g + k, za neki k € Z, (2 boda)
odnosno 1k
cos?(2mx) = — + =, ke Z. (%)
4 2
1
Jednadzba (*) ekvivalentna je s cos(4drx) =k — 3"
Vrijednosti funkcije cos(4rz) su iz intervala [—1, 1], pa k moze biti samo 0 ili 1.
(2 boda)
1
Za k = 0 dobivamo jednadzbu cos(4mz) = —5 koja ima rjeSenja:
cdlim ezl ™ e (4+4 boda)
x sty Im st Im : oda
: : y Lo o
Za k =1 dobivamo jednadzbu cos(4mz) = 3 koja ima rjeSenja:
el limnezlul2 i ™ ez (4+4 boda)
Tl " iz 2 TR ?

12



Zadatak A-3.2.

Neka su a, b i ¢ stranice trokuta te «, i v njima nasuprotni kutovi, redom. Dokazi da
vrijedi

1 1 1 1
(sina +sin 3 +sin7y) - (ctga +ctgB+ctgy) = =(a* + b+ ) - [ =+ —+— ).
2 ab  ac  bc
Rjesenje.
Transformirajmo lijevu stranu jednakosti koriste¢i formulu za povrsinu P trokuta

2P 2P 2P

sina+sinf +siny = — — (8 bodova)
bc ac  ab
i poucak o kosinusima:
b2 4+ 2 — g2
_ cosa b P+ —ad?
ctgo = o 2P = 1P ; (6 bodova)
be
analogno
a’+c? —b? a’ +b? — ¢?
tgf=—— ctgy=—0 —.
ctg P 8 1P
Stoga je
2 242
ctga+ctgf+ctgy = u. (4 boda)
4P
Nakon mnozenja prve i zadnje jednakosti te skrac¢ivanja sa 2P dobivamo jednakost koju
je trebalo dokazati. (2 boda)

Zadatak A-3.3.

U sferu S polumjera R upisan je prsten sastavljen od osam jednakih sfera manjeg polu-
mjera, od kojih svaka dodiruje dvije susjedne, a sve dodiruju sferu S uzduz iste kruznice
polumjera R. Sfera S; dodiruje svih osam manjih sfera i sferu S. Odredi polumjer sfere
S1 u ovisnosti o R. Konacno rjesenje zapisi ne koristeci trigonometrijske funkcije.

Rjesenje.
Oznacimo sa r polumjer svake od osam malih sfera, a s p trazeni polumjer sfere S;. Velika
sfera S ima polumjer R.

Promatrajmo presjek sfere S i danih osam sfera ravninom koja sadrzi njihova diralista sa
sferom S. Zelimo odrediti polumjer svake od osam malih sfera.

Promatrajudi trokut AOB (vidi sliku) zaklju¢ujemo: N sing (5 bodova)
—r
pa dobivamo
sin %
r=R.-—3_. (2 boda)
I +sing

13



Promatrajmo sada presjek ravninom koja prolazi kroz srediste O sfere .S, srediste O; sfere

S1 i srediste jedne od malih sfera.

Iz trokuta AOO; (vidi sliku) imamo
(40 = (R=7)

R—r
R+7r
Koristeéi dobiveni izraz za r dobivamo

Odavde je p=R

+(R—-p)*

1— o
p=R o
1+ 1+sirfg Sy
Na kraju jos izracunajmo sin :
.o 1 —cos? 2 -2
sin — = .
8 2 2

Konac¢no je p=

1+v/2-v2

14

(5 bodova)

(2 boda)

(2 boda)

(2 boda)

(2 boda)



Zadatak A-3.4.
Akosu 1=dy <dy <...<d, =n svidjelitelji prirodnog broja n > 1, dokazi da vrijedi

d1+d2+...+dk>k\/ﬁ.

Prvo rjesenje.
Neka je S =dy +do + ... + dg.
Ako je d djeljitelj broja n, onda je i g djelitelj broja n, pa je dgi1_; = dﬁ’ (5 bodova)

i

Zbog nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine dobivamo

k

28 = Z(di_'—dlﬁl’lfi)

i=1

k
> 2k 3| [](di - disrs) (5 bodova)
i=1

— 2k Vnk = 2ky/n . (5 bodova)

te stoga vrijedi S > kv/n.
Vrijedi stroga nejednakost S > k+/n, jer zbog n > 1 nisu svi djeljitelji d; medusobno
jednaki. (5 bodova)

Napomena: Rjeéenje je moguée dovrsiti i primjenom A-G nejednakosti na parove

djelitelja: 25 = Zd—l— >221/ —QZ\/H—%\/_ pa je S > kv/n.

Drugo rjesenje.
Istu ideju rjesavanja mozemo provesti i bez promatranja dvostrukog zbroja 25, ali tada

moramo posebno razmatrati slucajeve kada je k paran i kada je k neparan.

Zapocinjemo kao i u prethodnom rjesenju. Neka je S =d; +do + ...+ dp.

Ako je d djeljitelj broja n, onda je i g djelitelj broja n, pa je dyy1; = dﬁ (5 bodova)

i

Za paran broj djeljitelja k£ imamo

k/2 k/2
S = (di+dis1—i) 2 kx| [[(di - diri) = kVnb2 = ky/n . (5 bodova)

i=1 =1

Vrijedi stroga nejednakost S > ky/n, jer zbog n > 1 nisu svi djeljitelji d; medusobno
jednaki. (5 bodova)
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Razmotrimo slucaj kada je broj djeljitelja k£ neparan.

Broj djeljitelja je neparan ako i samo ako je n potpun kvadrat, a to znaci da je jedan od
njegovih djelitelja d% = \/n, a ostali se djelitelji mogu podijeliti u parove d;, dj1_;,

izl,...,% takve da je d; - dii1_; = n.

Sada, za neparan k, vrijedi

k-1

2

S = Vn+ Z(dz + djr1-4)

i=1

k-1

> Vi (=) T denro

=1

= Vn+ (k-1 V' = kn (5 bodova)

Iz istih razloga kao i za paran k vrijedi stroga nejednakost.

Napomena: 1 ovo je rjesenje je mogucée dovrsiti i primjenom A-G nejednakosti na
parove djelitelja, kako je opisano u napomeni uz prvo rjesenje.

Trecée rjesenge.

Neka je n = pi* - ... pj.

Tada je broj djeljitelja broja n jednak k= (14 ;) ... (1 + ay),
a zbroj svih djeljitelja broja n

di+dy4 . Ady=0+pr+...+pM) - (L+pi+ ... +p). (3 boda)

Dakle, treba dokazati
(T4pr+. 4+ (A +pit 40> A +o) - (T4 a) -/ p™
(*)

Primjenom A-G nejednakosti dobivamo

TP E R e (5 bodova)

a+1

odnosno
1+p+...+pa2(a+1)a+\l/p%:(oz—i-l)\/pa. (4 boda)

Zbog p > 1 vrijedi i stroga nejednakost

L+p+...4+p*> 1+ a)Vp* . (5 bodova)
Primijenimo gornju nejednakost uvrstavajuc¢i redom py,..., p; na mjesto p i pomnozimo
sve te nejednakosti. Time dobivamo (*). (3 boda)
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Zadatak A-3.5.

Kvadratna tablica 2009 x 2009 popunjena je brojevima 1, 2, 3,..., 2009 tako da se u
svakom retku i svakom stupcu pojavljuje svaki od tih brojeva. Ako je tablica simetri¢na
u odnosu na jednu dijagonalu, onda se i na toj dijagonali pojavljuju svi brojevi 1, 2, 3,.. .,
2009. Dokazi!

Rjesenge.
Uocimo da se, zbog uvjeta zadatka, svaki od brojeva 1, 2,..., 2009 pojavljuje u tablici
tocno 2009 puta. (2 boda)

Zbog simetricnosti, svaki broj se pojavljuje jednako mnogo puta ispod i iznad uocene
dijagonale, pa je broj pojavljivanja pojedinog broja izvan te dijagonale paran.
(10 bodova)

Stoga se svaki broj mora na promatranoj dijagonali pojaviti neparni broj puta. (3 boda)

Zakljucujemo da se svaki broj mora pojaviti na toj dijagonali bar jednom, (3 boda)
a kako je brojeva jednako koliko i mjesta na dijagonali, svaki se od brojeva 1, 2,..., 2009
na njoj pojavljuje toéno jednom. (2 boda)
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ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A kategorija
23. veljace 2009.

UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.

Dan je niz (ay,),
a; =1, an = 3a,_1+ 2" zan > 2.

Izrazi opéi ¢lan niza a, pomocu n.

Prvo rjesenje.

Vrijedi
a, = 1
Ao = 3(11 + 2
as = 3&2 + 22
-1 = 3Bap_2+ 22
an = 3@p_1+ 2" (2 boda)
Pomnozimo prvu jednakost s 37!, drugu s 3772, treéu s 3"73,..., predzadnju s 3,
3n71a1 — 3n71
3" %4y = 3" lag+2-3"7
3n—3a3 — 3n—2a2 4 22 . 377,—3

3a,.1 = 3%a,.o+2"2%.3

an, = 3ap,_1+2"!

te ih sve zbrojimo. Dobivamo:

ap, = 3"'42.372 42238 o] (10 bodova)
= 3ty 2 34 2 2 3+ 2 " 3n-t
B 3 3 3
1—(2)"
= 3"t —(32) =3" 2" (8 bodova)
1—3

Dakle, a,, = 3" — 2™.
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Drugo rjesenje.
Zadatak se moze rijesiti i matematickom indukcijom, ukoliko se formula za opci ¢lan uspije

naslutiti.

[zracunajmo nekoliko prvih ¢lanova niza:

ap = 1

Qs 3a1+2=3-142=5
as = 3a,+2*°=3-54+4=19
ay = 3a3+2°=3-194+8=65

Uotimodaje a1 =3—-2, ay=9-—4, a3=27-—8, ay=381—-16.

Stoga naslu¢ujemo da vrijedi a, = 3" — 2" za sven € N. (5 bodova)
To ¢emo dokazati matematickom indukcijom.

Baza indukcije vrijedi.
Pretpostavimo da je za neki prirodan broj k, a;, = 3% — 2.
Tada je

ary1 = (prema danoj rekurziji) = 3 - aj, + 2"
= (prema pretpostavci) = 3 - (3F — 2%) + 2%
— 33k_32k+2k:3k)+1_2k+1
Dakle, ako je a; = 3*¥ — 2%, onda je apy; = 38T — 2k
Sada prema principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da za sve n € N vrijedi

a, = 3" — 2", $to smo i htjeli pokazati. (15 bodova)
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Zadatak A-4.2.

Tocka P je poloviste tetive parabole P u ¢ijim su krajevima povucene tangente na tu
parabolu. Neka je T sjeciste tih tangenata. Dokazi da poloviste duzine PT' lezi na

paraboli.

Prvo rjesenje.

Neka parabola ima jednadzbu y? = 2pz, i neka je promatrana tetiva AB.

Tangente parabole u tockama A(z1,y1) i B(x2,ys) imaju jednadzbe

yzﬁx%—]ﬂ, y:ﬁx—l—@. (2 boda)
n 1 Y2 Y2
Koordinate tocke T" dobit ¢emo rjesavajuci taj sustav dviju jednadzbi.
I (p p ) _ (xz 131)
z ——=—Jz=p|——-—
Y1 Y2 Y2 N
dobivamo apscisu  x = 1201~ T (3 boda)
Y2—U
Toyp — x
Pripadna ordinata je y = Lt B + u,
Y1 Y2—n Y1
odnosno  y = ]M (3 boda)
Y2 —Uh
1,2 1,2
Nadalje, buduéi da je yf =2px; i y32 = 2pwy, vrijedi y = 2% ~ 3% _ W ;yQ
Y2—U
pa imamo T (ZBle — xlyz, nt y2>' (3 boda)
Y2 = 2
Poloviste tetive AB je P <x1 o2 it yQ). (1 bod)

2 72
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Ra¢unamo koordinate polovista M (x,,, ¥, ) duzine PT:

Toly1 — T1Y2 " T+ o

Y2 — Y1 2
Tom 5
ToY1 — T1Y2 + TolYo — 11 _ (z2 — 1) (Y1 + 42)
4(y2 — y1) 4(y2 — y1)
. . Y1+ Y2
Odmah se vidi da je y,, = B (4 boda)

Konaé¢éno imamo:

(2pzo — 2px1) (Y1 + Y2)

2pxy,

4(y2 — y1)
@é—ﬁﬂm+m):(w+wﬁ2:yz
4(y2 — v1) 2 "
sto znaci da tocka M (x,,, y,) lezi na paraboli. (4 boda)

Drugo rjesenje.
Neka je T'(xg,yo). Ostale oznake kao u prvom rjesenju.
T1+ T2 Y1+ Y2

2 72 .
Polara yyo = p(x + x¢) tocke T' (u odnosu na promatranu parabolu) je pravac AB, pa
koordinate (x1,y1), (x2,y2) tocaka A, B, zadovoljavaju sustav

Koordinate polovista P tetive AB su < (1 bod)

yyo = p(z + o)
{ 2 = 2 (2 boda)
.. . 2 YYo : 2 _
te stoga i jednadzbu y* = 2p (— — xo), tj. y® = 2yyo — 2pxo. (1 bod)
p
To je kvadratna jednadzba po y, pa vrijedi y; + yo = 2. (2 boda)
Zakljucujemo da je ordinata tocke P jednaka yg, dakle ordinati tocke T'. (3 boda)
2
Apscisa tocke P dobije se iz uvjeta da P lezi na polari, z, = o _ Ty = %o _ X,
(3 boda)
. Yo
Fﬁﬁ«P<——$m%)
p
2
Poloviste duzine PT je tocka M (xo —g Ip, o —; yp>, tj. M (g—o, yo). (4 boda)
p
2
Sada nije tesko provjeriti da ona lezi na paraboli, jer 2-p- g_o =18 (4 boda)

(Alternativn(inoie se odrediti sjeciste pravca PT' s parabolom i provjeriti da je ta tocka
poloviste od PT'.)
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Zadatak A-4.3.

Na koliko nacina mozemo upisati brojeve 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 u kruzi¢e na slici tako
da svaka strelica pokazuje od veceg broja prema manjem 7

RjesSenje.
Broj u gornjem kruzi¢u oc¢ito mora biti 10. (1 bod)

Oznac¢imo preostale kruzice, odnosno brojeve u njima, s aq, as, as, as, as, ag, by, b, b3
kao na slici.

Preostalih 9 brojeva mozemo podijeliti u skupove {ay, as, as, ay, as, ag} i {b1,ba, b}

9

na (3) = 84 nacina. (4 boda)
Unutar odabranog skupa {by, by, b3}, by mora biti najvedi, (1 bod)
dok by 1 b3 mozemo odabrati na 2 nacina. (1 bod)
Unutar skupa {ay, as, as, aq, as,as}, a; mora biti najvedi, (1 bod)
a iz skupa {ag, as, aq, as, ag} mozemo odabrati {as,as} na ( ) = 10 nacina. (3 boda)
Mora biti as > ay, (1 bod)
a od preostalih brojeva {as, as, ag} najveéi je as. (1 bod)
Konacno, a5 i ag mozemo odabrati na 2 nacina. (1 bod)
Ukupan broj nacina je umnozak (4 boda)

)

84-2-10-2 = 3360. (2 boda
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Zadatak A-4.4.
Neka je a prirodni broj vec¢i od 1. Dokazi da je broj

n(2n+1)3n+1)...(an+ 1)

djeljiv sa svim prostim brojevima manjim od a, za svaki prirodan broj n.

Rjesenge.
Neka je p < a prost broj. Ako je n djeljiv s p, tvrdnja vrijedi. (2 boda)

Neka n nije djeljiv s p. Tada brojevi 2n+1,3n+1,..., (p+1)n+1 daju razlicite ostatke
T1, T, .., rp (redom) pri dijeljenju s p. (5 bodova)

Zaista, kada bi bilo r; = rj za i,i € {1,2,...,p}, i # j, onda bi broj
(i+n+1)—(J+Dn+1)=(>Gi—7j)n

bio djeljiv sa p. Kako p ne dijeli n, broj ¢ — j morao bi biti djeljiv s p, Sto je nemoguce

jerje 1 <|i—j| <p. (8 bodova)

Kako imamo p razlicitih ostataka, jedan od njih je jednak nuli, a odgovarajuéi faktor
promatranog produkta djeljiv s p. (5 bodova)

Zadatak A-4.5.

Prvih 2010 prirodnih brojeva napisano je u nizu bilo kojim redom, a zatim je svakom od
njih pribrojen njegov redni broj u tom nizu. Dokazi da medu tako dobivenim zbrojevima
postoje dva ¢ija je razlika djeljiva s 2010.

Rjesenge.
Pretpostavimo da dobiveni zbrojevi sy, So,. .., s2010 pri dijeljenju s 2010 svi daju razlicite
ostatke 71, To,..., ra010. Ti su ostaci brojevi 0, 1, 2,..., 2009 (u nekom poretku) pa je
zbroj svih ostataka jednak
2010 - 2009
R:0+1+2+...+2009:T:1005-2009. (5 bodova)
Zbroj promatranih zbrojeva je
2010 - 2011
5281+82+...+82010:2'T:2010'2011. (5 bodova)

Naravno, razlika svakog od brojeva si i njegovog ostatka pri dijeljenju s 2010, 7, je djeljiva
s 2010, pa bi i zbroj tih razlika

2010 2010 2010

Z(Sk—Tk) Zzsk—Zrsz—R

k=1 k=1 k=1
trebao biti djeljiv s 2010. (5 bodova)
No, razlika S—R = 2010-2011—1005-2009 nije djeljiva s 2010, pa smo dobili kontradikciju.
Pretpostavka da su svi ostaci ry, 79,..., 79010 razliCiti je pogresna, dakle postoje dva
jednaka ostatka r;, r;, odnosno dva zbroja s; i s; €ija je razlika djeljiva s 2010.

(5 bodova)
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