DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
7. razred — rjeSenja
Pula, 30. ozujka 2009.

1. Neka su duljine stranica trokuta a, b i ¢, te duljine odgovarajuéih visina v, vp i ve.

Kako je vy : vp : v, =3 : 4 : 5, slijedi da je v, = 3k, vy, = 4k, v, = 5k, k € Q.

Kako je povrsina trokuta jednaka polovini umnoska duljine stranice i duljine odgovarajuce visine,
imamo da je

2P 2P 2P
T T a7 sk
. § . N . 1 1 1
pri c¢emu P oznacava povrSinu trokuta. Zbog toga vrijedi razmjer a: b:c = 3 ok 3
20 15 12
Svodenjem na zajednicki nazivnik imamo da je a: b:c = 50 : 50 : 50’ odnosnoa:b:c=20:15:12.
12 3
Stoga je a = 201, b = 151, ¢ = 121, | € Q. O¢ito je a najdulja stranica, pa je 20l = 12, odakle je | = 20" &
3 141
Konacno, opseg trokuta je o = a + b+ ¢ = 200 + 150 + 12] = 47] = 47 - = = 28.2 cm.
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2. Neka prva tvornica proizvodi dnevno x automobila, a druga y automobila. Prema uvjetu zadatka
moraju vrijediti sljedeée tri nejednakosti:

r+y<18, y<2z z+2<y-—2

Zbrojimo li prvu i tre¢u nejednakost dobivamo da je x +y + = + 2 < 18 + y — 2, odakle je 2x < 14, tj. = < 7.

Druga i tre¢a nejednakost daju x 4+ 4 < y < 2z, odakle je x + 4 < 2z, pa je x > 4. Stoga je x =5 ili x = 6.

Ako je x = 5, iz druge i treée nejednakosti dobivamo da istovremeno mora biti y < 10 i y > 9, §to nije moguce.
Dakle, mora biti x = 6, odakle opet iz druge i tre¢e nejednakosti dobivamo da je y < 12 i y > 10, pa je y = 11.
Neposrednom provjerom uocavamo kako x = 6 i y = 11 zadovoljavaju uvjete zadatka.
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3. Neka je abc troznamenkasti broj koji zadovoljava uvjete zadatka.
abc abc abe

Tada je a # b # ¢ i razlomci —, —, — su cijeli brojevi.
o ab’ bc  ac
b b0
1° Kako je we_a 7—1— €_ 10 + é, slijedi da je £ cijeli broj, a to je moguée samo ako je ¢ = 0.
ab ab ab ab

ab0 ab 1
2° Sada imamo dajeajboza—b: Oa+b

b
= 10 + —, pa b mora biti visekratnik od a.
a

a a a
Kako je a # b, slijedi da znamenka a moze poprimiti vrijednosti iz skupa {1,2,3,4}.
abO_%_lOa-l—b_ 10a

3° Nadalje, w0 5 1+ 5 pa b mora biti djelitelj od 10a.

Konaéno, kombiniranjem uvjeta 2° i 3° dobivamo pet rjeSenja: 120, 150, 240, 360, 480.
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4. ANALIZA

C : A

Srediste S upisane kruznice je presjek simetrale s kuta v i pravca p usporednog s AC i ‘udaljenog
od AC za gp. Vrh B je presjek tangente iz tocke A na upisanu kruznicu k i okomice na AC' u tocki C.



KONSTRUKCIJA

1° Konstruirati pravi kut v s vchom C' i krakovima m i [.

2° Konstruirati simetralu s kuta ~.

3° Konstruirati duzinu AC, pri éemu je tocka A sjeciste kraka m i kruznice ki (C,b).

4° Konstruirati pravac p usporedan s AC i udaljen od AC za p. Sjeciste pravaca s i p je
srediSte S trokutu upisane kruznice.

5° Konstruirati upisanu kruznicu k(S, p).

6° Konstruirati kruznicu ks nad promjerom SA. Neka je T sjeciste kruznica k i kg, koje ne pripada kraku m.
Kako je £ AT'S obodni kut nad promjerom kruznice kg, to je £ AT'S = 90°, pa je pravac t = AT tangenta
kruznice k. Sjeciste tangente ¢ i kraka [ odreduje vrh B trokuta ABC.

RASPRAVA
Zadatak ima jedinstveno rjesenje.
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5. Neka je D poloviste hipotenuze@, neka je P noziste visine iz vrha C te neka je E sjeciste
simetrale hipotenuze sa stranicom BC'.

C
E
A P D B
: .. . . . . o |AB| ... ...
Kako je povrsina trokuta DBE tri puta manja od povrsine trokuta ABC' i bududi je |DB| = 5 slijedi jednakost
1 |AB 11
,.u.|ED| — - .Z|AB|-|CP|,
2 2 3 2
odakle dobivamo razmjer
cP| 3
|ED|  2°

Nadalje, iz sli¢nosti trokuta DBE i PBC dobivamo da je
|BP| |CP| 3

\BD| ~ |ED| 2
3 |AB

Zbog toga je |BP| = g|BD\ =5 "5 = %|AB|, paje |AP|=|AB|— |BP| = 3|AB\. Stoga je i |PD| = i|AB|.
Prema tome, tocka P je poloviste duzine AD, pa je trokut ADC' jednakokracan, tj. |[AC| = |DC|.

No, tocka D je srediste opisane kruznice pravokutnog trokuta ABC, pa je |AD| = |DC]|.

Dakle, trokut ADC je jednakostranic¢an, pa je xCAB = 60°.

Konagno, kako je zbroj kutova u trokutu jednak 180°, lagano dobivamo da je X ABC = 30°.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
8. razred — rjeSenja
Pula, 30. ozujka 2009.

1. Kvadriranjem zadane jednakosti dobivamo da je

r+y+2y/ry=zy+z+y,

odakle je 2,/Ty = xy, odnosno, nakon ponovnog kvadriranja, 4zy = x2y?. Odatle je
2?y? — day = xy(zy —4) = 0.

Sada, kako su z i y prirodni brojevi, slijedi da je zy —4 = 0, tj. xy = 4. Konac¢no, kakosuz iy

prirodni brojevi ¢iji je umnozak jednak 4, dobivamo tri uredena para koji zadovoljavaju uvjete

zadatka: (1,4), (2,2), (4,1).
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2. Neka su a i b neparni brojevi. Tada ih mozemo prikazati u obliku a =2m +11b=2n+1,
pri ¢emu su m i n cijeli brojevi. Sada je

a> = =02m+1)2 - 2n+1)? = dm? +4m + 1) — (4n* +4n + 1) = 4(m?® + m — n? —n),

odakle odmabh slijedi da je razlika kvadrata djeljiva s 4.

Preostaje jos dokazati da je broj m? +m — n? — n paran, tj. djeljiv s 2. Naime, taj broj

mozemo zapisati u obliku m? +m —n? —n =m(m+ 1) —n(n + 1).

Sada, brojevi m(m + 1) i n(n + 1) su umnosci dvaju uzastopnih cijelih brojeva, pa su oni parni.

Stoga je i njihova razlika paran broj, odakle slijedi da je broj m? + m — n? — n djeljiv s 2.

Dakle, razlika kvadrata dvaju neparnih brojeva je djeljiva s 4 - 2 = 8, Sto je i trebalo dokazati.
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3. Pogledajmo prvo koliko ima Sesteroznamenkastih brojeva koji poc¢inju s izabranom znamenkom
a€{1,2,3,4,56}:

Njih ima 5-4-3-2-1 = 120, zato jer za svaku idu¢u znamenku imamo jednu moguénost manje.
Kako je 4120 =480 < 5001 5 - 120 = 600 > 500, slijedi da je a = 5, pa trazeni broj poc¢inje znamenkom 5.
Promatramo sada brojeve

pri ¢emu je b € {1,2,3,4,6} izabrana znamenka. Takvih brojeva ima 4-3-2-1 = 24.
Sada, kako je 480 + 24 = 504 > 500, mora biti b = 1.
Postupak nastavljamo dalje. Promatramo brojeve

pri éemu je ¢ € {2,3,4,6} izabrana znamenka. Takvih brojeva ima 3-2-1 = 6.
Kako je 480 + 3 -6 = 498 < 500 i 480 + 4 - 6 = 504 > 500, slijedi da je ¢ = 6.
Nadalje, promatramo brojeve

pri ¢emu je d € {2,3,4}. Za izabranu znamenku d, tih brojeva ima 2 -1 = 2.

Konaéno, kako je 480 + 3 - 6 + 2 = 500, mora biti d = 2. Stovise, kako je 480 + 3 - 6 4+ 2 = 500,

trazeni broj mora biti najveéi broj oblika 5162ef iz promatranog skupa brojeva, pa je e =4, f = 3.

Dakle, na petstotom mjestu se nalazi broj 516243.
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4. Prvi nac¢in: Uvedimo oznake |[AB| = ¢, |BC| = a, |[CA| =b, XCAB = o, XABC = (3, XBCA = ~.
Prema uvjetu zadatka je 8 = 90° + «, pa je zadani trokut tupokutan.
Neka je H noziste visine iz vrha C, te neka je |CH| =v i |BH| = z.

Pokazimo sada da su pravokutni trokuti AHC' i BHC sli¢ni. Naime, o¢ito je

¥£CBH = 180° — (90° + a) = 90° — «, odakle je XHCB = 90° — (90° — ) = o = XCAH.

Dakle, pravokutni trokuti AHC i BHC imaju jednak §iljasti kut. Stoga im je jednak i drugi Siljasti kut,
© qes . . . co 1 . a . av

pa su oni sliéni. Iz dokazane sli¢nosti, uz istaknute oznake, vrijedi razmjer S= odakle je z = 3

S druge strane, primjenom Pitagorinog poucka na trokut BHC slijedi jednakost 2% 4+ v? = a?.

Uvrstimo li u tu jednakost dobiveni izraz za z, imamo da je

2,2 2.2 4 72,2
a‘v ) av® + b*v
b2 + U2 = CL2, t_] 7[)2 = a2’
odakle je
9 a’b? . ab
V==, tj. V= ——.
a? + b2 a? + b?
Konacno, kako je a = 6 cm, b = 8 cm, imamo da je

. 4 4 4
6-8 8 8 —8:4.8 cm.

v = = = =
V62 +82  /36+64 100 10

Drugi nacin: U ovom rjesenju koristimo iste oznake kao i u prvom rjesenju.
Neka je A’ centralno simetri¢na slika tocke A u odnosu na tocku H.

A

Tada je trokut AA’C' jednakokracan pa je |A’'C| =bi XBA'C = «.
Uocimo da je trokut BA'C' pravokutan zato jer je ¥ A'CB = 180° — (90° — a + a) = 90°.
Dakle, visina CH trokuta ABC podudara se s visinom pravokutnog trokuta BA'C'. Izrazimo li
povrsinu pravokutnog trokuta BA'C na dva nacina, dobivamo jednakost

ab _ |BA'|v

2 2

Sada, prema Pitagorinom poucku je |[BA’| = va? 4 b2, pa uvrstavanjem u prethodnu jednakost

dobivamo da je
ab

Va2 + b2’
odakle kao i u prvom rjesenju dobivamo da je v = 4.8 cm.
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5. Neka je duljina stranice trokuta ABC jednaka a.

Kako je povrsina trokuta ABC' jednaka zbroju povrsina trokuta AMC i M BC, slijedi da je

a2\/§_a-|MP\+a~\MQ|
4 2 2

odakle je
2P|+ MQ = 22,

Pravokutni trokut P, M P ima §iljaste kutove od 30° i 60°, pa je on polovina jednakostrani¢nog trokuta.

Zbog toga je Py M visina jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom PM, pa je

PM\V3
| = PMIVE)

Sliéno, pravokutni trokut M Q1@ je polovina jednakostrani¢nog trokuta, pa je

MQ[V3
IMQ,| = %
Stoga, zbog jednakosti (1) vrijedi
PM|V3  |MQ|V3
PLQi| = |PIM|+|MQ| = | 2| n Cg\
V3 av3 V3 3a 3
- (|PM\+|MQ|)7_T.T_Z_ZMBL
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