Ministarstvo znanosti, obrazovanja i Sporta Republike Hrvatske
Agencija za odgoj i obrazovanje

Hrvatsko matemati¢ko drustvo

DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — A kategorija

30. oZujka 2009.

1. Odredi sve trojke uzastopnih neparnih prirodnih brojeva ¢iji je zbroj kvadrata jednak
nekom cetveroznamenkastom broju kojem su sve znamenke jednake.

2. Zadan je konveksan cetverokut ABC'D koji nije paralelogram. Neka pravac koji prolazi
kroz polovista dijagonala cetverokuta sijece stranice AB i C'D redom u tockama M i
N. Dokazi da trokuti ABN i C'DM imaju jednake povrsine.

3. Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi, takvi da je xyz = 1. Dokazi da vrijedi

2 4y N y? + 28 Pt
2tay+y? P2 tyz+22 24ze+a? T

4. Dan je pravilni deveterokut sa stranicom duljine a. Kolika je razlika duljina njegove
najdulje i najkrace dijagonale?

5.  Dvaigraca, Ai B igrajusljedecuigru: Ai B zapisuju naizmjeni¢no po jednu znamenku
sve dok ne napisu Sesteroznamenkasti broj, pri ¢emu se niti jedna znamenka ne smije
ponoviti. Prva znamenka mora biti razlicita od 0. Igra¢ A igra prvi, a znamenke se
pisu redom s lijeva na desno. Igra¢ A pobjeduje ako je napisani Sesteroznamenkasti
broj djeljiv s 2, 3 ili 5, a u suprotnom pobjeduje igra¢ B. Dokazi da igra¢ A ima
strategiju za pobjedu, tj. moze pobijediti neovisno o igri igraca B.
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2. razred — srednja $kola — A kategorija

30. ozujka 2009.

1. Neka su a ib cijeli brojevi takvi da je a? + 2b kvadrat cijelog broja. Dokazi da se broj
a® + b moze prikazati kao zbroj kvadrata dvaju cijelih brojeva.

2. Dan je ¢etverokut ABCD. Opisana kruznica trokuta ABC sijece stranice CD i DA
redom u tockama P i Q, a opisana kruznica trokuta C' DA stranice AB i BC redom u
tockama R i S. Pravci BP i BQ sijeku pravac RS redom u tockama M i N. Dokazi
da tocke M, N, P i Q leze na istoj kruznici.

3. Nadi sve parove kompleksnih brojeva (w,z), w # z, koji zadovoljavaju sustav jed-
nadzbi
w’ +w= 2"+ Z,

w5+w2zz5+z2.

4. Odredi najvec¢u vrijednost realne konstante A takve da za sve pozitivne realne brojeve
u, v, w za koje je u/vw + vy/wu + wy/uv > 1 vrijedi nejednakost v+ v+ w > .

5. U svako polje tablice m x n (m, n € N) upisano je slovo A ili B. Pritom nikoja
dva susjedna polja (sa zajednickom stranicom) ne sadrze isto slovo. U jednom koraku
biraju se dva susjedna polja, i oba slova na tim poljima zamijene se novim slovima po
sljede¢em pravilu:

- umjesto slova A upisuje se slovo B,
- umjesto slova B upisuje se slovo C,
- umjesto slova C' upisuje se slovo A.

Za koje m i n nakon kona¢no mnogo koraka mozemo posti¢i da u svim poljima u
kojima je na pocetku bilo napisano slovo A sada pise slovo B, a u svim poljima u
kojima je na pocetku bilo napisano slovo B sada pise slovo A?
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3. razred — srednja $kola — A kategorija

30. oZujka 2009.

1. Odredi sve prirodne brojeve m i n za koje je 6™ + 2™ + 2 potpun kvadrat.

2. Neka je ABC trokut u kojem vrijedi |[AC| > |BC|. Izrazi povrsinu trokuta odredenog
stranicom AB, simetralom stranice AB i simetralom kuta <<ACB pomoc¢u duljina
stranica trokuta ABC.

3. Neka je ABC trokut sa stranicama duljina a, b i ¢ i neka je P tocka u njegovoj
unutrasnjosti. Neka pravac AP ponovno sijece kruznicu opisanu trokutu BC'P u tocki
A’ i neka su B’ i C' tocke definirane analogno. Dokazi da za opseg O Sesterokuta
AB'CA’BC’ vrijedi
0 > 2(Vab + Ve + v/ca).

4. Neka je n € N te ay,as, ..., a, pozitivni realni brojevi za koje vrijedi
1 1 1
a1+a2++an:—2+—2++—2
aji  as a2
Dokazi da za svaki m € {1,2,...,n} postoji m brojeva iz skupa {as,as,...,a,} ¢ji

je zbroj barem m.

5. U jednom vrhu kocke nalaze se dva pauka, a u suprotnom vrhu muha. Pauci i muha
krecu se iskljucivo po bridovima kocke jednakim konstantnim brzinama. U svakom
trenutku paucima je poznata pozicija muhe i muhi je poznata pozicija pauka. Dokazi
da pauci mogu uhvatiti muhu. Smatra se da je muha uhvaéena ako se nade u istoj]
tocki kao i jedan od paukova.
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4. razred — srednja $kola — A kategorija

30. oZujka 2009.

1. Neka je CH visina siljastokutnog trokuta ABC, a tocka O srediSte njemu opisane
kruznice. Ako je T noziste okomice iz tocke C' na pravac AO, dokazi da pravac TH
prolazi polovistem duzine BC'.

2. Dani su realni brojevi o > 1 > x9 > - -+ > x,,. Dokazi da je

1 1 1
T — Tp + + o ——— >2n,
o — 21 Ty — T2 Tpn—1 — Tp

Kada vrijedi jednakost?

3. Odredi sve funkcije f : R — R takve da je

f(z) = max (2zy — f(y))

yER

za svaki x € R.

4. Odredi sve parove prirodnih brojeva (m,n), m,n > 1, za koje je n®> — 1 djeljivo s
mn — 1.

5. Unutar kvadrata stranice duljine 38 smjesteno je 100 konveksnih mnogokuta, pri cemu
je povrsina svakog od njih najvise 7, a opseg najvise 2. Dokazi da unutar tog kvadrata
postoji krug polumjera 1 koji ne sijece niti jedan od danih 100 mnogokuta.



