DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — A kategorija,
Primosten, 7. travnja 2008.

Rjesenja
Zadatak 1. Neka su a, b, ¢ proizvoljni realni brojevi. DokaZi da je barem jedan od
brojeva
(a+b+c)>—9ab, (a+b+c)>—9bc, (a+b+c)*>—9ca
nenegativan.

RjeSenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da su sva tri broja negativna. Tada imamo

(a+b+c)*>—9ab <0,
(a+b+c)*—9bc <0,
(a+b+c)*—9ca < 0.

Zbrajanjem ovih nejednakosti i sredivanjem dobivamo
@+ b>+c*—ab—be—ca<0,
tj.
1
3 (a—b)2+ (b—c)*+ (c —a)*| <O.

Medutim, suma kvadrata triju realnih brojeva ne moZe biti negativna, pa zakljucu-
jemo da je barem jedan od promatrana tri broja nenegativan.

Zadatak 2. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva oblika 37abc takvih da je
svaki od brojeva 37abc, 37bca i 37cab djeljivs 37?

Rjesenje. Peteroznamenkasti broj 37abc je djeljiv s 37 ako i samo ako je abc djeljiv
s 37. Neka je x = abc, y = bca i 7 = cab. Lako provjerimo da je

10x —y =999a, 10y —z=999h, 10z —x=999c. (1)
Bududéi je 999 viSekratnik broja 37 (999 = 37 - 27), iz (1) slijedi: ako je neki od

brojeva x, y ili z djeljiv s 37, onda su i svi ostali.

Svi traZzeni brojevi su oni Ciji su troznamenkasti zavrSetci viSekratnici broja 37.
Takvi su brojevi: 37000,37037,37074,37 111, ...,37999.

Dakle trazenih brojeva ima 28.



Zadatak 3. Neka je OAB Cetvrtina kruga sa srediStem O polumjera 1. Nad duZinama
OA 1 OB, kao promjerima, konstruirane su polukruZnice s unutarnje strane dane
Cetvrtine kruga. Izracunaj polumjer kruznice koja dodiruje te dvije polukruZnice i

luk AB.

RjeSenje. Neka je S srediSte promatrane kruZnice, x njezin polumjer, P poloviste
duzine OA i R noziste okomice iz S na duZinu OA.
B

[ 1
o P R A

Zbog simetrije je XSOR = 45°, pa je |OR| = |RS|. Trokut SOR je jednakokracan i
pravokutan pa imamo

1 1—x
OR| = IRS| = 051 7= = =~
U trokutu PRS je
PRI = |OR| — joP| = L~ i |ps| =3 +x
V2 2 2
pa je prema Pitagorinu poucku
PS> = |PR[* + |RS|?

<%+x>2 _ <1—J;_%)2+<1\;§x)2'

Odavde dobivamo

V2-1 5-2V2

X =
3v2-1 17



Zadatak 4. Nadi sva realna rjeSenja jednadzbe

(16:°% + 1)(y* + 1) = 16(xy)'®.

RjeSenje.
Prvo rjeSenje. Stavimo 4x100 — 4, yloo = B. Tada dobivamo
(A2+1)(B>+1) = 4AB
& AB2+A’+B*>+1 = 4AB
& (A2B2-2AB+1)+ (A2-2AB+B?) = 0
& (AB-12+(A-B)? = 0.

Ovo je moguce jedino ako je AB = 11 A = B, odakle slijedi:

1 1
oA _ p_ 100 _ _ 100 _ _
1°A=B=1 = «x =7 x—:I:S%, y =1 y==1
2° A = B = —1. U ovom slu¢aju nema rjesenja.

1 1 1 1
Dakle, postoje Cetiri realna rjeSenja: <—, 1), <—, —1), <——, 1>, <——, —1>-
50/ 50/ 50/ 50/

Drugo rjesenje.
Za x = 01ili y = 0 jednadZba nije zadovoljena. Dijeljenjem jednadzbe s 4x

dobivamo . |
4 100 100 — 4.
< T oo ) (VT Y100

2
1 1
Za pozitivan broj a vrijedi nejednakost a + — > 2 jer je <\/_ — 7) > 0, pri
a a

100,,100
Y

¢emu se jednakost dostiZe ako i samo ako je a = 1.

Lijeva strana jednadZbe je

1 1
100 100

paje
1
100 _ . 100 _
4x +4x100—2 1 y +)W_2'
Odavde slijedi 4x'%° = 1 i y!%0 = 1, odnosnox = + iy==+l.

V2

JednadZba ima Cetiri realna rjeSenja.



Zadatak 5. Nazovimo prirodan broj n “sretan” ako mu je zbroj svih znamenaka
viSekratnik od 7, 1 “supersretan” ako je “sretan” 1 niti jedan od brojeva

n+l,n+2, ...,n4+12
nije “sretan”. Koji je najmanji “supersretan” prirodan broj?

RjeSenje. Neka je n "sretan" broj, a x njegova znamenka jedinica.

1° Promatrajmo najprije slu¢aj 0 < x < 3. Broj n + 7 razlikuje se od n samo u
zadnjoj znamenci, pa je n + 7 djeljiv sa 7, tj. n nije "supersretan".

2° Neka je 3 < x < 9. Promatrajmo sedam brojeva:
n+(10—-x),n+(10—x)+1, ... n+ (10— x) + 6.

Kako je n = 10k + x, ovi brojevi se razlikuju samo u zadnjoj znamenci koja je u
skupu {0, 1, ..., 6}. Promatrajmo zbrojeve njihovih znamenaka. Buduc¢i da imamo
sedam uzastopnih prirodnih brojeva, jedan od njih je djeljiv sa 7, i odgovarajudi broj
je "sretan".

Kako je x > 3, imamo
[n+ (10 —x) + 6] —n < 13,

pa je neki od brojevan + 1, n+2, ..., n 4 12 "sretan", §to znaci da n nije "super-
sretan".

3° Preostaje jedina moguénost x = 3.

Kako 3 nije sretan, promatrajmo dvoznamenkasti zavrietak broja n, y3. Ako je
y < 9, zbroj znamenaka broja n 4+ 9 je takoder viSekratnik broja 7 (dodavanjem
broja 9 broju n smanjuje se znamenka jedinica za 1 i povecava znamenka desetica
za 1). Stoga, da bi broj n bio "supersretan”, njegove zadnje dvije znamenke moraju
biti 93. Uocimo da broj 93 nije "sretan".

Promatrajmo sada troznamenkasti zavretak broja n, 793. Ako je z < 9, dodavanjem
broja 11 broju n dobiva se takoder "sretan" broj (znamenka jedinica se poveca za
1, znamenka desetica smanji za 9 i znamenka stotica poveca za 1). Da bi n bio
"supersretan" mora biti z = 9. No lako se provjeri da je 993 sretan broj i da nijedan
od brojeva 993 + 1, 993 + 2, ...,993 + 12 nije sretan broj, tj. 993 je najmanji
"supersretan” broj.



DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred - srednja Skola — A kategorija,
Primosten, 7. travnja 2008.

RjeSenja

Zadatak 1. Nadi sva realna rjeSenja jednadzbe

V2x2 £ 3x +54+/2x2 —3x +5 = 3.

RjeSenje. Kvadriranjem i sredivanjem dobivamo:

2x2+3x+5+2\/(2x2+5)2— (3x)2 4+ 2x* — 3x + 5 = 9x?

2044 £ 1122 +25 = 552 — 10
16x* + 4427 + 100 = 25x* — 100x? + 100
144x% = 9x*
9x*(x* — 16) = 0.

Rjesenja ove jednadzbe su x € {—4,0,4}. OCcito mora biti x > 0 i x = 0 nije
rjeSenje polazne jednadZbe. Preostaje jedino x = 4, i provjerom se vidi da je to
doista rjeSenje.

Drugo rjesenje.
Diskriminanta kvadratnih funkcija f (x) = 2x? 4 3x + 5 jednaka je: D = (£3)? —
4.2.5 = -31 < 0, pa su izrazi pod korijenom strogo pozitivni. JednadZba ima
smisla samo za x > 0.
Uocimo da je

(2% +3x +5) — (22 — 3x + 5) = 6u.

Lijevu stranu ove jednadZbe moZemo zapisati kao razliku kvadrata:

(\/2x2+3x+5— \/2x2—3x+5) (\/2x2+3x+5+\/2x2—3x+5) — 6x.

Druga zagrada s lijeve strane jednaka je 3x, pa slijedi

Vo2 £3x4+5— V22 —3x+5=2.

Zbrajanjem ove jednakosti s onom u zadatku dobiva se

2V 2x2 +3x+5=3x+2.

Kvadriranjem i sredivanjem dobiva se jednadzba x> = 16, &ija su rjeSenja x| = —4,
1 x» = 4. Zbog pozitivnosti rjeSenja ostaje samo x = 4. Neposredno se provjeri da
je to zaista rjeSenje.



Zadatak 2. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a> + b* + ¢> = 3.
Dokazi nejednakost

1 1 1
l+ab+1+bc+l+ca

3
> —.
-2

Rjesenje. Koristenjem A-H nejednakosti dobivamo

1 1 1 9 9 9 3

> > — .
1+ab+l+bc+1+ca_3+ab+bc+ca_3+a2+b2+02 3+3 2

Ovdje smo koristili nejednakost ab + bc + ca < a® + b* + ¢ koja je ekvivalenta s
(a—b)?+ (b—c)*>+ (c —a)?® > 0, aova vrijedi.

Zadatak 3. Odredi sve cijele brojeve x takve da je 1 + 5 - 2% kvadrat racionalnog
broja.

RjeSenje. Moramo promatrati sljedeca tri slucaja.

1°Zax=0je 1+ 5 2" = 6, a to nije potpun kvadrat.
2°Zax>0jel+5-2* € N, paimamo

1+5-2"=n?,
za neki prirodni broj n. Zato je
5:22=m—-1)(n+1).
Ocito broj n mora biti neparan, veéi od 1. Jedan od brojevan — 1, n + 1 je djeljiv s

4. Uztojen® — 1 djeljivs 5,pajen® —1>5-8=40,t. n>17.

Jedan od brojeva n — 1 ili n + 1 djeljiv je s 5. Jedan od njih djeljiv je s 2, ali nije
djeljiv s veéom potencijom broja 2; a drugi je djeljiv s 2*~!. Jasno je da jedan mora
biti jednak 2 - 5, a drugi 2*~'. Moguénosti su: n — 1 = 10ili n 4+ 1 = 10. Od toga
zadovoljava samo druga moguénost, tj. n = 9. Tada je 5 - 2* = 80, pa je x = 4.
3°Zax < 0je 1 + 5 - 2% racionalan broj s nazivnikom 27, Tadaje 1 +5-2* =
4%, g € Qi nazivnik od g je 272, Dakle x je paran. Stavimo li x = —2y, y € N,
imamo
22 45=1(q-2")%

Kako je g - 2¥ = r cijeli broj, dobivamo
5=(r=-2(r+2".
Morabitir —2¥ =1 i r+ 2’ = 5. Odavde dobivamoy =1 i x = —2. Tada je

9 3\ 2
145.2=2=(2) .
#52=3=(3)

Dakle, trazeni brojevisux =4 i x = —2.



Zadatak 4. Dan je Cetverokut ABCD s kutovima o« = 60°, f = 90°, y = 120°.
Dijagonale AC i BD sijeku se u tocki S, pri éemu je 2|BS| = |SD| = 2d. 1z polovista
P dijagonale AC spustena je okomica PM na dijagonalu BD, a iz to¢ke S okomica
SN na PB.

d
Dokazi: (a) |[MS| = |NS| = ok

(b) |4D| = |DC

bl

2
(¢) P(ABCD) = %.

RjeSenje. Trokuti ABC i ACD su pravokutni s hipotenuzom AC pa je etverokut

ABCD tetivni. Tocka P je srediSte opisane mu kruZnice.
D

_ 3d

(a) Tocka M je poloviste dijagonale BD. Iz danih uvjetadobivamo: |DM| = |MB| = 5>
d
MS| = —.
ms| =5

1
Nadalje, iz ¥BPM = E{BPD = ¥BAD = 60° dobivamo < PBM = 30°.

1
2
(b) Trokuti MPS i NPS su pravokutni sa zajednickom hipotenuzom i sukladnom
katetom. Zato su oni sukladni i vrijedi XMPS = XSPN = 30° pa je |[SP| = 2|NS|.

1
Kako je NS L PB, imamo |[NS| = §|BS| = —d = |MS|.

1
Trokut APB je jednakokracan i S PAB = §<)(SPB = 15°.

Tada je i XDAC = XDAB — XCAB = 60° — 15° = 45°. Stoga je trokut ACD
jednakokracan pravokutan i [AD| = |CD|.

(c¢) Imamo

P(ABCD) = P(ABC) + P(ACD) = %]AC!(VB +vp), (1)

vp = [DP| = \/IDS? — |SP]2 = \/(24)2 — 2 = V3,
dVv3

1
VBIVD=|BR|Z|DP|=|SB|Z|SD|=1:2 = VBZEVDZT.

|AC| = 2|DP| = 2dV/3.



Uvrstavanjem u (1) dobivamo

! W( \/_+d\f> o

Zadatak 5. Dano je 10 sloZenih prirodnih brojeva manjih od 840. DokaZi da medu
njima postoje barem dva broja koja nisu relativno prosta.

Rjesenje. Kako je 297 = 841, svaki sloZeni broj, koji je manji od 840, djeljiv je
barem s jednim prostim brojem koji nije ve¢i od 23. Ima samo devet prostih brojeva
(2,3,5,7,11, 13,17, 191 23) koji nisu veci od 23. Kako ima deset sloZenih brojeva
koji su manji od 840, po Dirichletovom principu postoje dva medu njima koja su
djeljiva s istim prostim brojem koji nije vec¢i od 23. Ta dva broja nisu relativno
prosta.



DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred - srednja Skola — A kategorija,
Primosten, 7. travnja 2008.

Rjesenja

Zadatak 1. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan od
kutova trokuta je dvaput veéi od jednog od preostalih dvaju kutova. Odredi duljine
stranica trokuta.

Rjesenje. Nekajea=n—1,b=n,c=n+ 1. Tadaje o < B < y. Moguéa su
tri slucaja.
1°B =2

Koristeci poucak o sinusima i kosinusov poucak dobivamo:

sin 20 sin 3 b n
cosQl=——-— = —=% — — — ___ 7
2sina 2sinoc 2a  2(n—1)
b+ c* — a? n+4
cos o = =

2bc C2(n+ 1)

n+4

n
2n—1) 2(n+1)
3, §to nije mogude.

dobivamo n = 2. Stranice trokuta bi bile 1, 2 1

Iz jednadzbe

2°y =2«

Sli¢no kao u prethodnom slucaju dobili bismo:

oS o — sin2o0  siny  n+1
- 2sina 2sina 2(n—1)
cosa — b? +c? — a? _ n+4
B 2bc S 2(n+ 1)
. o nt+1 n+4 : R .
1z jednadzbe = se dobiva n = 5 i duljine stranica trokuta su 4,
2(n—1) 2(n+1)

5i6.
3%y =2p

Ponavljanjem postupka iz prethodnih dvaju slucajeva dobivamo

sin2 siny  n+1

OSB=Snf  2snp  an
cos B — @+ —b? B n?+2
N 2ac C2m2—1)
1 242
Iz jednadZbe ntl_ dobivamo kvadratnu jednadzbu n?> — 3n — 1 = 0,
2n 2(n? —1)

ey 3+v13
CijarjeSenjan;; = —— su iracionalna.

Dakle, jedino rjesenje je trokut sa stranicama duljina 4, 51 6.



Zadatak 2. Neka su xi, xp, ..., X,_1, X, pozitivni realni brojevi takvi da je

le- = 1. DokaZzi nejednakost
i=1

2 2 2 2
xl x2 xn—l Xn 1
X1 +x2 x4+ x3 Xn—1+Xn Xp+x1 2
RjeSenje. Uz oznaku x,;; = x| imamo:
n 2 n 2
Z X; . Z Xi + XiXi41 — XiXit1
7 Xi T+ Xiv Py Xi + Xit1

2
Xi +Xi+1>

_ - XiXit1 ( 2
B Z <Xi - Xi -li-lxz+1) sz Z Xi + Xi1
= 11— Z(xl +xl+l

Drugo rjesenje.
Uz oznaku x;, 1| = x; dobivamo:

n n 2

2 ) 2
Z X _ z Xi — X T X
7 Xi t Xitl = Nt Xip

_ _ 1
B Z( it +sz ‘:;ClJrl

i=1

n 2

_ z Xir1
X X
M + Xit1

Odavde dobivamo
" x —|—xl 1 1
AT A4l
E _— == g > — E X; +x ,
— Xi + x,+1 < Xi + Xit1 4 — ! i+1) 2

pri cemu smo Koristili nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne sredine.



Zadatak 3. Od svih brojeva oblika 36™ — 5", gdje su m i n prirodni brojevi, odredi
najmanji po apsolutnoj vrijednosti.

RjeSenje. Kako broj 36" zavr$ava sa 6 za svaki prirodan broj m, a broj 5" zavr$ava
s 5 za svaki prirodan broj n, broj N = |36™ — 5"| zavrSava s 1 ili s 9. Stoga najmanje
njegove vrijednosti mogu biti 1, 9, 11, ...

Pritom zam = 11in = 2 dobivamo N = 11. Pokazimo da ne moZe biti N = 1 niti
N =9, ). daje N = 11 najmanji traZeni broj.

1z jednakosti 36™ — 5" = +9 slijedilo bi da je broj 5" djeljiv s 9, §to ne moZe biti.
Iz jednakosti 36" — 5" = 1 slijedilo bi 5" = 36" — 1 = (6™ — 1)(6™ + 1), tj.
5/6™ + 1, §to nije mogudée jer ovaj broj zavrSava znamenkom 7, pa ne moze biti
djeljiv s 5.

1z jednakosti 36" — 5" = —1 slijedilo bi 5" = 36™ + 1, §to nije moguce jer broj
36™ + 1 zavrSava znamenkom 7, pa ne moZe biti djeljiv s 5.

Zadatak 4. Bocni brid pravilne trostrane piramide je » = 1, a njezin obujam je

1
V= . Koliki je kut pri vrhu bocne strane?

RjeSenje. Baza piramide je jednakostrani¢ni trokut stranice duljine a. Polumjer

3
njemu opisane kruZnice je R = %. Visina piramide je

Obujam te piramide je

Odavde dobivamo jednadZzbu
a®—3a*+4=0.

Ocigledno a®> = 2 zadovoljava ovu jednadzbu. Dijeljenjem jednadzbe s a®> — 2
dobivamo jednadzbu a* — a®> — 2 = 0, koju zadovoljavaju a*> = 2 i a®> = —1 (ovo
nije mogude). Dakle jedina moguénost je a*> = 2.

Kut pri vrhu pobocke izracunat éemo pomocu kosinusovog poucka:
b+ b* —d? a*

CS0="0p T Y



ili sinusovog poucka:

sin — =

V2
R

NN

Dakle, trazeni kut je ¢ = 90°.

Zadatak 5. Dan je n x p pravokutnik podijeljen na np jedini¢nih kvadrati¢a. Na
pocetku je m crnih kvadratiéa, a svi ostali su bijeli. Dozvoljena je sljedeéa operacija:
bijeli kvadrati¢ koji ima zajednicki brid s barem dva crna kvadrati¢a, moZe postati
crni. Nadi najmanji moguéi m takav da postoji polazna pozicija iz koje, primjenom
ovih operacija, mogu svi kvadratiéi postati crni.

Rjesenje. Ne smanjujudi opéenitost mozemo pretpostaviti da je n < p. U kvadratni
dio pravokutnika s lijeve strane postavimo crne kvadrati¢e na glavnu dijagonalu.
Akojen < p,upravokutnik n x (p — n) u svaki drugi stupac u zadnji redak, pocevsi
s desne strane, stavimo po jedan crni kvadrati¢. Lako je vidjeti da ¢e dozvoljenim
operacijama svi kvadratiéi postati crni. Ako su n 1 p iste parnosti onda je broj crnih

kvadrati¢a u ovom rasporedu jednak n + L n, a ako su razlic¢itih parnosti ima ih
— 1 1 1
n—+ I% Zatojem < {%J . Pokazat ¢emo da je m = {%J .

Segment na rubu je brid samo jednog kvadratic¢a, dok je unutarnji segment brid
dvaju kvadrati¢a. Promatrat ¢emo segmente koji pripadaju samo jednom crnom
jedini¢nom kvadrati¢u. Sve ¢emo takve segmente zvati rubnim segmentima. Kako
na pocetku ima m crnih kvadratica, tada (na pocetku) ima najvise 4m rubnih segme-
nata. Ako promijenimo bijeli kvadratié, koji je dodirivao k crnih kvadrati¢a, u crni,
onda Ce nestati k rubnih segmenata, a nastat ¢e 4 — k novih rubnih segmenata. Kako
je operacija dozvoljena samo ako je k > 2, imamo 4 — k < k, tako da se broj rubnih
segmenata ne povecava. Kada svi kvadratiéi prijedu u crne, bit ¢e 2(n + p) rubnih

1
segmenata. Odavde slijedi 4m > 2(n + p), ilim > # tj. m > L%J .

+p+1
Prema tome, m = {&J

2



DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred - srednja Skola — A kategorija,
Primosten, 7. travnja 2008.

RjeSenja

Zadatak 1. DokaZi da za po volji odabrane prirodne brojeve m i n vrijedi nejednakost

1 1
+ > 1.

RjeSenje. Ako je neki od brojeva m ili n jednak 1, nejednakost ocito vrijedi.

Pretpostavimo zato da je m > 1in > 1. Tada vrijedi /m =1 +u, ¥n=1+v,
za neke pozitivne realne brojeve u i v. Prema binomnoj formuli (ili Bernoullijevoj
nejednakosti) vrijedi

m=(14+u)">1+ nu, n=14+v)">1+mv,

odnosno
m—1 n—1
u< , v <
n m
Odavde slijedi
m+n—1 m+n-—1
l+u< ——, I+ < ——.
n

1z posljednjih nejednakosti dobivamo nejednakost koju je trebalo dokazati:

1 1 1 1 n m m-+n

= > - >1.
W+% 1+u+1+v m+n—1+m+n—1 m+n—1

Zadatak 2. Odredi formulu za zbroj

V1] 4+ (V2] + V3] + ...+ Ve — 1.
Tu je | r] cjelobrojni dio pozitivnog realnog broja r.

RjeSenje. Oznacimo sa S, traZeni zbroj. Nekoliko prvih pribrojnika u toj sumi
izgleda ovako:

Sp=1+1+14+24+24+24+2+2+3+3+....

S obzirom da je

(n—1)2%<n®>—1<n?
vrijedi

n—1<|vn?—1| <n,

pa je posljednji pribrojnik u ovoj sumi jednak n — 1.



Postavlja se pitanje: ako je 1 < k < n — 1, koliko ¢e se puta u sumi pojaviti
pribrojnik £? Tu ée vrijednost imati sljedeéi ¢lanovi sume:

VK], VKR +1],..., [ k+1)2—1].

Dakle, pribrojnik k pojavljuje se (k+ 1)? — k? puta. Primijetimo da je posljednji ¢lan

sume jednak v/n% — 1, pa je on ujedno posljednji ¢lan u ovakvoj skupini pribrojnika.
Zato je trazena suma jednaka:

Sp=1-(22 1) +2(3 -2 +...+ (n— D> — (n—1)?].
Izracunajmo ovaj zbroj.

Sp=22-1242-32-2.2243.42-3.32 4 . 4+ (n— D —(n—1)(n—1)>2
= 122232 —(n-1)+ (n—l)n2
(- — (n— 1)n(2n—1) n(n— 1)(4n+1)
6

Zadatak 3. Nad stranicama AB, BC trokuta ABC konstruirani su kvadrati ABKL,
BCMN (koji s trokutom imaju samo zajednicku stranicu).

a) Ako je D tocka takva da je ABCD paralelogram, dokazi da su trokuti ABD i BKN
sukladni.

b) Dokazi da su polovi$ta duzina AC, KN i sredista kvadrata ABKL, BCMN vrhovi
kvadrata.

RjeSenje.
a) Vrijedi |BK| = |AB]| jer su to stranice istog kvadrata. Takoder, |[BN| = |BC| =
|AD|. Nadalje

XKBN = 360° — (90° + XABC + 90°) = 180° — XABC = ¥BAD.

Sada po poucku SKS slijedi tvrdnja.




b) Rotacijom trokuta ABD oko to¢ke O; za 90° dobivamo trokut BKN. Znadi,
trokut PO1Q je jednakokracan pravokutan, dakle, polovina kvadrata. Analogna
tvrdnja vrijedi za rotaciju oko tocke O,. Zato je PO Q0 kvadrat.

Drugo rjesenje dijela b). Lik PO1QO0, je paralelogram, jer su mu vrhovi poloviSta
stranica etverokuta AKNC. Dovoljno je jo§ dokazati daje |AN| = |CK|iAN L CK.

Vrijedi |CB| = |BN|, |BK| = |BA| i XCBK = 90° + ¥NBK = XNCA. Zato su
trokuti CBK i NBA sukladni, pa je |CK| = |AN|. Dalje je XBCK = ¥BNA. Odavde
zbog BC L BN slijedi CK L NA (kutovi s okomitim kracima).

Zadatak 4. U prostoru je dano Sest razlic¢itih toCaka, O, Ty, T», T3, T4, T5. Dokazi
da postoje indeksi 7, j, 1 < i <j < 5 takvidaje XT;0T; < 90°.

RjeSenje.
Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi i promotrimo ravninu 7 kroz to¢ku O okomitu

na pravac OTs. Tocke T, T2, T3, T4 nalaze se sa suprotne strane te ravnine u odnosu
na tocku Ts.

T
Tl' 72{
o
//\\\
///\ N (0]
// I\ \\
/ N\ : -
[\ ™
4
T T, T

Neka su T7, T}, T4, T}, ortogonalne projekcije to¢aka T, T», T3, T4 na ravninu .
Nijedna medu njima ne podudara se s to¢kom O jer, na primjer, kad bi bilo 7] = O,
onda bi tocke T5, O, T; bile kolinearne pa bi barem jedan od kutova {75075,
X T,0T; morao biti manji ili jednak od 90°.

Uocimo nadalje daza 1 <i < j <4 vrijedi

OT.. 0T — (OT + T'TY - (OT + T'T-
OT; - OT; = (OT; + T;T;) - (OT; + T;Tj)

_— —_— — _ — _
= OT; - OT; + OT; - T;T; + T;T; - OT; + T;T; - T;T;

_— _
= OT; - OT; +|T{T}| - |T;Tj| > OT; - OT]

— — —_— —
Dakle, ako je $7;0T; > 90°, tj. OT; - OT; < 0, onda je pogotovo OT; - OT; < 0, pa
je XT/OT! > 90°.
Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da su tocke T7, T5, T, T, poredane
kao na slici. Onda prema prethodnom vrijedi 77075 > 90°, ¥T;0T} > 90°,
XT{0T) > 90°, XT{OT, > 90°, §to nije moguce, jer je zbroj tih kutova jednak
360°.

Time smo dobili proturjecje, pa je polazna tvrdnja dokazana.



Zadatak 5. Dan je n x p pravokutnik podijeljen na np jedini¢nih kvadrati¢a. Na
pocetku je m crnih kvadratiéa, a svi ostali su bijeli. Dozvoljena je sljedeéa operacija:
bijeli kvadrati¢ koji ima zajednicki brid s barem dva crna kvadrati¢a, moZe postati
crni. Nadi najmanji moguéi m takav da postoji polazna pozicija iz koje, primjenom
ovih operacija, mogu svi kvadratiéi postati crni.

RjeSenje. Ne smanjujuci opéenitost mozemo pretpostaviti da je n < p. U kvadratni
dio pravokutnika s lijeve strane postavimo crne kvadrati¢e na glavnu dijagonalu.
Akojen < p,upravokutnik n x (p — n) u svaki drugi stupac u zadnji redak, pocevsi
s desne strane, stavimo po jedan crni kvadrati¢. Lako je vidjeti da ¢e dozvoljenim
operacijama svi kvadratiéi postati crni. Ako su n 1 p iste parnosti onda je broj crnih

kvadrati¢a u ovom rasporedu jednak n + L n, a ako su razlic¢itih parnosti ima ih
— 1 1 1
n—+ I% Zatojem < L%J . Pokazat ¢emo da je m = L%J .

Segment na rubu je brid samo jednog kvadratic¢a, dok je unutarnji segment brid
dvaju kvadrati¢a. Promatrat ¢emo segmente koji pripadaju samo jednom crnom
jedinicnom kvadrati¢u. Sve ¢emo takve segmente zvati rubnim segmentima. Kako
na pocetku ima m crnih kvadratica, tada (na pocetku) ima najvise 4m rubnih segme-
nata. Ako promijenimo bijeli kvadratié, koji je dodirivao k crnih kvadrati¢a, u crni,
onda Ce nestati k rubnih segmenata, a nastat ¢e 4 — k novih rubnih segmenata. Kako
je operacija dozvoljena samo ako je k > 2, imamo 4 — k < k, tako da se broj rubnih
segmenata ne povecava. Kada svi kvadratiéi prijedu u crne, bit ¢e 2(n + p) rubnih

1
segmenata. Odavde slijedi 4m > 2(n + p), ili m > # G. m > L%J :
1
Prema tome, m = {%J



