DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija,
7. travnja 2008.

RjeSenja

Zadatak 1. Neka su a, b, ¢ proizvoljni realni brojevi. DokaZi da je barem jedan od
brojeva (a+ b +¢)? — 9ab, (a+ b+ c)* —9bc, (a+ b+ c)? — 9ca nenegativan.

RjeSenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da su sva tri broja negativna. Tada imamo

(a+b+c)*>—9ab < 0,
(a+b+c)*—9bc <0,
(a+b+c)*—9ca < 0.

Zbrajanjem ovih nejednakosti i sredivanjem dobivamo
a4+ b*+c*—ab—be—ca <0,

6.
% (@—bY2+(b—c) +(c—a)] <o0.

Medutim, suma kvadrata triju realnih brojeva ne moZe biti negativna, pa zakljucu-
jemo da je barem jedan od promatrana tri broja nenegativan.

Zadatak 2. Na stranici AB kvadrata ABCD dana je to¢ka E takva da je |AE| = 3|EB|,
a na stranici AD dana je to¢ka F takva da je |AF| = 5|FD|. S K je oznacen presjek
pravaca DE i CF, s L presjek pravaca DE i BF, te s M presjek pravaca BF i CE.
Dokazi da je zbroj povrSina trokuta EML i CDK jednak zbroju povrSina trokuta
FLK i BCM.

RjeSenje.
D C
F
L
4 E B
2
Sa slike vidimo da su povrS$ine trokuta BCF i CDE jednake [AB] , jer imaju jednake

osnovke i visine (jednake duljini stranice kvadrata). Cetverokut CKLM je zajednicki
za oba trokuta. Zato je zbroj povrSina trokuta EML i CDK jednak zbroju povr$ina
trokuta FLK 1 BCM.



Zadatak 3. Tamara i Mirjana usporeduju svoje ustedevine. Niti jedna nema vise od
100 kuna. Svaka od njih izbroji svoju ustedevinu u kunama i lipama. Ustanovile su
da je iznos Mirjanine uStedevine za pet lipa veéi od dvostruke Tamarine ustedevine.
Tamara ima onoliko kuna koliko Mirjana ima lipa, i onoliko lipa koliko Mirjana ima
kuna. Kolika je Tamarina ustedevina?

RjeSenje. Neka Tamara ima x kuna i y lipa. Tada Mirjana ima y kuna i x lipa.
Nadalje ¢emo sve racunati u lipama. Tamara ima 100x + y lipa, a Mirjana 100y + x
lipa. Prema danom uvjetu imamo

100y 4+ x — 5 = 2(100x + ),
odakle nakon sredivanja dobivamo
98(y — 2x) = 3x+ 5.
Promatramo dva slucaja.
1° Akojey —2x = 1 tadaje 3x + 5 =98, pajex = 31,y = 63.

191
2° Akojey —2x > 2imamo3x+5>2-98 = 196,tj.x2T.

191
Sadajey>2+2x>2+2- = > 100, Sto je u suprotnosti s pretpostavkom.

Dakle, Tamarina uStedevina je 31 kuna i 63 lipe.

Zadatak 4. Neka je a cijeli broj relativno prost s 35. DokaZi da je broj (a* — 1)(a* +
15a* + 1) djeljiv s 35.

RjeSenje. Kako je najveci zajednicki djelitelj brojeva a i 35 jednak 1, to je najveci
zajednicki djelitelj brojevaai 5, kaoiai7 jednak 1.

Svaki cijeli broj a relativno prost s 5 moZe se zapisati u jednom od oblika: 5k + 1
ili 5k £ 2, a onaj relativno prost sa 7 moZe se zapisati u obliku: 7k + 1, 7k £ 2 ili
7k £ 3. S druge strane, dani broj se moZe zapisati ovako:

(a* = 1) ((a*+a*+1)+ 14a2>
= (@ - 1)@+ D(a* +a®+ 1)+ 14d*(a* - 1)
= (a®—1)(a*+ 1) + 14a*(a* - 1).

Sada se lako provjeri da je svaki od ova dva sumanda djeljivis 51isa 7, tj. da je
djeljiv s 35:
a=5%+1= a=5M+1 = 5|a* -1
a=5+2 = a>=5M+4 = 5|a®+1,
odakle slijedi da 5]a4 — 1. Zato je drugi sumand djeljiv s 35.
Nadalje, prvi sumand je djeljiv s 5, pa treba jo$ pokazati da je djeljiv i sa 7.
a=Tk+1 = P2=TM+1 = 7a®—1
a=Tk+2 = > =TM+4 = a*=TN+2 = &S =TW+1
a=7+3 = ?=TM+2 = a*=TN+4 = S =TW+1,

odakle slijedi 7|a® — 1.

Napomena. U dokazu se mozZe se koristiti i mali Fermatov teorem.



Zadatak 5. Moze li se kvadrat podijeliti na 2008 kvadrata (ne nuZno istih duljina
stranica)? Ako moZe navedi primjer, a ako ne moZe dokaZzi!

RjeSenje. Pokazat ¢emo metodom matematicke indukcije da se za svako n =
1 + 3k, k > 0 kvadrat moZe podijeliti na n» manjih kvadrata.

Za k = 0 tvrdnja vrijedi.

Pretpostavimo da za neki n = 1 + 3k, k > O tvrdnja vrijedi. Podijelimo li jedan
od kvadrata na Cetiri jednaka kvadrata, broj kvadrata povecao se za 3, pa ih ukupno
iman=1+3k+3=1+3(k+ 1), §to znaci da tvrdnja vrijedi i za k + 1.

Kako je 2008 = 1 + 3 - 669, kvadrat se moZe podijeliti na 2008 manjih kvadrata.



DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred - srednja Skola — B kategorija,
7. travnja 2008.

RjeSenja

Zadatak 1. Odredi sva realna rjeSenja jednadZbe

(Vr=2*'+(Vx-3)' =1

Rjesenje. Uvedimo supstituciju 7 = y/x — 2. Tada redom imamo:

(=1t =1,

-1+ (@-1)*=0,
(t—D@+D)(E+1)+ (- 1)* =0,
(t—1) |+ D)+ 1)+ (r—-1)7°] =0,
(t— D)+ +t+ 1+ =32 +3t—1)=0,
26(t — 1)(©* — 14 2) = 0.

Jednadzba 1> — ¢ +2 = 0 nema realnih rjeSenja pa su jedina realna rjeSenja dobivene
jednadzbet; =011, = 1.

Zat; = 0iz \/x —2 = Odobivamox; = 4,azat, = liz/x—2 = 1slijedix, = 9.

Zadatak 2. Za kvadratnu funkciju f (x) = ax® + bx + ¢ vrijede ove nejednakosti
f(=3)<=5 f(=D)>0, f(1)<4
v g .. . 1
Dokazi da je koeficijent @ manji od ——.

RjeSenje. Uvrstavanjem u danu funkciju dobivamo:

f(=3)=9a—-3b+c,
f(=1)=a—-b+c,
f(+)=a+b+ec.

Prema uvjetima zadatka vrijedi:

9a —3b+c < -5,
a—b+c>0,
a+b+c <4

Drugu nejednadZzbu pomnoZimo s —2, a zatim sve tri zbrojimo. Dobijemo a < — 3



Zadatak 3. Tocke E, F, G su redom polovista stranica CD, DA, AB paralelograma
ABCD. Kruznica opisana trokutu DEF dira stranicu AB u tocki G. Nadi omjer
duljina stranica danog paralelograma (|JAB| : |AD).

Rjesenje.

Prvo rjeSenje. Neka je XBAD = «, |AB| = a, |AD| = b. Vrijedi, XEGB = a,
JADE = 1 — . Cetverokut DFGE je tetivan, ¥ FGE = «, te je YAGF = 1 —2a.
Zato je XGFA = o. Trokut AGF je jednakokradan i [AG| = |FG|. Bududéi da
je kut izmedu tetive EG i tangente AB jednak obodnom kutu nad tetivom, slijedi
IEFG = «. Stoga je i trokut EFG jednakokracan pa su trokuti EFG 1 GAF sli¢ni.

D

A

Odavde slijedi

EG| _ |AG] b
FG| AR T @
2

SR

Drugo rjesenje.

Neka je O srediSte kruZznice opisane trokutu DEF, a r njezin polumjer. O leZi na
simetralama stranica trokuta. Kako kruznica dira AB u G, srediSte O leZi i na okomici
na AB kroz tocku G. Zakljuujemo da se ta okomica podudara sa simetralom duZine
DE. Neka je H poloviste duzine DF. Tada je HO okomito na AD.

D E C
)

4 G B
Iz pravokutnih trokuta AGO i AHO izrazimo |AO|:

|AO|? = |AG|* + |0G|> = |AH|? + |HO|?

a\? 5 3\? 2
a - (2 HOP.
= (5) +r <4b> +|HO|



Duljinu |HO]| izrazit éemo iz pravokutog trokuta FHO:

2
b
|HO> = |FO> — |FH|> = r* — <Z> .

(3= () o)’

odakle slijedi a®> = 2b, tj. |AB| : |AD| =a : b = /2.

Sada imamo:

Trece rjeSenje.
Brze je rjeSenje pomocu potencije toCke u odnosu na kruznicu. Naime vrijedi,

|AF| - |AD| = |AG)?

b a\? a
kle dobi ~ b= (—) i. - =2
odakle dobivamo 2 b 3 t] b V2

Zadatak 4. Na stranicama AB i BC trokuta ABC dane su redom tocke P i Q. DuZine
AQ 1 CP sijeku se u tocki O.

Ako su povrsine trokuta COQ, AOC i APO redom jednake 1 cm?, 2 cm? i 3 cm?,
odredi povrS$inu ¢etverokuta OPBQ.

RjeSenje. Povrsine trokuta koji imaju zajedni¢ku visinu odnose se kao duljine
njihovih osnovica. Stoga je

2 P(AOC) |AO| P(AOP) 3
1~ P(0QC) 00| ~ P(OQP) ~ P(OQP)’

Odavde je P(OQP) = 1.5 cm?.

Oznacimo li P(OPBQ) = x, imamo P(PBQ) = P(OPBQ) — P(OQP) = x — 1.5,

paje
5  P(APC) |AP| P(APQ) 45

x+1 P(PBC) |PB] P(PBQ) x—15

RjeSenje jednadZbe

5 B 4.5
x+1 x—15

je x = 24 i povrsina etverokuta OPBQ je 24 cm?.



Zadatak 5. Dano je 10 sloZenih prirodnih brojeva manjih od 840. DokaZi da medu
njima postoje barem dva broja koja nisu relativno prosta.

Rjesenje. Kako je 297 = 841, svaki sloZeni broj, koji je manji od 840, djeljiv je
barem s jednim prostim brojem koji nije veéi od 23. Ima samo devet prostih brojeva
(2,3,5,7,11, 13,17, 191 23) koji nisu veci od 23. Kako ima deset sloZenih brojeva
koji su manji od 840, po Dirichletovom principu postoje dva medu njima koja su
djeljiva s istim prostim brojem koji nije veci od 23. Ta dva broja nisu relativno
prosta.



DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred - srednja Skola — B kategorija,
7. travnja 2008.

Rjesenja

Zadatak 1. Odredi sva rjesenja nejednadzbe

1—x 14+x
log, 5 - logs <\/1+x+\/1—x> > 1.

Rjesenje. Izraz pod logaritmom je pozitivan jer ne mogu oba korijena istovremeno

1 1
biti jednaka nuli, a da bi sve bilo definirano treba biti T al >01 1 s > 0, odakle
X —X

dobivamox € (—1,1).

Primijetimo da je log, 5 = , pa nejednadzZba prelazi u

1
logs 2

lo \/1_x+\/1+x > log< 2
SlVirx TV &%
1—x 1+x

> 2,
\/1+x+\/1—x

odnosno nakon svodenja na zajednicki nazivnik,

1
o1, 4 Vi<l
V1—x2 !

Ovo je ispunjeno za x # 0.
Rjesenja nejednadzbe sux € (—1,0) U (0,1).

odakle dobivamo

Drugo rjesenje.
11— 1
Moraju biti zadovoljeni uvjeti I >0 i X

(—1,1).
Primjenom A-G nejednakosti za dva broja vidimo da je

\/1—x+\/1+x22 1—x /1+x:2.
14+x 1—x 1+xV1—x

. X
Jednakost se postiZe za
1+x

> 0, odakle se dobiva x €
+x 1—x

= 1, tj. x = 0, pa mora biti x # 0.

Dakle, rjeSenje nejednadzbe je x € (—1, 1) \{0}.



Zadatak 2. Za koje realne brojeve a postoji rjeSenje jednadzbe

cos 3x - cos> x — sin3x - sin*x = a ?

RjeSenje. Kako je cos3x = 4cos’ x — 3cosx, sin3x = 3sinx — 4sin’ x, dana
jednadzba prelazi u

cos3x + 3cosx . 3sinx — sin3x

COS3X'——SII'1 X ———— = da
4 4 ’

cos? 3x + 3 cos 3xcos x + sin® 3x — 3 sin 3xsinx = 4a,
1 + 3(cos 3xcosx — sin3xsinx) = 4aq,

1 + 3 cosdx = 4a,

4a —1
4x = .
cos 4x 3

Da bi postojalo rjeSenje, mora biti zadovoljen uvjet

_1§4a—1§17
3

1
dakle dobivamo —3 <a<l.

Zadatak 3. U kocki ABCDAB;C D to¢ka P je poloviste brida BC, a tocka Q je
srediSte kvadrata CC1D1D. Ravnina kroz tocke A, P i Q dijeli kocku na dva dijela.
Koliki je omjer njihovih obujmova?

Rjesenje. Presjek ravnine i kocke je Cetverokut APMN. Presjek pravca CD i
ravnine je to¢ka R, a T je poloviSte brida CD. Duljinu brida kocke oznac¢imo s a,
njezin obujam s V, obujam krnje piramide ADNPCM s Vi, a obujam preostalog

dijela kocke s V>.

D] Cl
|
|
A | By
N
| 0
I T
| | M
I I
| |
| | c
DY M= R
- T
e
7 P
A B

Trokuti ARD 1 PRC su sli¢ni pa vrijedi

IRD|  |DA|
IRC| |CP|

ST

odakle je |[RD| =2|RC| = |RC|=|CD|=a.



1z sli¢nosti trokuta QTR i MCR dobivamo

a
jor| _IRT| _“**5 3
|CM|  |RC] a 2’
2 2 a a
dakle je |CM| = =|0T| == - = = —-.
odakle je [CM| = 5|0T| = 5 -5 =
.. 2a
Analogno se dobije |[DN| = 2|CM| = 3
Sada je obujam krnje piramide
1 |DA|-|DN| 1 |CP|-|CM| 7a?
Vi=YV, -V =—+———— |DR|— - ——— - |RC| = —.
1 ADNR PCMR = 3 5 |DR| 3 ) IRC]| 36
Kona¢no dobivamo
7a3
%) V-V 3 743 29
T3

Zadatak 4. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna prirodna broja, a jedan od
kutova trokuta je dvaput veci od jednog od preostala dva kuta. Odredi duljine
stranica trokuta.

RjeSenje. Nekajea=n—1,b=n,c=n+ 1. Tadaje o < B < y. Moguca su
tri slucaja.
1°B =2

Koristeci poucak o sinusima i kosinusov poucak dobivamo:

sin 2 sin B b n
COoS O = - — - = —=_—",
2sina 2sina 2a  2(n—1)
Cosa_bz-l—cz—az_ n+4
N 2bc C2(n+ 1)
. y n n+4 : . L .
Iz jednadZbe = dobivamo n = 2. Stranice trokuta bi bile 1, 2 1

2n—1) 2(n+1)
3, §to nije mogude.

2°y =2a

Sli¢no kao u prethodnom slucaju dobili bismo:

oS 0 — sin2c ~ siny  n+1
- 2sina 2sina 2(n—1)’
cosa — b? +c? — a? _ n+4
N 2bc S 2(n+ 1)
1 4
Iz jednadzbe nt _ It se dobiva n = 5 i duljine stranica trokuta su 4,
2(n—1) 2(n+1)

5i6.



3%y =2p
Ponavljanjem postupka iz prethodnih dvaju sluc¢ajeva dobivamo

sin28 siny n+1

2sinf  2sinf 2n '

cosff =

n+1  n?+42
2n  2(n? —1)

ey 3+v13

CijarjeSenjan;; = —— su iracionalna.

Dakle, jedino rjesenje je trokut sa stranicama duljina 4, 51 6.

Iz jednadZbe dobivamo kvadratnu jednadzbu n?> — 3n — 1 = 0,

Zadatak 5. U jednakostranicnom trokutu duljine stranice 3 cm nalazi se 20 tocaka.

3
Dokazi da postoji krug polumjera 3 cm koji prekriva barem 3 od tih tocaka.

Rjesenje.

VAVAVAN

Podijelimo dani trokut na 9 jednakostrani¢nih trokuti¢a stranice duljine 1, kao na
slici. Svaki od 9 trokuti¢a moZemo pokriti krugom polumjera

2 V3 V3 173 3
- =——r—<06=_.
3 2 3 3 5

Ovih 9 krugova pokrivaju polazni jednakostrani¢ni trokut. Buduéi da je u trokutu
izabrano 20 toCaka, po Dirichletovom principu zakljucujemo da su neke tri od
izabranih to¢aka prekrivene istim krugom.



DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred - srednja Skola — B kategorija,
7. travnja 2008.

RjeSenja

Zadatak 1. Dokazi da za prirodni broj n, n > 5 vrijede nejednakosti
n\" n\"
(5) <m<(3)-
RjeSenje. Dokazujemo matematickom indukcijom. Za n = 6 tvrdnja je istinita:
20 =64 < 6! = 720 < 729 = 3°.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n.

DokaZimo najprije nejednakost zdesna. Onda je

(m+1)!=m+1n! < (n+ 1><g)”

pa je dovoljno dokazati

(n+ 1)<g>n < (n—; l)nH = 2" < (n+1)"

Posljednja nejednakost je istinita, jer slijedi npr. iz binomnog razvoja

(n+1D)"=n"+ (Y)nn_l +...>2n".

Dokazimo sad nejednakost slijeva. Prema pretpostavci indukcije, vrijedi

(n+1)<§>n<(n+l)-n!

zato je dovoljno dokazati da vrijedi:

(") < wen(y)

Ova je nejednakost ekvivalentna s
1 n
(1+2) <3
n

Niz slijeva je rastudi s limesom e < 3, pa je tvrdnja dokazana.

Bez pozivanja na ovu tvrdnju, nejednakost se moZe dokazati direktno:

1\" n 1 n 1 n 1
(+3) =1+(1) 5+ G) () w
1 nn—1 1nn—1)(n—2 1 n!
B BT | B W U SR
2 n
1 1

1
1414 -4+=4+...+—
<1+ +2+3!+ +n!

11
[ R P e
<l+l4s+74 45

3! n3 U nlnn

< 3.



Zadatak 2. Dokazi formulu (n je prirodni broj):

1)(2n +1
CIO L S S I ¥n+ ),

Odredi formulu za zbroj

V1] 4+ [V2] + V3] + ...+ Ve — 1.
Tu je | r] najvedi cijeli broj koji nije veéi od r.

RjeSenje. Dokaz prve formule lako se dobije matematickom indukcijom.

Oznacimo sa S, traZeni zbroj. Nekoliko prvih pribrojnika u toj sumi izgleda ovako:
Sp=14+14+14+24+24+24+24+24+3+3+....
S obzirom da je
(n—1)? <n®—1<n?
vrijedi
n—1<[vn*—1] <n,
pa je posljednji pribrojnik u ovoj sumi jednak n — 1.

Postavlja se pitanje: ako je 1 < k < n — 1, koliko ¢e se puta u sumi pojaviti
pribrojnik £? Tu ¢e vrijednost imati sljedeci ¢lanovi sume:

VK], VKR +1],..., [ (k+1)2—1].

Dakle, pribrojnik k pojavljuje se (k+ 1)?> — k? puta. Primijetimo da je posljednji ¢lan

sume jednak v/n% — 1, pa je on ujedno posljednji ¢lan u ovakvoj skupini pribrojnika.
Zato je traZzena suma jednaka:

Sp=1-(22 1) +2(3 -2 +...+ (n— D> — (n—1)?].
Izracunajmo ovaj zbroj.
Sp=22—-1242-32-2.2243.42-3.32 4 . 4+ (n— D —(n—1)(n—1)>

= 122232 —(n-1)+ (n—l)n2

B (n— 1)n(2n -1) n(n - 1)(4n+ 1)
=(n— l)n2 — G




Zadatak 3. Niz (x,) definiran je rekurzivnom formulom
Xp = &,

Xp+1 =V 1+ xp, n>0.

a) Dokazi da je za svaki pozitivni broj & niz (x,) konvergentan i izraGunaj mu limes.

b) Za koji realni broj « je ovaj niz konstantan?
RjeSenje. a) Promotrimo nejednakost x; > xg. Ona je ekvivalentna s
ViFoa>a < o>—a—-1<0

Bududi je o pozitivan, nejednakost ¢e biti zadovoljena ako je

14++5

0 .
<o< >

1 5
Ako je o pozitivan broj manji od + , onda vrijedi x; > xg pa je

l+x1>14+x = \/1+X1>\/1+XQ = X7 > X].
Sad zaklju¢ujemo da je u ovom sluéaju niz (x,) rastuéi. Pokazimo da je on omeden.

5
. Na primjer,

Za gornju medu moZemo uzeti bilo koji broj koji nije manji od

dokazimo da je gornja meda broj 2. Vrijedi
14+/5

2
x1=+v1I+x<VI+2=V3<2,

Xo=0a < <2,

i svaki sljedeéi ¢lan je manji od 2. Dokazujemo matematickom indukcijom:

xn+1:\/1+xn<\/1+2:\/§<2.

Niz koji je rastuci i omeden ima limes. Oznac¢imo taj limes s L.

Xpt1 =+V1+x, = L=vV1+L

1 5
iodavde je L = +2\/7.
1 5
Na potpuno isti na¢in dokazujemo konvergenciju ako je o > +2\/_. Tada je

x1 < Xp, pa je onda
x)=+14+x1 <+/1+x0=2x

i indukcijom zakljucujemo da je niz padajuc¢i. On je omeden odozdo, recimo
konstantom 1, jer mu je svaki ¢lan ocigledno veéi od 1. I u ovom slu¢aju dobivamo

isti limes.
1++/5
R

b) Niz ¢e biti konstantan ako je x; = xg, a to vrijedi za ot =



Zadatak 4. a) DokaZi da se duljina teZiSnice izrazava pomocu duljina njegovih
stranica formulom | |

2 2,2 2

tazi(b —i—c)—Za.

b) U trokutu DEF duljine stranica jednake su duljinama teZi$nica trokuta ABC. Ako
je trokut DEF tupokutan, dokaZi da je tada najmanji kut trokuta ABC manji od 45°.

RjeSenje.a) Iz poucka o kosinusu vrijedi

2
= (g) +t§—2-g-tacosq),

2
b = (;) +t§—2-g-tacos(n—<p).

Ovdje je ¢ kut koji teZisnica t, zatvara sa stranicom a trokuta. Zbrajanjem dobivamo
trazenu formulu.

b) Veze izmedu duljina teZiSnica i duljina stranica trokuta su:

, b4+ 2 , A+ad b , d+br P
t, = - — t, = - — 1= .
a 2 4’ b 2 4’ ¢ 2 4

Neka je ¢, najdulja od teZiSnica trokuta ABC, dakle, najdulja stranica trokuta DEF'.
Ako je DEF tupokutan, onda mora biti
2>+
Uvrstimo u ovu nejednakost prijasnje formule. Dobivamo
5% < b* + .

Zato za kut o u trokuta ABC vrijedi

S = " s 5

b +c?—a* _ 2(b*+c?) 2<b c>

paje a < 45°.



Zadatak 5. Neka je A tocka na hiperboli xy = 4, a B tocka na elipsi x> + 4y> = 4.
Dokazi da vrijedi
43

|AB| >

V2

Rjesenje.

x2+4y2=4

Krivulje su centralnosimetri¢ne pa je dovoljno promatrati situaciju u I. kvadrantu.

Tangenta na hiperbolu xy = 4 u to¢ki (2,2) ima jednadzbu y = 4 — x, jer zbog
simetri¢nosti parabole u odnosu na pravac y = x, hiperbola ima nagib —1. Odsjecak
pravca na ordinati je 4, jer tocka (2, 2) leZi na tangenti.

Sada povla¢imo tangentu na elipsu paralelnu toj tangenti. Ona ¢e imati jednadzbu
y=—x+L

Iz uvjeta diranja pravca i elipse slijedi
PR+ =P,  4+1=P,

paje [ = /5. JednadZba tangente na elipsu glasi y = v/5 — x.

Sada ¢emo izracunati udaljenost ovih dvaju pravaca. Ona je jednaka udaljenosti
tocke (2,2) od tangente na elipsu:

d:)2+2—\/§):4—\/§
7

VIZ+12

Udaljenost izmedu tocaka A i B sigurno je veca od ove udaljenosti, jer tocka u kojoj
tangenta na elipsu dira elipsu ne leZi na pravcu y = x.



