OPCIINSKO/gKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja $kola — A kategorija,
29. sije¢nja 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Imamo redom:

be(c? — b?) + ac(a® — ) + ab(b? — a?)

b2 (c — b) + a*c*(a — ¢) + a?b*(b — a)
o be(? =)+ aPe—ac® + ab® — a®b
022 (c — b) + adc? — a?c3 + a2b3 — a3h?
_be(e—b)(c+b) +a*(c—b) — alc —b)(c* 4 be + b°)
©bB22(c— b) + a*(c — b)(c+ b) — a®(c — b)(c? + be + b?)

(c = b)(bc® + V?c + a® — ac® — abc — ab?)
- (c = b)(b%c? + a3c + a3b — a’c® — a?bc — a?b?) (10 bodova)
~ala—0b)(a+b)—c*(a—0b) —bela—D)
~ a?b(a —b) — c2(a — b)(a +b) + ac(a — b)
_ (a—=10)(a®+ ab—¢* —bc)
~ (a—b)(a%b — ac® — bc? + a2c)
~ (a—c)(a+c)+bla—c)
~bla—c)(a+c)+acla—c)
(a—c)lat+c+d)  a+b+tec

" (a—c)(ab+bc+ac)  ab+be+ac

(5 bodova)

(5 bodova)

Napomena. Mogudéi su i drugi nacini faktorizacije. Tada treba bodovati
na analogan nacin.

Zadatak 2. Predznak izraza |z + 2| razlicit je lijevo i desno od tocke x = —2.
(a) Neka je v < —2:

T+ 3

Y

| —x—2—2z| =

z+3

3 2| =
3042 =20,

Izraz 3x + 2 negativan je na ovom intervalu. Tako dobivamo
x+3
2 Y
r=—1.

—3r—2=




Ovaj broj ne pripada intervalu, pa jednadzba nema rjeSenja za x < —2.
(10 bodova)
(b) Neka je x > —2.

3
|x—|—2—2x|:x—2i_ :
T +3
_ 9| = .
o2 =22

Zbog promjene predznaka izraza r—2, ovaj interval dijelimo na dva dijela:
(bl) —2 <z < 2. Tuje |z — 2| = —z + 2 pa imamo

r+3
_ 92—
x + 5
1
T =-.
3

Broj pripada intervalu pa predstavlja rjesenje jednadzbe. (5 bodova)
(b2) 2 <z. Tuje |z — 2| =z — 2 pa imamo

x4+ 3
2 )
r=".

T—2=

Broj pripada intervalu pa predstavlja rjesenje. (5 bodova)

Rjesenja jednadzbe sux = - iz =7.

Napomena 1. U rjeSenju se ne trazi da bude nacrtan graf funkcije
||z 4+ 2| — 2z|. Onaj tko totno nacrta taj graf (a pogrijesi negdje drugdje)
moze dobiti dodatnih 5 bodova.

y

Napomena 2. Ukoliko se u slucaju (a) ne uoci da je izraz 3z + 2 uvijek

1
negativan i pretpostavi da moze biti i |3z + 2| = 3z + 2, dobit ée se z = 5

Sto nije rjeSenje jednadzbe.
Ukoliko se uz ispravna rjesenja proglase rjeSenjima i neki od brojeva —1
1
ili ——, treba oduzeti 10 bodova (maksimalan broj bodova u tom slu¢aju je
10).



Zadatak 3. Prvo rjeSenje: Neka je p prost broj veéi od 3. Treba dokazati
da je p* — 1 djeljivo s 24. Imamo p> — 1= (p—1)(p +1). (5 bodova)

Budu¢i da je p prost broj veéi od 3, broj p mora biti neparan, pa su
brojevi p — 1 i p + 1 uzastopni parni brojevi i jedan od njih je djeljiv s 4.
Produkt (p — 1)(p+ 1) je djeljiv s 8. (5 bodova)

Od tri uzastopna prirodna broja p—1, p, p+1 jedan je djeljiv s 3. Kako to
nije p, ostaje da je jedan od brojeva p—1, p+1 djeljiv s 3. Dakle, (p—1)(p+1)
je djeljivos 8is 3, pajep®—1=(p—1)(p+1) djeljivo s 24. (10 bodova)

Drugo rjesenje: Prost broj veéi od 3 je oblika 6k £ 1. (5 bodova)
Stoga je

pP—1=(6k+1)>—1=36k>+12k +1—1=12k(3k £ 1).

(10 bodova) Brojevi k i 3k £ 1 su razlicite parnosti, pa je njihov produkt
paran broj, a gornji izraz djeljiv s 24.(5 bodova) Time je tvrdnja dokazana.

Zadatak 4. Pretpostavimo da takav trokut postoji i da su duljine kateta z i
y. Iz Pitagorinog poucka je x* + y? = 2006. Broj 2006 je paran, pa su z i y
brojevi iste parnosti.(3 boda) Kad bi oba bili parni, 2%, ? i 2% + y? bi bili
djeljivi s 4, a 2006 nije djeljiv s 4. Stoga su oba neparni. (5 bodova)

Uvedimo supstitucije x = 2k+1, y = 2[+1, gdje su k i [ prirodni brojevi.
(2 boda) Jednadzba tada postaje

(2k + 1)% + (21 + 1)* = 2006
Ak* + 4k 4+ 1+ 417 + 41+ 1 = 2006
AK* + 4k + 417 + 41 =2004 /4
kE(k+1)+1(l+ 1) = 501. (5 bodova)

Za svaki prirodan broj k, tocno jedan od brojeva k, k 4+ 1 je paran. Stoga je
lijeva strana gornje jednadzbe paran broj, a desna neparan, pa ta jednadzba,
a onda i polazna jednadzba z* + y? = 2006 nemaju cjelobrojnih rjesenja.
(5 bodova)



Zadatak 5. Produljimo visinu CH u trokutu ABC preko tocke H do tocke
D tako da je |CH| = |HD|.

C
b a
|
A |H B
~
~ | c
~
~ |
ND
(5 bodova)

Tada je AAHC = AAHD (dvije stranice i kut medu njima), pa je
[ADC = /ACD = 90° — /HAC = 90° — a = 60°. Dakle, trokut ADC
je jednakostranican, pa je |[CH| = 1|CD| = £.(5 bodova)

Sada primjenom Pitagorinog poucka na trokute AHC' i C'H B dobivamo:

¢=|AB| = |AH| + |HB| = \/|AC|? — |CH|? + \/|BC|? — |CH|?

e (B s e (2) 2 A BT L s vy
S () e (8 =T -

(10 bodova)




OPCIINSKO/gKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred — srednja skola — A kategorija,
29. sije¢nja 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Napisimo jednadzbu u obliku
V2z+1-3=vz+7—+Vx+3.

Da bi korijeni bili definirani, izrazi x+7 i z+3 moraju biti pozitivni. Onda je
VvV + 7 >z + 3 paje desna strana pozitivna. Zato mora i lijeva strana biti
pozitivna, odakle slijedi v/2x + 1 > 3, odnosno z > 4. Kad su obje strane
pozitivne, kvadriranjem ¢emo dobiti ekvivalentnu jednadzbu:

2+ 1—-6V2r+14+9=a+T+x+3—-2/(x+7)(z+3),
3V2r +1=+/(z+7)(x+3),
182 4+ 9 = 22 + 10z + 21,
22 —8x+12=0.

Rjesenja ove jednadzbe su x = 2 i x = 6. Zbog uvjeta x > 4, samo je x = 6
rjesenje pocetne jednadzbe.(20 bodova)

Napomena 1. Ucenik ne mora naciniti analizu lijeve i desne strane u
prvoj jednakosti. Umjesto toga, moze provjeriti zadovoljavaju li dobiveni
brojevi pocetnu jednadzbu. Za x = 2 ona glasi

VE—3—=vG- 5
pa jednadzba nije zadovoljena, a za = 6 dobivamo istinitu jednakost.
V13 -3=v13-0

Ukoliko se provjera ne ucini, ve¢ se i x = 2 proglasi rjesenjem, treba oduzeti
10 bodova.

Napomena 2. Ukoliko se jednadzba kvadrira u pocetnom obliku, izrazi
¢e se ponesto zakomplicirati. Nakon prvog kvadriranja i sredivanja, dobiva
se

Vr+1D)(z+3)=3Vz+7— (z—6).

Nakon drugog kvadriranja i sredivanja dobivamo

2% 410z — 96 = 6(x — 6)vVx + 7.
Sad je potrebno jednadzbu napisati u obliku:

(z —6)(z+16) = 6(z — 6)Vz + 7.

5



Odavde slijedi z = 6, ili
r+16 =6V + 7.

Sad treba provjeriti da je x = 6 rjeSenje jednadzbe. Iz ostatka kvadriranjem
dobivamo

2% + 327 + 256 = 36(x + 7),
P —dr+4=0

i odavde z = 2, Sto nije rjeSenje pocetne jednadzbe.

1
Zadatak 2. Prvo rjesenje: Uvjet z + — = 1 zapiSemo drukdije:
z

2Z2—z41=0

Mnozenjem sa z + 1 dobivamo

P +1=0
2 =—1
(10 bodova) Odavde slijedi
L2007 _ (Y069 _ (_1)669 — ]
pa je
1 1
2007 _ _
z + W =-1 -+ _—1 - —2.

(10 bodova)
1 1
Drugo rjesenje: Oznac¢imo S, = 2" + —. Iz uvjeta z + — = 1, kvadri-
Z" z

ranjem dobivamo

1

52:Z2+§:—1

1
Mnozenjem ove jednakosti sa z + — = 1, slijedi
z

, 1 1
P+t -=-1,
z z

pa je
Sy =—1—-5;=-2. (5 bodova)

Na isti nacin dalje dobivamo
54:—2—52:—1, 55:—1—53:1, 56:1_54:2
Dalje ¢e postupak davati ve¢ poznate brojeve:

S;=1=254, Sg=—1= 2955, Sg=-2=293, ... (5 bodova)
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Period u ovom nizu je duljine 6. Zato je

52007 = 53 = —2. (10 bOdOV&)

Zadatak 3. Prema Vieteovim formulama slijedi

—-m
T1+ Xy = BN
n

X1 To=1— 3 (5 bodova)

Odavde je m = —2(z1 + x2) i n = 2(1 — 21 - 22).(3 boda) Dalje imamo:

m? 4+ n?

1 :(.2714—332)2"‘(1_371'372)2:

=23+ a3+ 1+aj25 = (z] + 1) (a5 + 1),

a to je slozen cijeli broj ako su x; i x9 cijeli brojevi razli¢iti od nule.
(12 bodova)

Zadatak 4. Prvo rjesenje: Bududéi da se radi o kvadratnoj funkciji s
pozitivnim vodeéim koeficijentom, uvjet f(z) < 0 za sve x € (—1,3) ekvi-
valentan je uvjetima f(—1) <01 f(3) <0, koji se mogu napisati kao sustav
nejednadzbi:

1—-m—-3+m+2<0,

9+3m+9+m+2<0.

Prva nejednadzba je trivijalna (0 < 0), a druga se svodi na uvjet m < —5.
(5 bodova)
Promotrimo sada drugi uvjet,
1 1 1

T ) 3
Lijevu stranu po Vieteovim formulama mozemo pisati kao

1 1 -m —3
— === R , (5 bodova)
T X2 T1T2 m+ 2

pa nejednadzba postaje




Zbog m < —5 slijedi m 4+ 2 < 0, pa je gornja nejednadzba ekvivalentna
sa —4m — 11 > 0, §to uvijek vrijedi zbog m < —5. Dakle, m € (—o0, —5].
(10 bodova)

Drugo rjesenje: Bududi da se radi o kvadratnoj funkciji s pozitivnim
vodeéim koeficijentom, uvjet f(z) < 0 za sve x € (—1,3) ekvivalentan je
uvjetima f(—1) < 01 f(3) < 0, koji se mogu napisati kao sustav nejednadzbi:

1-m—-3+m+2<0
9+3m+94+m+2<0

Prva nejednadzba je trivijalna (0 < 0), a druga se svodi na uvjet m < —5.
(5 bodova)

Ako sa z1 ozna¢imo manju nultocku, a sa x5 veéu, gornji uvjet f(x) <0
za sve © € (—1,3) povladiixz; < —1, 25 > 3. Sada slijedi:

1 1 1
— <0, — <z
T i) 3
1 1 1 1
(04— ==
x1+:1:2 +3 3

pa je drugi uvjet automatski zadovoljen i rjesenje je m € (—o0,—5].
(15 bodova)

Zadatak 5. Nacrtajmo sliku: (3 boda)

Polumjer kruznice je dijagonala pravokutnika, pa po Pitagorinom poucku
njegova duljina iznosi

r=|AC| = v/202 + 152 = 25. (2 boda)

Trazimo duljinu tetive EF. Neka je T njezino poloviste. AT je okomito
na FF, pa je AT visina trokuta BAD. Iz formule za povrsinu pravokutnog
trokuta BAD (ili iz sli¢nosti trokuta AT'D i BAD) dobivamo

|AB| - |AD|

|AT| = BD| 12. (10 bodova)



Sada iz Pitagorinog poucka za trokut ATE slijedi:

EF|\?
(—’ 5 |> = |ET)? = r* — |AT|* = 481

odnosno |EF| = 2y/481. (5 bodova)

Napomena. (Drugo rjesenje): Zadatak se moze rijesiti i koordinat-
nom metodom. Pravokutnik postavimo u koordinatni sustav tako da je
A(0,0), B(20,0), C(20,15) i D(0,15).

Spomenuta kruznica je skup svih T'(x,y) za koje je |AT| = 25, odnosno
x? + y? = 625. Pravac kroz tocke B i D ima jednadzbu 3z + 4y = 60.

Sada je moguce odrediti njihova sjecista (krajeve spomenute tetive), i
izracunati njihovu udaljenost.



OPCIINSKO/gKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred — srednja Skola — A kategorija,
29. sije¢nja 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Da bi jednadzba imala smisla treba biti x > 0. Logaritmiranjem
jednadzbe po bazi 5 dobivamo:

log; = - logy 15 + log; 452 - log; x = 0. (5 bodova)
Dalje redom imamo:

logs z(logs 15 + log; 45x) = 0
log; z(logs 15 + logy 45 + log; ) = 0
logs z(logs; 675 + log; ) = 0, (5 bodova)

Odavde dobivamo dva rjesenja:
logsz =0 = 2, =1

1
logs z +1og; 675 =0 = x4 = 575" (10 bodova)

Zadatak 2. Izraz cos® a+cos? 3+cos? v—1 moze se transformirati u umnozak
kosinusa na neki od sljede¢ih nacina:
Prvi nacin:

0 = cos?a + cos® 3+ cos®y — 1
= cos® o+ cos? 3 — sin® y
= cos® a + cos® 3 — sin’[7 — (o + )]
= cos® a + cos® B — sin®*(a + 3)
= cos® a + cos? 3 — (sin avcos 3 + cos asin 3)?
= cos® o+ cos? f — sin? acos® B — cos® asin® 3 — 2 sin av cos 3 cos v sin 3
= cos? a(1 — sin® B) + cos® B(1 — sin® ) — 2sin a cos 3 cos asin 3
= 2cos® avcos? B — 2sin v cos B cos asin 3
= 2 cos acos ((cos acos f — sin asin 3)
= 2cosacos Jcos(a + )

= —2cosacos 3 cosy

10



Drugi nacin:

0 = cos?a + cos® B+ cos® vy — 1
14 cos2a n 1+ cos243

2 2

2 2
_cos OHQ—COS 6] + costny
= cos(a + 3) cos(a — 3) + cos® v

= cos(m — ) cos(a — ) + cos? ¥

+ cos®y — 1

= —cosycos(a — 3) + cos® vy

= —cosy(cos(a — ) — cos )

= —cosy(cos(a — B) + cos(a + )
= —2cos acos 3 cosy

Sad zaklju¢ujemo da neki od kosinusa cos«, cos /3, cosy mora biti jednak
nuli, pa je taj kut pravi. (20 bodova)

Napomena. Ukoliko se u postupku transformacija ne izvede zavrsni
izraz, moze se dobiti najvise 5 bodova.

Zadatak 3. Obje se tvrdnje mogu dokazati na vise nacina. Dokaz tvrdnje
(a) treba bodovati s 10 bodova, kao i dokaz tvrdnje (b).

Prvi dokaz tvrdnje (a). Ako vrijedi o + 3 = g, tj. ako je trokut
pravokutan, onda je, iz jednakosti povrsina, ab = cv, pa dobivamo
1 1 b +a? 2 1

a? b2 a?b? c2v?2 92

Pretpostavimo sad da trokut nije pravokutan. Bez smanjenja opcéenitosti
iy
mozemo pretpostaviti da je a > (3, t.j. da vrijedi a = 3 + 5 Nacrtajmo

sliku:

(2 boda)

U pravokutnom trokutu ACD za kut § vrijedi 0 = 7 —a = § — 3 pa je
kut ZACD = (3. (2 boda)
Iz pravokutnih trokuta ACD i BCD sada ¢itamo:

v
cos 3 =

, v
— sinf3 = —
b’ b a

11



pa je

i+l:sin26+coszﬁzsinzﬁ—l—cosQB:i' (3 boda)

a? b2 v? V2 v? v?

Drugi dokaz tvrdnje (a). Vrijedi

a’>  b? ab? a2b?sin? v

1 1 a?+0  a?sin®y +b?sin’y

Sad koristimo poucak o sinusima i formule za povrsinu trokuta:

a sina . :
- = — = asinvy = csinaq,
c siny
b sing ) .
- = — —> bsin~y = csin 3,
¢ sinvy
a’b?sin? y = 4P = c¢*v?.
Dobivamo:
1 N 1 sin®a+csin?f sin?a +sin? 3
a? b2 c2v? v2 '

Ako je trokut pravokutan, onda je sin § = sin(% — ) = cos . Ako u trokutu

(5
vrijedi « — 8 = 7, onda je sin # = sin(a — §) = —cosa. Ako pak vrijedi
f—a =7, onda je sin f = sin(a+ §) = cosa. U svim je tim situacijama
sin? o + sin? B = sin a 4 cos? a = 1
i tvrdnja je dokazana.(10 bodova)

Dokaz tvrdnje (b) Postupkom kao u drugom dokazu tvrdnje (a), ili na
neki drugi nacin, treba do¢i do ekvivalencije

1 1 1
o + # =3 < sina+sin?pf=1. (5 bodova)

Ta je relacije ekvivalentna s
sin? o = cos? 3
odnosno
sinaw =cos(3 ili sina = —cospf.
Sad treba utvrditi vezu izmedu kutova « i 3, imajuc¢i u vidu da su to kutovi

u trokutu:

sina:cosﬁ:sin(g—ﬁ) = Oz:g—ﬁ+2k7r ili a:W—(g—ﬁH—Wm.

Ovi su uvjeti moguci u trokutu samo za k = 0. Iz prvog dobivamo a+ 3 = 7,
a iz drugog a — 3 = 7.

12



Na isti nacin,

(e

sina = —cosf3 = sin(ﬁ—g) = a= 6—%4—2/% ii a=7r—(f 2)—1—2k7r.

Drugi uvjet, a+ 3 = 37” + k7 nije mogu¢ niti za jedan cjelobrojni k. Iz prvog
uvjeta, za k = 0, dobivamo  —a = 7.
Prema tome, sin? o 4 sin? 3 = 1 vrijedit ée samo ako je o + 3 = 2 ili

|o — B3| = %, 8to je i trebalo dokazati. (5 bodova)
Zadatak 4.

Ispravan crtez: (2 boda) .
Oplosje se sastoji od 8 trokuta, dva veca jednakostranicna: AFH i BDG
te Sest manjih pravokutnih jednakokracnih:

B
a\2
D a 4
2 2
P g Y3
2 2
O = 6P, + 2P, = 3a®> + a*V3 = a*(3 + V3). (10 bodova)

Volumen poliedra ABDFGH dobit ¢emo najlakse ako od volumena kocke
oduzmemo volumene sukladnih piramida BCDG i AEFH:

13



1 .
‘/1 = Vi{ocke = a3’ ‘/2 = ‘/tetraedra = Ead
3 1 3 2 3
V:V1—2V2:a—§a:§a. (8 bodova)

Zadatak 5.
Na jednoj strani kocke ima (n—2)? kockica kojima je jedna strana obojana
zeleno. Ukupno je takvih kockica 6(n—2)?. Neobojanih kockica ima (n—2)?.

n-2

6(n—2)*=(n—2)?°]:(n—2)%#0
6=n—2 = n=2_8 (20 bodova)

Napomena. Dode li u¢enik do rjesenja isprobavajuéi za n = 3,4,...,8
a ne pokaze da je to jedino rjesenje, treba oduzeti 10 bodoval

14



OPCIINSKO/gKOLSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred — srednja Skola — A kategorija,
29. sije¢nja 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Zadatak rjesavamo analitickom geometrijom. Trokut mozemo
smjestiti u koordinatni sustav na razli¢ite nacine.
(a) Neka srediste kruznice bude u ishodistu.

C(0,2V3)

/ K / o) (2 boda)

A(-3,-13) B(3,-13)

3
Visina trokuta je 6 - g = 3v/3. Polumjer kruznice je tre¢ina visine, r =

V3. Koordinate vrhova su A(—3, —/3), B(3, —/3), C(0,2v/3), a koordinate
tocke T na kruznici T'(z,y). Jednadzba kruznice je

® +y? =3 (8 bodova) .
Stoga vrijedi:
ITAPHTBP + |TCP = (x +3)* + (y + V3)* + (z — 3)* + (y + V3)?
+a2 + (y — 2v3)?
2 2 2 2
=224+ 62+9+ > +2V3y+3+22—6x+9+y>+2V3y+3
+a+y® — 43y + 12

= 3(2* +y*) + 36
=9+ 36 = 45. (10 bodova)

(b) Izabere li ucenik koordinatni sustav tako da vrh A bude u ishodistu,
onda su koordinate vrhova A(0,0), B(6,0), C(3,3v/3), srediste kruznice je
S(3,/3). Jednadzba trokutu upisane kruznice je:

(V3)* = (z =3+ (y — V3)%,

2 — 6z +y? —2v3y+9=0.

15



Stoga vrijedi:

ITAP + |TBP? +|TC)> = (2 + ) + ((x — 6)* + 4°) + ((z — 3)* + (y — 3V3)?)
=322 + 3y — 18z — 6v/3y + 72
= 3(2® — 62 + 4% +2V3y 4+ 9) + 45 = 45.

Boduje se na isti nac¢in kao u slucaju (a).

Zadatak 2. Iz uvjeta <T§) =5- (rln) dobivamo:

m(m —1)(m — 2)
6

= bm. (3 boda)

Kako je m prirodan broj veci ili jednak 3, dijeljenjem s m dobivamo jed-
nadzbu:
m? —3m — 28 =0,

¢ija su rjesenja m; = —4 (koje otpada jer nije prirodan broj) i my = 7.
(7 bodova) Tada je:

(o () -

352272977 = 140,
21‘—2 —4 = 227
x=4. (10 bodova)

Napomena. Ukoliko se ne odbaci rjesenje kvadratne jednadzbe m; =
—4, dobit ¢e se odgovarajuéi xr = —= Ako ucenik ne odbaci to rjesenje,

treba oduzeti 7 bodova.

Zadatak 3. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom. Dovoljno je
pokazati da jednakost

Tn42 + Tn o Tn+41 + Tn—1

Tn+1 Tn,

vrijedi za svaki n > 2. Ova jednakost je ekvivalentna jednakosti
2 _ 2
Ln+2Tn + Tpn = Tp4+1 + Tn4+1Tn—1,

2 2
Tn — Tp41Tp—1 = Tn+l — Tpt2Tn,

koja vrijedi jer su po uvjetima zadatka obje strane jednake 1. (20 bodova)
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Zadatak 4. Prvo rjesSenje: Prema nejednakosti izmedu aritmeticke i geo-
metrijske sredine vrijede sljede¢e nejednakosti:

at+1l > 2Va,
2a+1 > 2v2a,

na+1 > 2y/na. (10 bodova)
Zbrajanjem ovih nejednakosti i sredivanjem dobivamo redom:

(@+1)+@2a+1)+-+ma+t1) > 2/a(VI+V2+-- +n),
al4+2+4-4+n)+n > 2/a(V1+V2+---+n),
)
)

o 20t D) VaVI4VI+- 4
(VI+V2+-+n),

>
5 +n =

2
nn+1)a+2n > 4v/a
Sto je i trebalo dokazati.(10 bodova)

Drugo rjesenje: Dokazujemo indukcijom. Za n = 1 tvrdnja glasi
20 +2>4ya < 2(y/a—1)*>0. (5 bodova)
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n. Tada za n + 1 trebamo dokazati
(n+1)(n+2)a+2(n+1) > 4v/a(V1+V2+...+vn+vn+1). (3 boda)
Koristimo pretpostavku indukcije:
n(n+1)a+2n > 4y/a(V1+vV2+ -+ /n).
Zato je
(n+1)(n+2)a+2(n+1)=nn+1)a+2n+2an+1)+2
> [4\/a(ﬁ+\/§+---+\/ﬁ)] +2a(n+1) +2
(6 bodova) . Za dovrsenje dokaza trebamo dokazati nejednakost

2a(n+1)+2>4V/avn + 1.

Ovo je nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine. Time je tvrd-
nja dokazana.(6 bodova)

Zadatak 5. Ispred danog se broja nalaze svi brojevi koji poc¢inju znamen-
kama 112, anjih ima 2-6!. Isto se tako ispred danog broja nalaze i svi brojevi
koji pocinju znamenkom 3, a druga znamenka im je 1,2,4 ili 5, a takvih ima
4 - 5!, Ako nastavimo tako razmisljati, dobijemo da se ispred danog broja
nalazi ukupno 2-6!+4-5!+3-4!+2-3!+1-2! = 2006 brojeva, sto znaci
da se dani broj nalazi na 2007. mjestu. (20 bodova)

Napomena. Ukoliko ucenik napravi bilo koju pogresku u prebrojavanju,
moze dobiti najvise 10 bodova.
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