ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred - srednja skola — A kategorija,
9. ozujka 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Zadana jednakost ekvivalentna je s
2=y = = (y—x)(y + %),
Kako je 11 prost broj, broj y — x poprima jednu od vrijednosti 41, +11 ili +112.
(5 bodova)
a) Neka je y —x = 1, tadaje x + y = 11%. RjeSenje ovog sustava je x = 60,y = 61.

Ako je y —x = —1, tada je x + y = —112. RjeSenje ovog sustava je x = —60,
y=—61. (5 bodova)

b) Neka je y —x = 11, tada je x + y = 11. RjeSenje ovog sustavajex =0,y = 11.

Akojey—x = —11,tadajex+y = —11. RjeSenje ovog sustavajex = 0,y = —11.
(5 bodova)

¢) Neka je y — x = 112, tada je x + y = 1. RjeSenje ovog sustava je x = —60,
y=61.

Neka je y — x = —112, tada je x +y = —1. RjeSenje ovog sustava je x = 60,
y=—61. (5 bodova)

Napomena. Ukoliko u¢enik ne navede neko od rjeSenja, za svako koje nedostaje
treba oduzeti 3 boda.

Zadatak 2. Nacrtajmo sliku:

-
N

Trokut SLB je jednakokracan pravokutan i vrijedi |SL| = |[BL| = v2cm. (5 bodova)

Trokut KSA slican je trokutu BLA te vrijedi

IKS|  |BL| KS| V2
—_— = = =
ISA| — |LA] 2 2-2




Odavde dobivamo
IKS| = V2(2+ v2). (10 bodova)
Zato je trazena povrsina jednaka

_ |KS| + |BL]|

Pskpr = 3 . |SL| =3+ \/E (5 bodova)

Zadatak 3. Prve dvije jednakosti moZzemo napisati ovako:

a b b ¢ ¢ a
-+ -—-=—4-=-+-.
X Yy ¥y z z X

Odavde dobivamo:
b b
G_2_¢ o x=% -2 (5bodova)
X 'y z c c

Sad je

a+b_ n B
x y oz

S druge strane, iz zadanih jednadzbi vrijedi

a b _ 4a+b+2)  Ma+ b+ ) A(aP+ P+ P) A

y X4y 2 @2 P2 o 2@+b2+c2) 2
C C

Odavde sad slijedi
4c? 2¢ 2c
—_—=— == —

72 z z
Tako dobivamo rjeSenje: z = 2¢, x = 2a,y = 2b. (15 bodova)

=1

Zadatak 4. 1. nac¢in: Imamo redom

a—>b <\/§ (a —b)?

a2+b:~ 4

[

—= (@41 -8 +b)+16>0 < (a®>+b*—4)>>0. (15bodova)

Jednakost vrijedi za a® 4+ b*> = 4. Ovu jednakost moZemo pisati (a +b)?> —2ab = 4,
a odavde nalazimo a + b = v/6. (5 bodova)

2. nadin: Dana nejednakost ekvivalentna je s 2v/2(a — b) < a® 4 b, odnosno zbog
ab =1,
1 1
2V2(a—~) <a+—. (5bodova)
a d2
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Stavimo t = a — 61—1 (5 bodova)

Tada je a* + L% — > +2, a dana nejednakost ekvivalentna s 21/2¢ < > +2 odnosno

(t —+/2)2 > 0, ato ocito vrijedi. (5 bodova)

Jednakost je ispunjena kada je r = /2, odnosno a — % =2

Rjesenja jednadzbe su a = M, b = @ (ili obratno), paje a + b = /6.
(5 bodova)

Zadatak 5. Neka se dijagonale pravokutnika sijeku u tocki S. Promatrajmo trokute
ABS 1 BCS. Polumjeri kruZnica upisanih tim trokutima su ry i r;, kao na slici.

D C

Trl (3 boda)

Ti trokuti imaju jednake ploStine P, jer je ploStina svakog jednaka Cetvrtini ploStine

paralelograma. (2 boda)

Poluopsege tih trokuta ozna¢imo sy i s5. Vrijedi P = rys; = rpsp, odaklejer; : rp =

§+9+a_d+a
2 2
. d+b .

Isto je tako 55 = — Zatojer; :rp=(d+b): (d+a). (5bodova)

s : s1. Ako je d duljina dijagonale pravokutnika, tada je s; =

Izra¢unajmo d. Omjer a : b = 12 : 5 moZemo pisati kao a = 12k, b = 5k, k € R™.

d* = a* + b* = (12k)* + (5k)* = 144k> + 25k* = 169k,
d = 13k. (5 bodova)

Konac¢no je
ri: rp = (13k + 5k) : (13k 4+ 12k) = (18k) : (25k),

to jest
ri:rn=18:25. (5bodova)



ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred - srednja Skola — A kategorija,
9. ozujka 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Neka je z = a + bi. Tada je

4=2> =d®+ b 4.a" + b =4, (3 boda)
pa imamo
2 2 )
a — bi
Z Z a—+ bi ot bi a—+ oi )
.12 2
a — bi 3 5
a—+ bi 1 4a—|—4 i
9 , 25, 9 o 25,
= — —b°=—(4-> —b
TR T A T:
9
=3 + 5% (7 bodova)
112
Funkcija |z — —| postize minimum % za b*> = 0, pa funkcija |z — —‘ postize
< 4

minimum 3 za b = 0, pri éemu je a> = 4, tj.a = £2. (5 bodova)
S obzirom da vrijedi a> 4+ b*> = 4, maksimalna vrijednost za b? je 4. Zato funkcija
112
7— =

Z
3 zab =2, pri¢emujea® = 0,tj.a=0. (5bodova)

postiZze maksimum % +4 za b*> = 4, pa funkcija postiZze maksimum

1
Z__
2

Napomena. Sli¢no se zaklju¢ivanje moze izvesti 1 1z:

2

2
2a2 5b2: g—l—bz.

16" T 16 4

‘ 1

<

Zadatak 2. [z uvjeta najprije zakljucujemo da vrijediy > x, pajey —x > O.

Zadana jednakost ekvivalentna je s
1P =y - = (y—x)(0* +xy + 7).

Kako je 11 prost broj, broj y — x poprima jednu od vrijednosti 1, 11, 112, 11°.
(5 bodova)

a) Nekajey—x = 1, tadaje 113 = x> +xy +y> = 3x> +3x+ 1. Izraz 3x> + 3x + 1
pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1, dok 11° = (9 + 2)? dijeljenjem s 3 daje ostatak 2.
Zaklju¢ujemo da u ovom slucaju jednadzba nema rjeSenja. (4 boda)

b) Akojey —x =11,tadajey = x 4+ 11 1 vrijedi
112=x> +xy+y> =3 +3-11x + 112
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Sadamorabitiilix =0,y =11,ilix=—11,y=0. (3 boda)
¢) Akojey —x = 112, tadaje y = x + 112 i vrijedi
11 :x2+xy+y2 =322 +3-11% + 11%.

Lijeva strana dobivene jednakosti djeljiva je s 11, pa zato x mora biti djeljiv s 11.
Stavimo li x = 11z, dobivamo

1=3-1122+3-11% + 11°.

Desna strana dijeljiva je s 11, a lijeva nije. Zato u ovom slucaju jednadZzba nema
rjeSenja. (4 boda)

d) Akojey —x = 113, tadaje y = x + 113 i vrijedi
1=x>+xy+y> =3 +3-11°x+ 11

Ova jednadZba nema realna rjeSenja jer je pripadna diskriminanta negativna: D =
9-11°—12(115—-1). (4 boda)

Zadatak 3. Apscise to¢aka A i B zadovoljavaju kvadratnu jednadzbu ax® + bx+c =
kx + by, a apscise to¢aka C 1 D jednadzbu ax® + bx +c¢ =kx+ by. (5 bodova)
Iz Vieteovih formula rjeSenja u obje jednadZbe zadovoljavaju isti uvjet: x; + x; =

k—b
— (15 bodova)

Zadatak 4. Oznacimo toc¢ke kao na slici

(2 boda)

a) Buduéije |AP| = |RC|iAP || RC,ondaje AR || CP. Naistinadin, iz |BQ| = |DS|
i BQ || DS slijedi da je BS || DQ. Zato je Cetverokut KLMN paralelogram.
(5 bodova)

b) Duzina QL je srednjica trokuta BCK, jer je QL || BK i |BQ| = |QL|. Zato vrijedi
|KL| = |LC].
Iz istog razloga je |AN| = [NM|.
Duzina PK je srednjica trokuta ABN, pa je |PK| = $|AN| = J|NM| = 1|KL|.
Dobili smo: |[KL| = |LC| = 2|PK| pa je |[KL| = £|PC|. (3 boda)
Dalje imamo
2 2
Pgrmy = |KL|-v = §|PC| V=3 - Papcr

(Ovdje je v visina paralelograma KLMN s osnovicom KL.) (5 bodova)
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Bududi da je trokut ADR sukladan trokutu BCP, jer se podudaraju u tri stranice,

onda je
1 1

Papck =2 - Papr =2 1 *Pspcp = 7 - Psgcp-

Tako dobivamo Pgryn = % . % - Pagcep = % - Pagcp. (5 bodova)

Zadatak 5. Prvo dokaZimo da je broj x djeljiv s 3.

Izmedu brojeva a, b, ¢, d dva daju isti ostatak pri dijeljenju s 3, pa je razlika ta dva
broja djeljivas 3, a onda je i x djeljivs 3. (5 bodova)

Sad dokaZimo da je broj x djeljiv s 4.

Ako izmedu brojeva a, b, ¢, d dva daju isti ostatak pri dijeljenju s 4, onda, kao u
prethodnom slucaju zakljucujemo da je x djeljiv s 4.

Ako su svi ostaci brojeva a, b, ¢, d pri dijeljenju s 4 razliciti, onda je razlika brojeva
koji daju ostatke 0 i 2 djeljiva s 2, kao i razlika brojeva koji daju ostatke 1 1 3. Tako
jeixdjeljivs4. (15 bodova)

Napomena. Zakljucak o djeljivosti broja s 4 moZze se izvesti 1 promatranjem njihove
parnosti. Ako su svi brojevi parni, ili svi neparni, tcrdnja je o¢evidna jer je svaki
faktor djeljiv s 2. Ako su medu njima dva parna i dva neparna, tada je razlika brojeva
u tim parovima paran broj, pa je umnozak djeljiv s 4. Ako su medu njima tri parna
i jedan neparan, onda postoje tri razlike koje su paran broj. Isti zakljucak vrijedi i
ako su tri broja neparna, a jedan paran. (15 bodova)



ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred - srednja Skola — A kategorija,
9. ozujka 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Oznacimo sa x traZeni broj, inekajea = 11...1. Tada je
—

n

10"=99...941 =9a+1 (S bodova)

n

pa dobivamo

44 ...4=4a- 10"+ 4a = 4a(9a + 2),

2n
11...1=10a+ 1,
n+1
66...6 = 6a. (5 bodova)
——
Zato je
x> =4a(9a+2) +10a+ 1 — 6a
=364’ + 12a+ 1 = (6a+ 1)?
Odavde slijedi
x=6a+1=6-11...14+1=66...67.
S—— ——
n n—1
(10 bodova)

Zadatak 2. Ako je 37 period odf, ondajef (x+37) = cosn(x+3m)-sin 2(x+37) =
cosnx - sin %x = f(x) za svaki x € R. Uzmimo x = 0 te iz navedene jednakosti
dobivamo sin 157” = 0, §to je ispunjeno za n = +1, 3, +5, +15. Neposrednom
provjerom zakljuCujemo kako dana funkcija za svaku od tih vrijednosti broja n ima
period 37. (20 bodova)

Napomena. Bilo koje djelomicno rjeSenje treba bodovati najvise s 10 bodova.

Zadatak 3. Zadatak se moze rijesiti na viSe nac¢ina. Evo nekih rjeSenja.

1. naédin. Stavimo, radi jednostavnosti zapisivanja, a = sin(xy). Jednadzba
x4 10ax +25=0

ekvivalentna je s
x=—-5a+5Va*—1.

Zato ona ima realna rjeSenja samo onda kad je |a| > 1. S obzirom da je uvijek
| sin(xy)| < 1, zakljuujemo da mora biti a) sin(xy) = 1 ili b) sin(xy) = —1.
(8 bodova)



a) Ako je a = 1, onda mora biti x> + 10x + 25 = 0 pa je x = —5. Dakle mora biti
sin(5y) = —1. (3 boda)

b) Ako je a = —1, onda mora biti x> — 10x 4+ 25 = 0 pa je x = 5. Dakle mora biti
sin(5y) = —1. (3 boda)

3 2
U obasslucajajey = 1—g + k- ?71 k € Z. Prema tome skup rjeSenja glasi
3n 27 3n 27
= -5, — - — — C— 7.
S {( 5,10~|—k 5),(5,10+k 5)}, k € (6 bodova)
2. nadin. Iz zadanog uvjeta je
sin(xy) =~ 2
xy) = — .
Y 10x
Zato mora biti )
25
1< T2 21 (6bodova)
10x

Ako je x > 0, nejednakost slijeva vrijedi a zdesna dobivamo
(x—5)2<0

pamorabitix =5. (4 boda)

Ako je x < 0, nejednakost zdesna je ispunjena, a slijeva dobivamo
(x+5)2%<0

pa mora biti x = —5. (4 boda)
Zavrsetak zadatka slijedi kao u 1. nacinu. (6 bodova)

3. nacin. Zadanu jednadzbu mozZemo pisati ovako:

x? + 10x - sin(xy) 4 25(sin?(xy) 4 cos*(xy)) = 0
(x4 5-sin(xy))? + (5cos(xy))? = 0. (6 bodova)

Ova se jednadzba “raspada” na sustav
x+5-sin(xy) =0 (1)

cos(xy) =0 (2)

Zbog (2) dobivamo sin?(xy) = 1 — cos?(xy) = 1, tj. sin(xy) = 1. Prema (1)
imamox +5 =0, t.x = £5. (8 bodova)

ZavrSetak slijedi kao prije. (6 bodova)

Zadatak 4. Produzimo stranicu BC preko vrhova B i C do tocaka B’ i C’ tako da je
|BB'| = |AB| = ¢, |CC'| = |AC| = b. Tada su trokuti AB’B i AC'C jednakokra¢ni,
pa kut pri vrhu B’ iznosi /2, a kut pri vrhu C’ iznosi y /2.

Neka su B”, C" polovista duzina AB’, AC'.
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(5 bodova)

Lako se vidi da trokut AB”C"” ima duljine stranica

|AB"| = ccosg, |AC"| = bcosg, |B"C"| =5
1 kut pri vrhu A jednak
B,y ___ Bty
o+ 5 + 5= T B

Zato je traZena jednakost upravo kosinusov poucak za stranicu B”C” u tom trokutu.
(15 bodova)

Zadatak 5. Ako su oboc¢ni bridovi piramide jednako nagnuti, onda projekcija vrha
piramide pada u srediSte P opisane kruznice baze. Ta je baza pravokutan trokut, pa
je to srediste poloviste hipotenuze. (5 bodova)

Nacrtajmo sliku:

(3 boda)

Volumen piramide je V = %B - h . Odredimo najprije B. Zadana je hipotenuza c i
kut ¢, pa su duljine kateta c sin o i ¢ cos a. Zato je
1 2 sin2a
B = EC sino - ccos ot = % (5 bodova)
Visinu A hipotenuze ra¢unamo iz pravokutnog trokuta VPR. Tu je PR srednjica
trokuta BCA. Zato je

1
h=|PR|-tgp = jecosa: tg3. (5 bodova)

Tako dobivamo

1 ¢*sin20 ccosatgf B 3

V= 3 1 5 = ﬁcosasmmxtgﬁ. (2 boda)




ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred - srednja Skola — A kategorija,
9. ozujka 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Najprije odredimo faktorizaciju zadanog umnoska:
18900 = 189100 =63-3-4-25=7-9.3.2%.52 =22.33.52.7,

(5 bodova)
Najmanji takav broj.

Od brojeva 2, 2, 3, 3, 3, 5, 5, 7 treba sloZiti Sto manje znamenaka. Tu je zadano 8
znamenaka, pa je najmanji broj kojeg mozemo sloziti od tih znamenaka Sesterozna-
menkasti broj. Naime, mozemo grupirati sljede¢e znamenke: 2-2 =4,3-3 =9,
illidvaputa2-3=6,ili2-3=613-3 =09.

Tako dobivamo tri skupa od po Sest znamenaka: {3,5,5,6,6,7}ili {3,4,5,5,7,9}
ili {2,5,5,6,7,9}. (8 bodova)

Najmanji broj koji se moze sloziti od tih skupova znamenaka jest onaj koji pocinje
s 2, iz treceg skupa znamenaka: 255679. (2 boda)

Najveci takav broj.

Treba upotrijebiti Sto viSe znamenaka, pa bismo mogli pomisliti da je rjeSenje broj
75533 322. Medutim, uo¢imo da moZemo dobiti po volji velik broj koji zadovoljava
uvjete zadatka tako da dodajemo niz znamenaka 1 na bilo koja mjesta u broju. Zbog
toga najveci takav broj ne postoji. (5 bodova)

Zadatak 2. RijeSimo sistem jednadzbi:

X+ by =y,
y+tcz=s,
z+ax =s.

Pomnozimo li te jednadZzbe redom s 1, —b, bc 1 zbrojimo, dobivamo

x(1 + abc) = s(1 — b + be),

tj.
1—b+ bc
=s—— . (10 bod
xX=s T+ abe ( odova)
Sli¢no je
l—c+ca l1—a+ab
=5 =s— . (5bod
Y Fabe ST Y abe (5 bodova)
Zato je

x:y:z=({1—=b+bc):(1—c+ca):(1—a+ab). (5bodova)

10



Zadatak 3.

a) Stavimo z = x + iy. Dobivamo:
x—iy=x>—3xy* 4+ 3x%yi —y’i (3 boda)

1 odavde

x(x* =3y> — 1) =0,
y(3x> =y +1)=0. (2boda)

Moguénost x = 0 daje y(—y> +1) = 0,tj.y; =0,y = 1, y3 = —1.
Ako je x> — 3y? — 1 = 0, tada iz x> = 3y? + 1 dobivamo y(8y* + 4) = 0 i odavde

y = 0, x = £1. Postoji dakle pet rjeSenja: z; = 0,20 =1, z3 =i, 4 = —1,
z5 = —i. (5 bodova)
b) Najprije dobivamo

2l = [zl = || = |2
pa mora biti |z = 01ili |z]* = 1, tj. |zl = 1. (3 boda) Odavde dobivamo prvo
rjeSenje: zo = 0. (2 boda)
Neka je sad z # 0. MnoZenjem pocetne jednakosti sa z dobivamo ekvivalentnu:

6

2= = |7?=2°

ti.1=z0iodavdez= V1. (2 boda)

2km 2km
RjeSenja ove jednakosti su zz = cos v + isin % k=1,2,...,6. Tako dobi-
P R S (I Y RN

726 = 1. (3 boda)

Napomena. Oba se dijela mogu rijesiti istovremeno, kao u postupku b), promatra-
njem jednadZbe 7" = z. Takav nacin treba priznati, ukoliko su ispisana rjeSenja za
slucaj a) 1 slucaj b).
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Zadatak 4. Postavimo hiperbolu u koordinatni sustav tako da joj je srediSte O u

ishodistu koordinatnog sustava te da ima jednadzbu b’x*> — a?y? = a?b?* (a = duljina
realne poluosi, b = duljina imaginarne poluosi).

y

) X
Asimptote imaju jednadzbe: y = —x iy = ——x. Sve radimo za tocku T (xg, yo)

a
koja se nalazi u prvom kvadrantu, ali potpuno analogno sve ide i1 ako je 7' u nekom
od preostalih triju kvadranata. (S bodova)

Trazimo koordinate tocaka U 1 V:

= b
{y o=gl—x) U (=50 +0,0)

y=0 b
Y=o =—2(x—x) a

a = V (—yo + Xo, O> (5 bodova)
y=20 b

Zbog Talesovog poucka kut ¥OKV je pravi i trokut OUK slican je trokutu OKV iz
¢ega dobivamo:

|CK| |Ci| 2
— = —— — |OK|" = |0U|- |0V|.

Racunamo analiticki:

a a
00110V = (=5y0-+0) - (530 +)
2 bzx(z) — azy(z) _a

_ Yo 2
=—3YoTX = b2 b2

b

2b2
= dz.

Dobili smo |OK|?> = a? te je |OK| = a. (10 bodova)

(Svejedno je uzme li se za polukruZznicu ona iznad ili ispod osi hiperbole, jer je
situacija zrcalno simetri¢na.)
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Zadatak 5. 1. nacin. PokaZimo najprije da je barem jedan od brojeva a, ili b,
djeljiv s 5. IzraCunajmo njihov umnoZzak:

anb, = [(22n+1 + 1) _ 2n+1] . [(22n+1 + 1) + 2n+1]
— (22n+1 4+ 1)2 o (2n+1)2 — 24n+2 +2. 22n+l +1— 22n+2
SIS R R D V7 LT NE L RS
=5 (42 —42l 422 440,

Izraz u zagradi je ocito prirodan broj za svaki n € N. a, - b, djeljiv s 5 za svaki
n € N. (10 bodova)

PokaZimo sad da oba ta broja ne mogu biti djeljiva s 5. U tu je svrhu dovoljno
pogledati njihovu razliku:

by —a, =2 - 2" = ont2,

Ta razlika nije djeljiva s 5, a jedan od brojeva a,, b, jeste. Zato drugi nije djeljiv s
5. (10 bodova)

2. nadin. Zadatak se mozZe rijeSiti promatranjem ostataka pri djeljivosti s 5.
Niz 2" pri dijeljenju sa 5 daje ostatke 2, 4, 3, 1,.... Ovi se ostatci dalje periodicki
ponavljaju s periodom 4. (5 bodova)

Niz 27! daje ostatke 4, 3, 1, 2.. ... Ostatci niza 22"T! = 27 . 2"*1 pri dijeljenju s 5
najlakSe se dobiju tako da se pomnoZe ¢lanovi prvih dvaju nizova. Tako dobivamo:
3,2,3,2,.... Ovaj je niz periodi¢ki s periodom 2. (5 bodova)

Sve ove rezultate moZzemo napisati u obliku tabice:

nlon 2n—|—1 22n—|—1 ay bn
112 4 3 013
2| 4 3 2 011
313 1 3 310
411 2 2 110
512 4 3 013

U svakom retku, to¢no jedan od posljednja dva broja jednak je nuli, pa je to¢no
jedan od brojeva a,, b, djeljivs 5. (10 bodova)
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