ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred - srednja Skola — B kategorija,
9. ozujka 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Zadana jednakost ekvivalentna je s
112 =% =% = (y = 2) (y + ).

Kako je 11 prost broj, broj y — x poprima jednu od vrijednosti +1, 11 ili £112.
(5 bodova)

a) Neka je y —x = 1, tadaje x + y = 11%. RjeSenje ovog sustava je x = 60,y = 61.

Ako je y —x = —1, tada je x + y = —112. RjeSenje ovog sustava je x = —60,
y=—61. (5 bodova)

b) Neka je y —x = 11, tada je x + y = 11. RjeSenje ovog sustavajex =0,y = 11.

Akojey—x = —11,tadajex+y = —11. RjeSenje ovog sustavajex =0,y = —11.
(5 bodova)

¢) Neka je y — x = 112, tada je x + y = 1. RjeSenje ovog sustava je x = —60,
y =6l.

Neka je y — x = —11%, tada je x +y = —1. RjeSenje ovog sustava je x = 60,
y=—61. (5 bodova)

Napomena. Ukoliko u¢enik ne navede neko od rjeSenja, za svako koje nedostaje
treba oduzeti 3 boda.

37 11
Zadatak 2. 1. nacin. Vrijedi — =2+ — paje

13 13
n 1 13 n 2
X _— — = e
1
y+; 11 11

Kako su x, y i z prirodni brojevi, drugi pribrojnik slijeva je manji od 1, pa mora biti
x=1. (10 bodova)

—=—=54 -
Y z 2 + 2
Sad zakljuCujemodajey =5iz=2. (10 bodova)
Napomena. Treba priznati i ona rjeSenja u kojima se ne raspravi jednoznacnost.

2. nacin. Zadana se jednadzba moze srediti na sljedeci nacin:

37 1
_:24_7
1 )
13 x—l——l
y+ -
F4
1 1 ~oyz+1
13 1% wyztax+d
vz+1
1(xyz+x+z) =13(yz+ 1), (5 bodova)

Ix(yz+ 1)+ 11z =13(yz+ 1),
(yvz+ 1)(13 — 11x) = 11z. (5 bodova)
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Broj 13 — 11x mora biti pozitivan, pa je zatox = 1. (5 bodova)
Sada je 2(yz + 1) = 11z, odnosno
zZ(11 =2y) =2

Broj 11 — 2y je neparan, pa mora biti z = 2, 11 — 2y = 1, odakle slijedi y = 5.
(5 bodova)

Zadatak 3. Prema uvjetu je abcd - 4 = dcba pa mora biti a < 3. Naime, 3000 - 4 =
12000 — broj s 5 znamenaka.

Broj dcba je paran broj, pa a mora biti paran broj. Zato jea = 2. (5 bodova)

Dalje imamo:

2bcd -4 = dcb2 — d > 8.
Posto produkt 4 - d zavrSava s 2, mora bitid = 8. (5 bodova)
2bc8 - 4 = 8ch2
(2000 + 1006 + 10c + 8) - 4 = 8000 + 100c + 10b + 2
4000 + 40c¢ + 32 = 100c + 10b + 2
3906 4+ 30 = 60c / : 30
13b+1=2c

Broj 2¢ nije veéi od 18. Zato mora biti b = 1, pa je ¢ = 7. TraZzeni broj je 2178.
(10 bodova)

Zadatak 4. a) Skup R rastavit ¢emo na tri intervala:
Dx< —%. Tu jednadzba glasi

—3x+2-3x—-2=5 — x=—

5
G
RjeSenje zadovoljava, jer pripada intervalu.
2) —3 < x < 3. Tu jednadzba glasi

—3x+2+4+3x+2=5 = 4=5.
JednadZba nema rjeSenja na tom intervalu.
3) x > 2. Tu jednadZba glasi

5
3x—24+3x+2=5 — x:a

RjeSenje zadovoljava, jer pripada intervalu. (8 bodova)
b) Primijetimo da vrijedi:

Y= V2 — 12x+4+Vx2 + 12x + 4
— /v =224 \/Gr 122 = Br— 2|+ 3x+2|  (2boda)

Prema dijelu a), ova funkcija ima sljededi prikaz:

—6x, x< —%,
2 2
y= 47 -3 S X S 3
6x, %<x

Njezin graf izgleda ovako:



y

y=-6x s y=06x
\& ;\
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Lik omeden grafom ove funkcije i pravcem y = 5 je trapez s vrhovima (—%, 5),

(—%,4), (%,4), (%, 5). Njegove osnovice imaju duljine 2 - % i2- %, a visina mu

iznosi 1. Zato mu je povrSina

1= % (5 bodova)

Zadatak 5. Nacrtajmo sliku:

(3 boda)

Tocka E je presjek pravaca BC i AD. Trokut ABE ima dva kuta od 45°, pa je
pravokutan. Zato je AD 1. CB. (5 bodova)

Iz istog razloga je CD L AB. Dakle, na pravcima AD 1 CD leze visine trokuta ABC,
pa je D ortocentar trokuta ABC. Odatle slijedi da je BD 1. AC. (12 bodova)



ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred - srednja Skola — B kategorija,
9. ozujka 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. 1° Stavimo z = x + yi. Iz prvog uvjeta dobivamo

(x+1)*4+ (y+8)?2—(x+2)*—(y+1)*> =100
2x+1+16y+64—4x—4—2y—1=100
14y — 2x + 60 = 100
Ty —x =20

1 20

y= ?x + - (8 bodova)

2° Iz drugog uvjeta slijedi

(x—5)%+y" =25
2
12
(x—5)2—|—(§x—|—70> =25
(x—35)2-49 + (x +20)> = 49 . 25
50x° — 450x +400 =0/ : 50
x> —9x+8=0 (8bodova)

RjeSavanjem ove kvadratne jednadZbe dobivamo dva rjeSenja:

x1=1 yvi=3 z1=143i
Xy =38 vy, =4 y» =8 +4i (4boda)

(3 boda)

Neka je P povrSina trokuta ABC. U trokutu AFD stranica AF dvostruko je dulja od
stranice AC, a visina na tu stranicu je trostruko dulja nego visina u trokutu ABC.
Zato je

Psrp = 6 - Psgc = 6P. (7 bodova)
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Na isti na¢in dobivamo Pgpr = 6P, Ppcr = 6P.
Zato je

Ppgr = 6P +6P 4+ 6P+ P =19P =19 - Psgc. (10 bodova)

Zadatak 3. Apscise to¢aka A i B zadovoljavaju kvadratnu jednadzbu ax? + bx + ¢ =
kx + by, a apscise to¢aka C i D jednadzbu ax’> + bx +c =kx+b,. (5bodova)

k—b
Iz Vieteovih formula rjeSenja u obje jednadzbe zadovoljavaju x| + xp = .

a
(15 bodova)

Zadatak 4. Jednadzbu moZemo napisati u obliku:

1 1 1
(x3 + —3> + (xz + —2> + (x—l— —) = 6. (5bodova)
X X X

Iskoristit ¢emo supstituciju: t = x + —. Onda je
X

1\2 1 1
tzz(x—i——) =X 4245 = X +5=r-2
X X X
3 1\3 3 11 3, 1 3
t:<x—|——> =X +3x+3—+—3:>x—|——3:t — 3t (5 bodova)
X X x X

Tako jednadzba prelazi u:
P+ —-2—-8=0.
Grupiranjem pogodnih ¢lanova dolazimo do sljedecée faktorizacije:
P -8+ —2=0,
(t—2)(P+2t+4)+1(r—2) =0,
(t—2)(+3t+4) =0 (5bodova)

Zakljuujemo da mora biti r — 2 = 01ili > + 3t +4 = 0. Jednadzba > +3t+4 =0
nema rjeSenja u skupu realnih brojeva.
Zat—2 = 0, odnosno ¢t = 2, dobivamo

1
Xt-=2= ¥ -2x+1=0
X

pamorabitix = 1. (5 bodova)



Zadatak 5. Nacrtajmo sliku:

(3 boda)

Iz pravokutnog trokuta ACE imamo d?> = (2r)? + (x + ¢)?. Dalje je

c a—+c
+ =5 (5 bodova)

x+c=|AE| =

N

Trapez je u ovom slucaju tangencijalni ¢etverokut, pa u njemu vrijedi da je zbroj
jednog para suprotnih stranica jednak zbroju drugog para suprotnih stranica. Zato

2b
jex+c= 5= b. (5 bodova)
Dalje moZemo uociti da je b > 2r, te je
d* = (2r)* + b* > (2r)* + (2r)* = 8/°.

Dakle, d* > 8r%, paje d > 2v/2r, §to je i trebalo dokazati. (7 bodova)



ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred - srednja Skola — B kategorija,
9. ozujka 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Dana jednadzba ekvivalentna je redom sa:

log, (4" 4+ 16) — 2log, 5 = x + 1,
log, (4" 4+ 16) —log, 5 = x + 1,

4+ 16
log, T =x+1, (5 bodova)
4x _|_ 16 _ 2x+1
5 )
4 _-10-2+16=0. (5 bodova)

Neka je 2 = r. Tada je > — 10r + 16 = 0, odakle dobijemo 7; = 8, 1, = 2.
(5 bodova) Iz 2* = 8 slijedi x; = 3, aiz 2* = 2 slijedix; = 1. (5 bodova)

Zadatak 2. Prvo rjeSenje. Oznacimo s x, y i z duljine dijagonala od najkrace prema
najduljoj.

Najduljih dijagonala ima Cetiri, dok preostalih dviju ima po osam, pa je zbroj duljina
dijagonala jednak 8x + 8y +4z. (5 bodova)

Izra¢unajmo x. Kut pravilnog osmerokuta je 135°.

B
/\,
C X A

Prema kosinusovom poucku je
¥ =124+12-2c0s135° =2 + V2,
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pa je
x=1/2+vV2.  (5bodova)

Izracunajmo z.

[SS1IN]
[\

Opet prema kosinusovom poucku imamo

12:<£>2"‘<£>2_2'£'£-Cos45"zzz—ZZ\/E
2 2 ’

z=1/4+2v2.  (5bodova)

Konacno, izraCunajmo y. Trokut ADE je pravokutan (Cetverokut ADEH je parale-
logram koji je centralnosimetric¢an, pa mora biti pravokutnik).

odakle slijedi

E

A D

Primjenom Pitagorinog poucka dobivamo:

V=72 -1=3+2V2,

v =1/3+V2. (5 bodova)
Zbroj duljina dijagonala je, dakle, 8v/2 + v/2 + 8v/3 + 22 + 44 + 2V/2.

Drugo rjeSenje. Nakon $to smo izracunali x, raCunamo y. Kut pri vrhu C u trokutu
ACD iznosi

t.

135° — 1 .45° = 112°30.
Primjenom kosinusovog poucka u tom trokutu, dobivamo

y? = x% + 12 — 2xcos 112730

y:\/2+\f2+1+2-\/2+f2-7‘2;ﬁ=\/3+2\6~

8

L.




. e g 0 /22—
Pri tome smo koristili cos 112°30' = — 1+C°§ 225 — _ 22 \/E'

Tada raSunamo z = \/y? + 1 = V4 + 24/2.

Zadatak 3. a) Oznacimo duljine stranica kao na slici

Prema kosinusovom poucku u trokutu ABD vrijedi

(1) & =u+1>—2utcos @ (5 bodova)

Prema kosinusovom poucku u trokutu CAD vrijedi

(2) b =v*4+1 —2vrcos(m — @) =V + 12 + 2vrcos @ (5 bodova)

(5 bodova)

b) PomnoZimo (1) s v, (2) s u i zbrojimo:
ve? + ub® = vy + u? + (v 4+ w)? = w(u+v) + (u+ )1

Odavde je

2 2
2= % —uv. (10 bodova)
u A%



Zadatak 4. Oznacimo li duljine stranica pravokutnika a i b, a kut izmedu dijagonala

s @, tada je tg 5 = b,

a

/2

ISR

Oznadimo x = 2. Bez gubljenja na opéenitosti moZemo uzeti da je a > b, to jest
x < 1. 1z zadanih uvjeta slijedi

3 2
= —s". 1
ab 16S (1)
ia+b=s. (3boda)
Odavde je a® + b* + 2ab = s, to jest

5
@+ b= gsz. (2 boda) (2)
Iz (1) 1 (2) imamo
2 2
a+b 10 a b 10 1 10
=3 Z+;_?, ;—l—x—?. (5 bodova)

Bududi je x # 0, ovu jednadZbu moZemo pomnoziti s x i dobijemo
3x* — 10x + 3 = 0.

Rjesenja ove jednadzbe su x; = % Xy = 3. Zbog x < 1, samo prvo uzimamo u
obzir.

Sadaimamo tg ¥ = 1 (5 bodova) . Odatle je

2tg% % 3
te @ = = = —. 5 bodova
& 1—tg?? 1-1 4 ( )
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Zadatak 5. Ako su poboc¢ni bridovi piramide jednako nagnuti, onda projekcija vrha
piramide pada u srediSte P opisane kruZnice baze. Ta je baza pravokutan trokut, pa
je to srediste poloviste hipotenuze. (5 bodova)

Nacrtajmo sliku:

(3 boda)

Volumen piramide je V = %B - h . Odredimo najprije B. Zadana je hipotenuza c i
kut ¢, pa su duljine kateta ¢ sin o i ¢ cos a. Zato je

1 2 sin 2
B = Ecsinoc - CCosS Ol = % (5 bodova)

Visinu & piramide ra¢unamo iz pravokutnog trokuta VPR. Tu je PR srednjica trokuta
BCA. Zato je

1
h=|PR|-tgf = Jecosa tg3. (5 bodova)

Tako dobivamo

1 (?sin2 t 3
V:§.C Slj O‘.CCOS;X gp :;—4cosocsin2atg[3. (2 boda)
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ZUPANIJSKO NATJECANJE IZ MATEMATIKE
4. razred - srednja Skola — B kategorija,
9. ozujka 2007.

Rjesenja

Zadatak 1. Prema pretpostavci, ctg o, ctg 3, ctg ¥ Cine aritmeticki niz, pa je zato

t t
ctgf = w. (2 boda) Iz adicijskog teorema za kotangens:
ctgactgy — 1
t = 3 bod
ctg(a +v) ctga+ gy (3 boda)
dobivamo
ctgoctgy =1+ (ctga + ctgy) ctg(or + )
=1+4+2ctgfctg (g — ﬁ)
=1+2ctgftgf=1+2=3. (15 bodova)
Zadatak 2. Oznac¢imo zadani niz s ay, ap, as, . . .. Trazimo n za koji je a, = 35 351.

Zbrojanjem sljedecih jednakosti:

az—a1:7
az—a=14=2.7
a4—a3=21:3-7 +

ap —ap_1 = (n—1)-7|

dobivamo
an—ay=7+2-7+43-7+...4(n—1)-7 (5 bodova)
Zato je

an=a1+71+2+3+...+(n—1))

”;1[1+(n—1)-1]

(n—1)
2

—1+7-

1472 — 35351 (5 bodova)
Sredivanjem dobivamo jednadZbu
n”?—n—10100=0 (5 bodova)

koja ima rjeSenje n = 101. (5 bodova)

12



Zadatak 3. IzraCunajmo vrijednost funkcije f za argument x + 2:

1 — (x)
L—f+ 1) 1=
L+f(x+1) 14 igxg
1+f (x)—1+f (x)

flxt2) =

T 2 (x)
= Towgw — 2 /W
1+f (x)

Dakle, vrijedif (x+2) = f (x) zasvakix € R, pajef periodi¢na funkcija s periodom
2. (20 bodova)

Zadatak 4. Nacrtajmo sliku

C(0.h)

(3 boda)

B(b0) P O] R Q0  A(a0) ¥

Pravac AC ima jednadZbu

Pravac BC ima jednadZbu

’Ec +2 -1, (2boda)

S <

Varijabilnu visinu pravokutnika POMN oznacimo s t. Prema tome, jednadzba pravca
MN glasi:
y="t

M je presjek pravca AC s praveem NM. 1z sustava

Xy
a + h ) y
zakljuc¢ujemo da M ima koordinate
a
—(h—t t.
h ( ) )
Iz sustava x
TR b y
zaklju€ujemo da N ima koordinate
b
E<h —1), t. (5 bodova)
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Apscisa tocke K (srediSta pravokutnika) je aritmeti¢ka sredina apscisa to¢aka M i
N dok je ordinata tocke K polovina ordinate od M. Zato su koordinate tocke K:

a+b t

h—t = -

X =

Da nademo traZzeno geometrijsko mjesto, moramo vidjeti koji je skup tocaka zadan
tim jednadzbama. Eliminirajmo z. Veza t = 2y uvrStena u x daje:

2h-x+2(a+b)-y=h(a+b),
X Y
=1
2 2

Dobili smo jednadzbu pravca. TraZeni je skup toaka dio tog pravca. (S bodova)
Kad se pravokutnik mijenja tako da mu visina raste od 0 do A, tocka K putuje od
tocke R(0, %), do tocke S (%52, 0)

Trazeni skup tocaka (otvorena) duZzina RS, gdje je R poloviste baze, a S poloviste
pripadne visine. (S bodova)

Zadatak 5. Najprije odredimo faktorizaciju zadanog umnoska:
18900 = 189 - 100 = 63-3-4-25=7-9.3.22.52 =2%.33.52.7,

(5 bodova)
Najmanji takav broj.

Od brojeva 2, 2, 3, 3, 3, 5, 5, 7 treba sloZiti §to manje znamenaka. Tu je zadano 8
znamenaka, pa je najmanji broj kojeg mozemo sloZiti od tih znamenaka Sesterozna-
menkasti broj. Naime, moZemo grupirati sljedeée znamenke: 2-2 =4,3-3 =9,
ilidvaputa2-3=26,ili2-3=613-3=09.

Tako dobivamo tri skupa od po Sest znamenaka: {3,5,5,6,6,7}ili {3,4,5,5,7,9}
ili {2,5,5,6,7,9}. (8 bodova)

Najmanji broj koji se moze sloZiti od tih skupova znamenaka jest onaj koji pocinje
s 2, iz treeg skupa znamenaka: 255679. (2 boda)

Najveci takav broj.

Treba upotrijebiti Sto viSe znamenaka, pa bismo mogli pomisliti da je rjeSenje broj
75533 322. Medutim, uo¢imo da moZemo dobiti po volji velik broj koji zadovoljava
uvjete zadatka tako da dodajemo niz znamenaka 1 na bilo koja mjesta u broju. Zbog
toga najveci takav broj ne postoji. (5 bodova)
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