DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — A kategorija,
3. svibnja 2007.

Rjesenja

Zadatak 1A-1. Nadite realna rjeSenja sustava jednadzbi:

X+y+z=2
x+y) 0+ + G +2)(z+x)+(z+x)(x+y) =1
Py+2)+y @ +x) +2x+y) =6

RjeSenje. Najprije ¢emo transformacijom jednadZzbi dobiti ekvivalentan, ali jed-
nostavniji sustav.

Sredivanjem druge jednadzbe, 1 zatim kori$tenjem prve jednakosti dobivamo:

Ay 2 3y +3yz 3 =1
(x+y+22+xy+yz+z=1
xy+yz+zmx=-3

Sli¢no postupamo i s trecom jednakoscu:

x(xy + xz) + y(yz + xy) + z(xz + yz) = —6
x(3+yz) +yB+xz) +z(3+xy) =6
Xx+yt+zt+xyz=2
xyz =0

Dakle, polazni sustav ekvivalentan je sa sustavom:

X+y+z=2
xy+yz+zx= -3
xyz =0

Iz posljednje jednadzbe je x = O ili y = 0 ili z = 0, pa se sustav svodi tri jo$
jednostavnija sustava:

9 yZ:_37 y+Z:2
x+z=2

=
I

<
I
© o o
-
2
I
|
\‘UJ

, Xy=-3, x+y=2

N
I

odakle dobivamo rjeSenja:
(X,y, Z) € {(0735 _1)7 (07 _173)7 (3707 _1)7 (_17073)7 (3a _170)a <_1a 370)}
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Zadatak 1A-2. Na polupravcima p 1 g sa zajednickim pocetkom O dane su tocke A
1C (nap)te BiD (nagq). Ako je pravac CD paralelan s teZiSnicom trokuta OAB,
dokazite da je pravac AB paralelan s teZiSnicom trokuta OCD.

RjeSenje. Neka je M sjeciste paralele s pravcem AB kroz to¢ku D 1 polupravca p,
te neka je N sjeciSte paralele s pravcem CD kroz tocku A i polupravca g.

OM OD
Zbog sli¢nosti trokuta OAB 1 OMD vrijedi || 0 A|’ = || OB|’ a zbog sli¢nosti trokuta
. .. .. |OA|  |ON|
OCD i OAN d = —Q.
i vrijedi oc| = [oD|

Stoga je |OM| - |OB| = |OA| - |OD| i |OA| - |OD| = |OC| - |ON|, pa vrijedi i
|OM| - |OB| = |OC| - |ON|.

Ako je pravac CD paralelan s teZi$nicom trokuta OAB, onda je AN teZiSnica tog
trokuta, pa je N poloviste duzine OB.

Sada zbog |OB| = 2|ON| iz prethodne jednakosti slijedi |OC| = 2|OM]|, pa je M
poloviste duzine OC, tj. DM je teZiSnica trokuta OCD, a to je i trebalo pokazati.



Zadatak 1A-3. a) Dokazite da se plo¢a dimenzija 4 X 4 moZe obojiti u dvije boje
tako da za svaki izbor dvaju redaka 1 dvaju stupaca vrijedi da etiri polja u presjecima
tih redaka i stupaca nisu sva obojana istom bojom.

b) Dokazite da gore navedeno svojstvo ne vrijedi za plo¢u dimenzija 5 x 5.

RjeSenje.

a) Jedno moguce bojanje prikazano je na slici:

Com
‘m

T

b) Pretpostavimo suprotno, tj. da je plo¢a dimenzija 5 x 5 obojana bijelom i crnom
bojom tako da je uvjet ispunjen.

U prvom retku jednom su bojom (recimo crnom) obojana barem tri polja. Uo¢imo
stupce u kojima je prvo polje crno:

7 |
1

7
7

Ako bi u drugom retku bila sva tri polja bijela, dalje bi bilo nemoguce popuniti
tablicu.

Zapravo, u svakom od preostala Cetiri retka tih triju stupaca moraju biti to¢no dva
bijela polja. Naime, ako bi bila dva (ili tri) crna polja, uvjet ne bi bio ispunjen.
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No, to nije moguce jer takvih moguénosti imamo samo tri (a ponavljanja ne smije
biti).

Zadatak 1A-4. Odredite najveéi prirodni broj n takav da n> + 20071 bude kvadrat
nekog prirodnog broja.

Rjesenje. Neka je n> + 20071 = m?. Tada je m = n + k za neki cijeli broj k, pa iz
2

n? 4+ 2007n = (n + k)* dobivamo n = Kako je n prirodan broj, mora

2007 — 2k
biti 2007 — 2k > 0, uz uvijet da je k> djeljiv sa 2007 — 2k. Dakle, bit ée k < 1003.
Kako se traZi najveci broj n, to brojnik razlomka mora biti Sto vedi, a nazivnik $to

10032
manji, pa se najveéi n dobiva za k = 1003. Tada je n = = 1006009.




DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred - srednja Skola — A kategorija,
3. svibnja 2007.

RjesSenja

Zadatak 2A-1. U skupu kompleksnih brojeva rijesite jednadzbu
(x> —a*)? —dax — 1 =0,

gdje je a realni broj.

RjeSenje. Imamo redom:

(x> —a®)? —dax—1=0

(¥ +a*)? —4a’* —4ax—1=0

(x> +a*)? — (2ax+ 1) =0

(¥ +a®—2ax— 1) +d® +2ax+1) =0
[(x—a)z—l} [(x+a)2+1} =0
(x—a—1)(x—a+1) [()H—a)z—l—l} =0.

RjeSenjasux; =a+1l,xy=a—-1,x3=—a+iixy = —a—i.



Zadatak 2A-2. Dana je polukruZnica nad promjerom AB i na njoj to¢ke C i D tako
da vrijedi:

a) tocka C pripada luku AAD;

b) XCSD je pravi, pri Cemu je S srediste duZzine AB.

Neka je E sjeciste pravacaACiBD, a F sjeciSte AD i BC. Dokazite daje |[EF| = |AB|.

RjeSenje.

Tocke C 1 D pripadaju polukruznici nad promjerom AB, pa je
AD 1 BD, BC 1 AC.

Zato je tocka F ortocentar trokuta ABE. Prema tome EF | AB.

Kakoje ¥CSD = 90°,toje X CAD = 45°. Prematome trokut ACF je jednakokracan
pravokutan, pa je |AC| = |CF]|.

Osim toga XECF = ¥BCA = 90° i XEFC = ¥XBAC (kutovi s okomitim kracima).
Iz ovoga slijedi da su trokuti ECF i BCA sukladni, pa je |EF| = |AB|.

Zadatak 2A-3. Nadite sve prirodne brojeve koji su najveca zajednicka mjera brojeva
oblika 5n + 618n + 7 zanekon € N.

Rjesenje. S M(a, b) oznaCavamo najvecu zajedni¢ku mjeru brojeva a i b. Poznato
je da vrijedi M(a,b) = M(b,a — b).

Stoga imamo:

M(8n+7,5n+6) =M(5n+6,3n+1)=M3n+ 1,2n+5)
=M2n+5n—4)=Mn—-4,n+9)=M(n—4,13)
Kako je 13 prost broj, zajednicka mjera broja 13 i jo§ nekog broja moze biti samo 1
ili 13.
Preostaje pokazati da se oba slu¢aja mogu dogoditi. Na primjer,

n=1 = M(11,15) =1
n=4 =  M(26,39) = 13.
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Zadatak 2A-4. Unutar trokuta ABC nalazi se tocka S. Dokazite da je umnozak
udaljenosti tocke S od stranica trokuta ABC najveci kada je to¢ka S njegovo teZiste.

RjeSenje.

Neka su Iy, [, I3 udaljenosti tocke S do stranica trokuta. Nacrtajmo sliku:

Jasno je da je
a-ly+b-lp+c-l3=2-Pyppc,

dakle, konstantan broj.

Zbog A-G nejednakosti vrijedi

a-ll+b-lz—|—c-l3>3

(all) . (blz) . (Clg) < < 3

Jednakost Ce biti ispunjena ako je al; = bl, = cl3 i tada je vrijednost umnoska
(aly) - (bly) - (cl3) (pa samim tim i umnoska /1/13) najveca.

Tvrdnja. Ako vrijedi al; = bl = cl3, onda se toc¢ka S nalazi u presjeku teZiSnica
trokuta.

Dokaz. Neka je A; totka u kojoj pravac AS sijece stranicu BC. Onda je
|BA1’ : ’Alcy = Ppaa - Pa,ca = Pasp - Pasc = cls bl =1

paje AA; teZiSnica trokuta. Analogno se dokaZe da § leZi i na ostalim teZiSnicama.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred - srednja Skola — A kategorija,
3. svibnja 2007.

RjesSenja

Zadatak 3A-1. Vidi Zadatak 4A-1

Zadatak 3A-2. U trokutu ABC s kutom ¥BAC = 120° simetrale kutova {XBAC,
YABC i1 ¥BCA sijeku nasuprotne stranice u to¢kama D, E 1 F redom. Dokazite da
kruZnica s promjerom EF prolazi kroz D.

RjeSenje.

Prvo rjesenje. Promotrimo trokut ABD. Tocka E lezi na simetrali kuta XABD i na

180° — XBAD
vanjskoj simetrali kuta XBAD, jer je XCAD = 60° = +
Iz toga slijedi da je E srediSte pripisane kruZnice trokuta ABD (srediSte kruZnice
koja dira AD 1 produZetke stranica BA i BD). Zato E lezi i na vanjskoj simetrali kuta

XBDA, dakle ED je simetrala kuta YADC. Analogno je FD simetrala kuta XADB.
Odatle slijedi XEDF = 90°, te po Talesovom teoremu i tvrdnja zadatka.

Drugo rjesenje. Primijenimo sinusov poucak na trokut ABC:

|AC]  |BC] . JAC| —isinﬁ
sinf  sin120°’ ) IBC| /3 '

Kako je CF simetrala {BCA, slijedi

|AF|  |AC]|
IFB|  |CB|’
pa slijedi
|AF| 2 . B
—— = —=sinf.
[FB| /3

Primjenom sinusovog poucka na trokut ABD dobivamo:

AD|  |BD| . |AD| 2

snp ~ sn60e” 9 [Bp| ~ w3
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Sada slijedi
|AD| _ |AF|

|BD|  |FB|’
tj. FD je simetrala kuta YADB.
Analogno zakljucujemo da je ED simetrala kuta YADC. Zato je XEDF = 90° i
tvrdnja zadatka slijedi.

Zadatak 3A-3. U Siljastokutnom trokutu ABC udaljenosti od vrha A do srediSta
opisane kruznice 1 ortocentra su jednake. Izracunati kut o« = ¥BAC.

RjeSenje. Slika.

Neka je H ortocentar, A’ noZiSte visine iz vrha A, C’ noZiste visine iz vrha C, o kut
kod vrha A i 8 kut kod vrha B.

Iz uvjeta zadatka slijedi |AH| = R, radijus opisane kruZnice.

Cetverokut BA’HC' je tetivni jer su kutovi kod A’ i C’ pravi. Stoga je XA'HC' =
180° — B paje XAHC = 180° — XA’HC' = B. 1z trokuta AC' C dobivamo:

IcC'| = |AC | tg a.

Iz trokuta AC'H dobivamo:

ACT|
AH| sin 3.
Zato je
|CC’'| = RsinBtg a. (D
Primjenom sinusovog poucka na trokut ABC dobivamo:
B
2R = |C | — |CB| = 2Rsina,
sin o
Iz trokuta BCC' je:
cc’
sinf3 = ||CB]| = |CC'| = |CB]sinp.
Dakle,
|CC'| = 2R sin o sin 8. (2)

1
Iz (1) 1 (2) zakljuCujemo da je cos o0 = 3 paje a = 60°.
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Zadatak 3A-4. Deset brojeva 1,4, 7,. . ., 28 (razlika dvaju uzastopnih je 3) raspore-
deno je u krug. Sa N oznacimo najvecu od deset suma koje dobivamo tako da svaki
od brojeva zbrojimo s dva njemu susjedna broja. Koja je najmanja vrijednost broja
N koju moZemo postiéi?

RjeSenje. Za po volji odabran raspored brojeva, podijelimo krug u Cetiri sektora:
S1, 82, 83, S4. S1 neka sadrzi samo broj 1, a ostali po 3 broja koja idu po redu, jedan

do drugoga. Zbroj svih brojeva iz S, S31S4je 4+ 7+ 10+...4 28 = 144, Vrijedi

144
—— = 48, zato traZena vrijednost broja N ne moZe biti manja od 48. (Inace bi zbroj

svih upisanih brojeva bio manji od 145, $to nije moguce.)

Preostaje pokazati da postoji raspored u kojem se postiZze najmanji zbroj N = 48.
To moZemo vidjeti iz dva predloZena rasporeda.

1 1

(48) (48) (48) (48)

= Y

(48) (48)
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred - srednja Skola — A kategorija,
3. svibnja 2007.

RjesSenja

Zadatak 4A-1. Neka je n prirodan broj takav da je n + 1 djeljiv s 24.
a) Dokazite da broj n ima paran broj djelitelja (ukljucujudi 1 i sam broj n).

b) Dokazite da je zbroj svih djelitelja broja n djeljiv s 24.

RjeSenje. a) Dokazimo najprije da n nije potpun kvadrat. Podijelimo prirodne
(cijele) brojeve u klase u zavisnosti o tome koliki im je ostatak pri dijeljenju s 4, te
izra¢unajmo njihove kvadrate:

(4k)? = 16k* = 0 (mod 4)

(4k +1)* = 16k* + 8k + 1 = 1 (mod 4)
(4k +2)% = 16k> + 16k + 4 = 0 (mod 4)
(4k + 3)% = 16k> + 24k +9 = 1 (mod 4).

Odavde zakljuc¢ujemo da potpun kvadrat moze biti ili djeljiv s 4 ili daje ostatak 1 pri
dijeljenju s 4. Zato n nije potpun kvadrat, jer on pri dijeljenju s 4 daje ostatak 3.

Djelitelje broja n mozemo stoga podijeliti u parove razli¢itih brojeva: d 1 g pri
Cemu je d < +/n bilo koji djelitelj broja n. Zato je tih djelitelja paran broj.

b) Da bismo dokazali traZzenu tvrdnju dovoljno je dokazati da je d + g djeljivo s 24
za svaki djelitelj d. Dakle, Zelimo dokazati

d*+n

24
d

Jer je noblikan = 24k+ 1, djelitelj d broja n relativno je prost s 24. Zato je dovoljno
dokazati da 24 | d*> + n, odnosno da 24 | d*> — 1, jer je n oblika 24k — 1.

Jer je d relativno prost s 24, on nije paran, niti je djeljiv s 3.

Vrijedi d> — 1 = (d — 1)(d + 1). Bududi da d nije paran, jedan od ovih faktora
mora biti djeljiv s 4, a drugi s 2. Zato je d> — 1 djeljiv s 8.

Takoder, d nije djeljiv s 3, pa je jedan od brojeva d — 1 ili d + 1 djeljiv s 3. Prema
tome, d> — 1 je djeljiv s 24, ¢ime smo dokazali traZenu tvrdnju.
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Zadatak 4A-2. Niz (a,) zadan je rekurzivno:

apg =3
ap=2+ap-ay-... a,_1, n>1.

a) Dokazite da su svi ¢lanovi tog niza u parovima relativno prosti prirodni brojevi.
b) Odredite asgg7.

Rjesenje. a) Iz rekurzije se vidi da su svi ¢lanovi niza (a,) neparni, zbog neparnosti
od ap. Sada pretpostavimo suprotno: dva ¢lana niza, npr. a; i a, (k < n) nisu
relativno prosti. Onda postojim € N, m # 1 za koji vrijedi m|ay i m|ay,. 1z rekurzije

apg-ar ... Qg+ ... Ap_1 = ay — 2

slijedi m|2, pa je jedina moguénost m = 2. Medutim, tada bi bilo 2|ay i 2|a, §to je
kontradikcija s neparno$€u svih ¢lanova niza. Dakle, vrijedi tvrdnja a).

b) NapiSimo rekurziju za op¢i ¢lan:
apg-ap ... Au—p - Au_1 = ap — 2.
Tuuvrstimoag - ay - ... ay—2 = a,—1 — 2 i dobivamo:
(an—1—2)ap—1 = a, —2
§to je ekvivalentno s a, — 1 = (a,_; — 1)?. Slijedi:

an—1= (a1 — 1> = (apo— D*=...
= (an—k — 1)2k = (ap—1)¥ =2%

n . 2007
Dakle, a;, = 22 +1 pa je axoo7 = 2277 4+ 1.

Napomena. Moguce je 1 napisati prvih par ¢lanova niza, naslutiti op¢i ¢lan i dokazati
ga matematickom indukcijom. (Rijec je zapravo o Fermatovim brojevima.)

Zadatak 4A-3. Zadana je tablica 5 x n kojoj je svako polje obojano u crvenu ili
plavu boju. Nadite najmanji n za koji se uvijek mogu odabrati tri retka 1 tri stupca
takva da je svih 9 polja u njthovom presjeku iste boje.

RjeSenje. Stavimo n = 40. Tablica tada ima 5 redaka i 40 stupaca. Svaki stupac
obojimo tako da su tri polja obojana jednom, a dva drugom bojom. Takvih razli¢itih
bojanja stupaca ima 2 - (g) = 2 - 10 = 20. Tako popunimo prvih 20 stupaca, a
na isti nacin 1 sljedecih 20. Tada, koja god tri retka odabrali, ne¢emo mo¢i naci tri
stupca koja zadovoljavaju uvjete zadatka.

Stavimo n = 41. Tada barem 21 stupac ima vise polja jedne (npr. crvene) boje
nego li druge. U tim su stupcima, dakle, barem tri polja crvene boje. Oni se mogu

oo 5
rasporediti unutar redaka na ( 3

jedna te ista se trojka mora pojaviti 1 po treci put.

) = 10 nacina. S obzirom da je takvih stupaca 21,
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Zadatak 4A-4. Siljastokutni trokut ABC kome su A1, B; i C; polovista stranica BC,
CA i AB upisan je u kruZnicu sa srediStem u to¢ki O polumjera 1. DokaZite da je

1 1 1
+ + > 6.
|OA{| ~ |OB| = |OC|

RjeSenje.

Nacrtajmo sliku.

Kut ¥ COB je sredisnji, pa vrijedi XCOB = 20o. Pravac OA| simetrala je tog kuta,
odakle slijedi ¥BOA| = «.

1
Iz pravokutnog trokuta OA|B dobivamo cosa = m, te analogno iz trokuta
1
1 1

OC1A i OB;C dobivamo cos § = ———, cosy = ——. Tada je

0B, " = Joc |

1 n 1 N I n 1 n 1

|OA{| * |OBy| ~ |0Ci| cosa  cosB  cosy

9
~ coso+cosfB+cosy’

pri ¢emu smo koristili nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine.

3
Dovoljno je stoga dokazati da je cos ¢ +cos f+cos y < ok pri¢emujea+f+y =
180°. Imamo

cos o + cos B + cos(180° — a — B)

:2005051—[30 azﬁ—cos(a—i—ﬁ)
:2cosa+ﬁc OC_B 20052<L+B)+1
2 2

§200sa 2( > )
() )
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