DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

1. razred — srednja Skola — B kategorija,
3. svibnja 2007.

Rjesenja

Zadatak 1B-1. Koja relacija povezuje brojeve a, b i ¢ ako za neke x i y vrijede
jednakosti
a=x-—y, b=x>—y>%, c=x>—y?

RjeSenje. Uvazavanjem prve jednakosti, druga i treca jednakost mogu se pojednos-
tavniti:

Sada iz sustava

X—y=a,

b

X+y:—,

a

c
f+w+ﬁ=5

Zelimo eliminirati x i y.
b+ a? _b- a®
2¢ 0T 24

b+ a? 2+b—|—a2 b—a2+ b —a* 2_c
2a 2a 2a 2a a

Nakon sredivanja ova jednakost poprima konacni oblik

a* 4+ 3b* — 4ac = 0.

Iz prve dvije jednadZbe nalazimo x = , Sto uvrStavanjem u treéu

jednadzbu daje

Zadatak 1B-2. Zadan je pravokutan trokut AABC, s pravim kutom pri vrhu C. Na
kateti BC odaberimo to¢ku A, a na kateti AC toc¢ku By. Dokazite da je

|AA;|> + |BB1|> = |ABJ* + |A\By .

RjeSenje.




Iz pravokutnog trokuta AA| C slijedi

IA1A]* = |AC|* + |CA; 1%,
a iz pravokutnog trokuta BB C slijedi

|BB,|* = |B.C|* + |CB|>.
Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo

|AA,|> 4 |BB,|* = |AC|> + |CB|* + |CA/|* + |B,C|?
= |AB|* + A B, %,

jer su trokuti ABC i A B C pravokutni.

Zadatak 1B-3. Dokazite da je broj

111...1—-222...2
—_——

2n n znamenaka

kvadrat prirodnog broja.

RjeSenje.

111...1—-222...2=111...1-2-111...1
—_—— S = ——
2n n 2n n
=(111...1000...0+111...1)—2-111...1
—_—— T — | ~—— —_—

n n n n
=111...1000...0—-111...1
—_—
n n n
=111...1-10" = 111...1
—— ——
n n
=111...1-(10" — 1)
———
n
=111...1-999...9
—_— ——
n n

=111...1-(9-111...1)
—_— —_—

n n
=9.(I11...1)>=(3-111...1)?
N—_——
n
= (333...3)%
—_—

n



Zadatak 1B-4. Kvadratu stranice duljine 1 upisana je kruZnica, a nad njegovim
stranicama kao promjerima konstruirane su Cetiri kruznice. IzraCunajte opseg “pro-
pelera” na slici.

RjeSenje.
Nacrtajmo Cetvrtinu kvadrata i odgovarajuée kruzne lukove. Tocka A je srediSte
kvadrata, a B 1 E poloviSta njegovih stranica.

B Z@EE
A

Trokuti ABD 1 ACE su jednakostrani¢ni sa stranicom duljine 1, odakle slijedi da je
trokut ACD jednakokrac¢an sa kracima AC 1 AD duljine 1 i kutom XCAD = 30°.

Zato je opseg Cetvrtine “propelera” koji je jednak zbroju duljina lukova AC, AD i
CD jednak

2 E + E — 5_7-[
3.6 6
Ukupni opseg propelera iznosi
4. 0" _ 107
3



Zadatak 1B-5. Nadite sve prirodne brojeve m, n € N takve da vrijedi

1 1 1 2
+ = —.
m n mn 5

RjeSenje. Prvo rjesenje. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je m > n.

Tada je
2 1 1 1 2 1 2
-—=—+ - ——< - — — < -
5 m n mn_ n mn n

Dakle
2 2
— < - <<= n<>5.
5 n
Sredimo jednadZbu po m:
n+m—1= gmn,
5n—5=2mn — S5m,
Sn—>5
m= .
2n—35

Zan = 1,n =2 dobivamo m < 0, pa rjeSenje ne postoji.

5-3—-5
Zan = 3 dobi = —— =10.
an obivamo m 35

5-4—-5
Zan:4d0bivamom:m:%:5.

RjeSenjasum =10,n =3;m=5,n=4,m=4,n=5m=3,n = 10.

Drugo rjesenje. Jednakost moZemo napisati u obliku

m+n—1 _2
mn 5
mn—m—n-+1 :1—g
mn 5’
(m—1)(n—1) 3
mn T 5

5(m—1)(n—1) =3mn

Bez smanjenja opcenitosti, moZzemo pretpostaviti da je m > n. Broj m — 1 relativno
je prost sa m, a broj n — 1 relativno je prost sa n. Zato su moguce samo dvije
situacije:

(@gm—1=n,5(n—1)=3m,ili(bym—1=3n,5n—-1) =m.

U slucaju (a) slijedi 5(n — 1) =3(n+ 1) pajen =4 iondam = 5.

U slucaju (b) slijedi 5(n — 1) =3n+ 1 pajen = 31iondam = 10.



DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

2. razred - srednja Skola — B kategorija,
3. svibnja 2007.

Rjesenja

Zadatak 2B-1. Odredite sve trojke uzastopnih neparnih prirodnih brojeva kojima je
zbroj kvadrata jednak ¢etveroznamenkastom broju s jednakim znamenkama.

RjeSenje. Neka su to brojevi 2k — 1, 2k + 1 i1 2k + 3. Prema uvjetu zadatka, vrijedi
(2k — 1)? + (2k + 1)® + (2k + 3)> = 1000x + 100x + 10x + x.

Ovdje je x neka od znamenaka 1,2, ...,9. Sredivanjem dobivamo

(%) 12k + 12k + 11 = 1111x

12k + 12k + 11+ 1 = 1111x + 1

12 +k+1)=12-92x+ Tx + 1,
tj. 7x + 1 treba biti djeljivo s 12, a to je moguée samo ako je x = 5. Iz (x) sada
slijedi

12k* + 12k + 11 = 5555
1 odavde
K+ k — 462 = 0.

RjeSenja ove jednadZzbe su k; = 21 i k, = —22. Prema tome, traZeni su brojevi
2k — 1 =41,2k+ 1 = 43,2k + 3 = 45.

417 + 432 4+ 452 = 5555

Zadatak 2B-2. Ako su a, b1 ¢ duljine stranica nekog trokuta, dokazite da je funkcija
fx)=0+ >+ —a)x+

pozitivna za svaki realni x.

Rjesenje. Kvadratna funkcija f (x) = Ax?> 4+ Bx + C pozitivna je za svaki x ako
jeA > 0iD = B> —4AC < 0. Vrijedi A = b*> > 0, pa je prvi uvjet ispunjen.
Promotrimo diskriminantu:
D = (b* 4 ¢ — a*)? — 4b*c?

= (b* + ¢ — a® — 2bc) (b* + ¢ — a* + 2bc)

=[(b—¢)? = a[(b+¢)* — ]

=b-c—a)b—c+a)(b+c—a)(b+c+a).
Kako su a, b i ¢ duljine stranica trokuta, imamo: a+b+c¢ > 0,a+b —c > 0,
b+c—a>0ic+a—b>0(.b—a—c<0). Odavde slijedida je D < 0.



Zadatak 2B-3. Dan je skup parabola y = (k —2)x?> — 2kx + k +2, pri ¢emu je k # 2
realni broj.

a) Dokazite da tjemena svih tih parabola leZe na istom pravcu i odredite njegovu
jednadzbu.

b) Imaju li sve ove parabole zajednicku toc¢ku?

RjeSenje. a) Apscisa tjemena iznosi

2k k
X = =
2(k—=2) k-2’
a ordinata
AR —4) -4 4
YT T 4k—2) T k-2
Kako i slijedi k 2 to je
ZX= jjedik = ——
T2 1
4
y=——>; = —-2x+2.
1
Dakle, geometrijsko mjesto tjemena svih ovih parabola je pravac y = —2x + 2.

b) Danu parabolu moZemo zapisati ovako:
k(x> —2x4+1)—y+2—2x* =0.
Tocka ¢ije koordinate zadovoljavaju sustav jednadzbi

X —2x4+1=0
2> —y4+2=0
lezi na svim parabolama.

Iz prve jednadzbe je x = 1, pa iz druge dobivamo y = 0.

Zadatak 2B-4. Na dijagonalama AC i BD konveksnog ¢etverokuta ABCD izabrane
su redom to¢ke M i N tako da je MB || AD i NA || BC. Dokazite da je MN || CD.

RjeSenje. Promatramo proporcije s obzirom na tocku O presjeka dijagonala.

D
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1z sliénosti trokuta OBM i ODA:

|OM | B |OA]
|OB|  |OD|’
1z sli¢nosti trokuta ONA 1 OBC:
|ON| B |OB|
|0A| — |OC|
Odavde slijedi
|OM| B |OA| - |OB| |OC| B |OC|
ION| ~ |OD| |OA| - |OB| — |OD]|

Zaklju¢ujemo da su trokuti OMN i OCD sli¢ni, pa je MN || CD.

Zadatak 2B-5. Dokazite da za pozitivne brojeve a, b, ¢ vrijede nejednakosti:

a)
a2—|—b2+c22ab—|—bc—|—ca,

b)
ab+c*  bc+d®  ca+b?
+ +

>atbte
aib T hic T erq S4tote

RjeSenje. a) TraZena nejednakost je redom ekvivalentna sa sljede¢im nejednakos-
tima:

2a* + 2b* + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca > 0,
(a—b)>+ (b—c)*+ (c—a)*> >0,
a ova posljednja ispunjena je za sve realne brojeve a, b, c¢. Jednakost vrijedi ako 1
samo akojea = b = c.

b) DokaZimo da je razlika lijeve 1 desne strane nejednadzbe nenegativna.

ab + ¢* bc + a* +ca—|—b2

b

a+b ¢t b+ c “ c+a
_cz—i—ab—ac—bc+a2—|—bc—ab—ac+b2—|—ac—ab—bc

a+b b+c c+a
:(c—a)(c—b) (a—b)(a—c)+(b—a)(b—c)
a+b b+ c c+a
(CZ _a2>(62 _ b2> + (a2 _ b2>(a2 _ CZ) + (b2 _a2>(b2 _ CZ)
(a+b)(b+c)(c+a)
a* + b* + ¢t — b*c? — *a? — aPb?

@+ D)1 o)cta) >0 (prema a)).

Jednakost vrijedi ako i samo ako jea = b = c.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

3. razred - srednja Skola — B kategorija,
3. svibnja 2007.

Rjesenja
Zadatak 3B-1. a) Dokazite da vrijedi

tg3x = tgx - tg (60° + x) - tg (60° — x) .

b) IzraCunajte
tg20° - tg40° - tg 60° - tg 80°.

RjeSenje. a) Primjenjujemo adicijski teorem za tangens:

tg2x+tgx 1 —tglx
1 —tg2x-tgx

tg3x = tg(2x + x) =

3tgx —tglx
1 —tg2x _ Btgx—tgx
1 —tg?x—2tg%x 1 —3tg2x
1 —tg2x

S druge strane, vrijedi:
tg60° +tgx  tg60° —tgx
1—1g60°-tgx 1+ 1tg60°tgx
V3+tgx V3 —tgx
'1—\/§tgx. l—l—\/§-tgx
3 —tg?x 3tgx —tg’x
1-3t2x  1-3tlx

tgx - tg (60° +x) - tg (60° — x) = tgx

=tgx

=tgx-
1z jednakosti desnih strana slijedi istinitost zadane tvrdnje.
b) Ako u jednakost dokazanu pod a) stavimo x = 20°, onda dobijemo:

tg 60° = tg20° - tg80° - tg40° / - tg60°
tg260° = tg20° - tg40° - tg 60° - tg 80°
3 =1tg20°-tg40° - tg 60° - tg 80°.

Zadatak 3B-2. Ako su u konveksnom cetverokutu jednaki zbrojevi kvadrata duljina
suprotnih stranica, dokaZite da su mu dijagonale okomite.

RjeSenje.
Oznacimo dijelove ¢etverokuta prema slici:
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Primjenom kosinusovog poucka u svakom od Cetiri trokuta na koje dijagonale dijele
zadani Cetverokut dobivamo:

P+t =0+d
w? 4 x% — 2wxcos @ + z° + y* — 2zycos @

= x> +y* —2xycos(7 — @) + 22 + w? — 2zwcos(7 — @)
2cos @ - (wx+zy) =2cos(m — @) - (xy + zw)

/1
(WZ+Z)’+Xy+ZW)Cosq0:O — (pzz

Dakle, dijagonale se sijeku pod pravim kutom.

Zadatak 3B-3. Trapezu ABCD je opisana i upisana kruznica. Omjer visine trapeza

2
1 polumjera opisane kruznice je 3 Odredite kutove trapeza.

RjeSenje. Trapez je tetivni, pa mora biti jednakokracni. Nacrtajmo sliku:

Bez smanjenja opcéenitosti moZzemo pretpostaviti da je a > c, pa je kut « $iljasti.

a—+c
>

—C

Trapez je tangencijalni, pa vrijedi a + ¢ = 2b, odnosno b =

a+tc
2

N je noziSte visine spustene iz vrha C. Onda je |[NB| = a |AN| = , pa

2 b
dobivamo |[AN| = b. Zato za visinu trapeza vrijedi

a-+c 2 a—=c¢ 2
v2:b2—|NB|2:( 5 > —< 5 ) = ac.

13




Dijagonalu d moZemo izraunati na dva nacina. Iz pravokutnog trokuta ANC
dobivamo:

2
d®> = |AN? +* = p* +* = ‘vz +v2
sin? o

Drugi prikaz slijedi iz trokuta ABC kojem je d stranica a R polumjer opisane kruznice:

d = 2Rsin .
Tako dobivamo )
4R%sin? a = ,v2 + V2.
sin® o

Podijelimo s R? i iskoristimo zadani uvijet:

2
LoV 1 2 1
4sin “TR (sin2a+1) 3 <1+sin2a)'

Sredimo ovu jednadZbu 1 izraCunajmo o:

2 1 3
4sinfa =21 /._'2
sin” o 3( +sin2a) 2sm o,

6sin* o0 = sin® o + 1,

14+5
6sin* o —sino —1 =0 — (Sin2 06)1,2 = 10

sin® o0 = l — sino = —2
2 2
Dobili smo: o = 45°. Preostali su kutovi 135°; 135° 1 45°.

Zadatak 3B-4. Pravilni oktaedar je tijelo sastavljeno od dvije pravilne ¢etverostrane
piramide sa zajednickom osnovkom i preostala dva vrha simetri¢na s obzirom na
ravninu te osnovke, takvo da svih 12 bridova imaju jednake duljine.

Odredite omjer volumena opisane i upisane kugle pravilnom oktaedru.

RjeSenje.
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Oznacimo polumjer vece kugle s R, stranicu oktaedra s a i polumjer manje kugle s
r. RaCunamo:

a= VR +R2=V2R2 =RV2

1z trokuta SPE raCunamo
2
a3 ( a ) 2 V2
V= — ] =z =a—,
2 2 2

3
gdje je % visina trokuta BCE. Trokut GSE sli¢an je trokutu SPE pa je

r_s v L v2 V2 s R

v o NV /32 V3

Zadatak 3B-5. DokaZite da za sve proste brojeve p > 3 broj p> + 11 ima vise od
Sest razlicitih prirodnih djelitelja (racunajuci 1 i samog sebe).

Rjesenje. Utvrdit éemo da je za p > 3 broj p> + 11 djeljiv s 12. Broj 12 ima 6
razlicitih djelitelja: 1, 2, 3, 4, 61 12. Kako je p2 + 11 > 12, time ¢e tvrdnja biti
dokazana.

Uo¢imodajep? +11 =p?> — 1+ 12 = (p — 1)(p+ 1) 4 12. Od tri uzastopna broja
p — 1, p, p + 1, jedan mora biti djeljiv s 3. To svakako nije prost broj p, ve¢ jedan
od brojeva p — 1 ili p + 1. Osim toga, broj p je neparan, pasup — 1 ip + 1 dva
uzastopna parna broja. Zato je jedan od njih sigurno djeljiv s 4, a drugi je djeljiv s
2.

Prema tome je (p — 1)(p + 1) djeljiv s 24. Zato je p? + 11 djeljiv s 12.
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DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMATIKE

4. razred - srednja Skola — B kategorija,
3. svibnja 2007.

Rjesenja

Zadatak 4B-1. U pravokutniku ABCD zadane su tocka E na stranici BCitocka F
na stranici CD. Ako je trokut AEF jednakostrani¢an, dokaZite da je da je

Paecr = PaaBe + PaarD-

RjeSenje.
Neka je x duljina stranice trokuta, a ¢ kut {BAE.

PovrSine trokuta su:

2

XCOoS@-xsin@ X

PaaBe = > =7 sin2¢
xcos(30° — @) - xsin(30° — X o
Pparp = ( @2 ( ¢) =7 sin(60° — 2¢)
xc0s(60° — @) - xsin(60° — X . o
Papcr = ( <p)2 ( ¢ _ T sin(120° — 2¢)

Adicijski teoremi:

Papcr = —(sin 120° cos 2¢ — cos 120° sin 2¢)

<§ cos2¢ + % sin 2(p>

Paage + Paarp = —(sin 60° cos 2¢p — cos 60° sin 2¢ + sin2¢)

Bl AT T AT

3 1
<§ cos2¢ + 5 sin 2q0> = PAECF

Zadatak 4B-2. Pravac kroz (0, a) sijeCe simetrale kvadranata koordinatnog sustava
u tockama A 1 B. Pokazite da poloviste duZine AB leze na hiperboli. Odredite
jednadZbu i koordinate srediSta te hiperbole.
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RjeSenje.

V=X
B
L LP
v=kx+a u
y=-X
Odredimo sjeciSta pravacay = —x1iy = x s pravcem y = kx + a koji prolazi tockom
(0,a):
. —x=kx+a II. x=kx+a
(—k—1)x=a (l—k)x=a
—a a
Xp = xXp =
ATkt P11k
_a _a
S BT Tk
Koordinate polovista su:
—a+ ak +ak +a ak
X = =
2(1 — k?) 1 — k%’
_a—ak+ak+a  a
YT T

Iz ovih jednadzbi trebamo eliminirati k. Dijeljenjem dobivamo k& = — pa imamo
y

a

yzl_i@z-

Nakon sredivanja dobivamo y* — x

b9 -2

2 — ay, odnosno

73
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Zadatak 4B-3. DokaZite da je najveci koeficijent u razvoju (a + b)>" paran broj.

RjeSenje. Dokazimo najprije da najveci koeficijent u binomnom razvoju izraza

(a + b)?" iznosi < 2nn ) . Omjer dva uzastopna koeficijenta iznosi

(kz—nl> / (21?> - (2’1)”('1((2—”1;1“2) ' (Zn)---(zkr!l—k—f- ) 2n —kk+ I

Taj je omjer manji od 1 onda i samo onda kad je
k<2n—k+1 < k<n+3.
Prema tome, najveci koeficijent ¢e se dobiti za k = n.

Sada treba pokazati da je < Znn > paran broj.

Binomni koeficijent jednak je zbroju koeficijenata koji mu prethode u Pascalovom

trokutu:
G=Gzh) Y
= <2n—21n—_(:l— 1)) * <2nn_ 1)
=)+
_5. <2nn—1)

pa je doista (2nn> paran broj.

Zadatak 4B-4. Zbroj nekoliko uzastopnih prirodnih brojeva jednak je 1000. Nadite
sve takve nizove.

RjeSenje. Neka je trazeni nizk + 1, k + 2,..., n — 1, n. Zbroj ovih brojeva jednak
je zbroju prvih n brojeva umanjenom za zbroj prvih k brojeva i treba iznositi 1000.

n(n+1)  k(k+1)
— — 1
5 > 000

n? 4+ n—k*>—k=2000
k)(n+ k) + (n — k) = 2000
)(n+ k+ 1) = 2000
Yn+k+1)=2%.5

(n—
(n—k
(n—k

Vrijedi n + k + 1 > n — k. Nadalje ova dva broja su razli¢ite parnosti, jer im je
zbroj neparan: (n —k) + (n+k+ 1) = 2n+ 1. Ovim uvjetima odgovaraju sljedece
faktorizacije broja 2000:

1-2000, 5-400, 25-80, 16-125.
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Promotrimo ova cetiri slucaja:

1) n—+k+1=2000
n—k=1
n=k+1
k+14+k+1=2000
k=999, n = 1000.

Dobili smo trivijalni niz: 1000.

2) n+k+1=400
n—k=>5
n=k+35
k+5+k+1=400
k=197, n = 202.

Niz: 198, 199, 200, 201, 202.

3) n+k+1=280
n—k=25
n=k+25
k+254+k+1=280
k=27, n=152.

Niz: 28, 29, 30,...,52.

4) n+k+1=125
n—k=16
n=k+ 16
k+16+k+1=125
k=54, n="170.

Niz: 55, 56, 57,...,70.
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Zadatak 4B-5. Ako su ay, ap, ..., a,, a,+1 uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza,
dokazite da je

1 1 1 1 n
+ ...+ = .
ajay axaz  asag anlp+1  A1dp+1

RjeSenje. Prvi nacin.
Neka je traZeni zbroj jednak S. Kako je

ap—a)=a3—a=...=day+] —ap=4d

onda mnoZenjem traZenog zbroja s d imamo:

d d d d
S-d= + + + .o
aiay apaz  azas Andn+1
ap—ay az—a a4 —as Qp+1 — Qn
= + + +... 4+ —
aiaz aas azay andp+1
1 1 1 1 1 1 1 1
- - - 4= —
a a a a3 a3 a4 an  Qptl
1 1 an+1 — a1
ai ap+1 ai - Ap41
ay +nd — ay nd
ai - ap+1 ai - ap+1

odakle slijedi tvrdnja.

Drugi nacin.

Neka je d razlika aritmeti¢kog niza. DokaZimo tvrdnju matematickom indukcijom.
Tvrdnja ocito vrijedi zan = 1.

Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

1 1 1 n
S, = + +...F = )
a-az az-aj an * Ap+1 aj - ap+1
Tada je
1 n 1
ant1 * Ap42 ai - dp+1 an+1 - Apt2
_ nagio+ar n(agp +d)+ar napyy +ap +nd
ap - dp+1 - Ap+2 ap - dp+1 - Ap+2 ai - Ap+1 - Apt2
Nap41 + Apq1 n+1

ap - dp+1 - Ap+2 aj - apy2
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