SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — A varijanta
27. sijecnja 2014.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-1.1.
Dokazi da je broj 2012° + 2016? djeljiv s 2014.

Prvo rjesenje.

Koristimo faktorizaciju m?® +n? = (m + n)(m? — mn + n?). 1 bod
Iz nje zakljutujemo da, ako su m i n cijeli brojevi, onda m + n | m3 + n?, 2 boda
Takoder, m?® +n? | m? + n?, pa vrijedi i m +n | m® +n°. 1 bod
Dakle, 2012 + 2016 | 2012° + 2016°. 1 bod
Buduéi da je 2012 + 2016 = 2 - 2014, slijedi da 2014 | 2012 + 2016°. 1 bod

Drugo rjesenje.

Poznato je da vrijedi

m? +n” = (m +n)(m® —m"n +m®n® — mn® + m*n* —m®n® + m?n® —mn” +n®). 2 boda
Odavde zaklju¢ujemo da, ako su m i n cijeli brojevi, onda m + n | m? + n®. 2 boda
Dakle, 2012 + 2016 | 2012° 4 2016°. 1 bod
Buduéi da je 2012 + 2016 = 2 - 2014, slijedi da 2014 | 2012% + 2016°. 1 bod

Napomena: Ako ucenik provede pocetnu faktorizaciju samo na zadanim brojevima i
tocno provede zakljucke o djeljivosti, takoder treba dobiti sve bodove.

Zadatak A-1.2.

Pravilni Sesterokut i jednakostrani¢ni trokut imaju isti opseg.
Koliki je omjer njihovih povrsina?

Prvo rjesenje.

Bududi da su opsezi jednaki, omjer duljina stranica Sesterokuta i trokuta je 1 : 2. 1 bod

Sesterokut mozemo podijeliti na Sest, a trokut na ¢etiri medusobno sukladna jednako-
strani¢na trokuta (¢ija je duljina stranice jednaka duljini stranice Sesterokuta). 4 boda

Zato je omjer njihovih povrsina 6 : 4, tj. 3 : 2. 1 bod
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Drugo rjesenje.

Neka je a duljinu stranice pravilnog Sesterokuta, a b duljina stranice jednakostrani¢nog
trokuta. Buduéi da su opsezi jednaki, slijedi da je 6a = 3b, tj. 2a = b.

Sesterokut se sastoji od 6 sukladnih jednakostrani¢nih trokuta sa stranicom duljine a,
pa mu je povrSina jednaka

1 3
P6:6'1(12\/§:§CL2\/§.

1
Povrsina trokuta stranice b iznosi P3 = 1 b’V/3, pa je Ps: Py = 6a? : b2
Zbog 2a = b, trazeni omjer je jednak Fg: P3 = 3: 2.

Napomena: Umjesto koristenja formule za povrsinu jednakostrani¢nog trokuta moguce
je koristiti tvrdnju da je omjer povrsina jednakostrani¢nih trokuta sa stranicama a i b
jednak a? : b?.

Zadatak A-1.3.

U kutiji se nalazi po k loptica s oznakom @ zasve k =1,2,...,50 (dakle jedna loptica
s oznakom @, dvije loptice s oznakom @, ..., 50 loptica s oznakom )

Iz kutije se izvlace loptice bez gledanja. Koliko je najmanje loptica potrebno izvuéi da
bismo bili sigurni da je izvuceno barem 10 loptica s istom oznakom?

Rjesenje.
Odgovor na pitanje u zadatku je za 1 veéi od odgovora na sljedece pitanje:

Koliko najvise loptica mozemo izvudi (gledajuéi ih, tj. birajuéi koje loptice izvla¢imo),
a da medu njima ne bude vise od 9 loptica s istom oznakom?

To ¢emo postiéi tako da uzmemo po devet loptica s pojedinom oznakom (ili manje, ako
ih nema dovoljno).
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Ukupan broj takvih je loptica

1+2+34+4+5+6+7+8+9+94+9+--+9=(1+2+---+8)+42-9
= 36 + 378 = 414.

Dakle, moguce je izvuéi 414 loptica tako da medu njima nema deset loptica s istom
oznakom.

S druge strane, ako izvucemo 415 loptica, onda mozemo biti sigurni da smo izvukli

deset loptica s nekom od oznaka , @, @, cee .

Potrebno je izvuéi najmanje 415 loptica da bismo bili sigurni da medu izvuéenim lop-
ticama barem deset loptica ima istu oznaku.

Napomena: Na slici su iznad crte oznake loptica koje mozemo izvuéi tako da medu
njima nema 10 s istom oznakom. Prebrojavajuéi po redcima takoder mozemo vidjeti
da je njihov broj 50 +49 + - - - + 42 = 414.

Zadatak A-1.4.

Neka su a i b razli¢iti realni brojevi i neka je s =a —bit =a® — b3

Izrazi (a + b)? pomocu s i t.

Prvo rjesenje.

Mozemo faktorizirati t = a® — b> = (a — b)(a® + ab + V), tj. t = s(a® + ab + V?).
Nakon dijeljenja sa s (s # 0) dobivamo

t
a’+ab+b* = -.
S

Kubiranjem s = a—b dobivamo s* = a®—3a?b+3ab*—b* = a®>—b*—3ab(a—b) = t—3abs.
Dakle s® = t — 3abs, iz ¢ega lako izrazavamo
t—s®

ab = .
3s

Kona¢no dobivamo

t t—s* 4t—3s3
b)? = (a® + ab + b? b= - = )
(a+10) (a®*+ab+b°) +a S+ 25 25

Drugo rjesenje.
Kao u prvom rjeSenju, izrazimo a® + ab + b* = .

s
Kvadriranjem s = a — b dobivamo s? = a® — 2ab + b.

Vrijedi (a? + ab + b?) — (a® — 2ab + b*) = 3ab, tj.
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Kona¢no je

(a+b)? = a*+2ab +b* = (a® + ab + b?) + ab

t t 2 4 t 1
:+(_53): fffff 5. 2 boda

Zadatak A-1.5.

Koliko ima cetveroznamenkastih brojeva koji su sastavljeni od medusobno razlic¢itih
znamenaka iz skupa {0, 1,2,3,4,5} i djeljivi su sa 57

Prvo rjesenje.

Buduéi da promatramo brojeve djeljive sa 5, zadnja znamenka im je 0 ili 5. 1 bod

Prebrojimo prvo brojeve koji zavrsavaju sa 0, tj. one oblika abc0. Znamenke a, b1i c
moraju biti razli¢ite od 0, pa su a,b,c € {1,2,3,4,5}.

Znamenku a mozemo odabrati na 5 nacina, znamenku b na 4 nacina tako da bude
razli¢ita od a, a znamenku ¢ na 3 nacina tako da bude razli¢ita od a i b. Slijedi da
postoji 5 -4 -3 = 60 promatranih ¢etveroznamenkastih brojeva koji zavrsavaju sa 0. 2 boda

Prebrojimo sad brojeve koji zavrSavaju sa 5, tj. one oblika abch. Znamenke a, b, ¢
biramo iz skupa {0, 1,2, 3,4}, ali pritom a ne smije biti 0 (u suprotnom, broj ne bi bio
Cetveroznamenkast). Broj a mozemo izabrati na 4 nacina. 1 bod

Nakon toga, buduéi da b i ¢ smiju biti 0, znamenku b takoder mozemo odabrati na 4
nacina, a ¢ na 3 na¢ina. Slijedi da ima 4 -4 -3 = 48 promatranih ¢etveroznamenkastih
brojeva koji zavrsavaju sa 5. 1 bod

Sveukupno ima 60 + 48 = 108 takvih brojeva. 1 bod

Drugo rjesenje.
Buduéi da promatramo brojeve djeljive sa 5, zadnja znamenka im je 0 ili 5. 1 bod
Kao i u prvom rjesenju zaklju¢ujemo da brojeva oblika abcO ima 5 -4 - 3 = 60. 2 boda

Kod brojeva oblika abch razlikujemo dva slucaja, ovisno o pojavljivanju znamenke 0.

e Ako se 0 ne pojavljuje, onda biramo tri razli¢ite znamenke iz skupa {1, 2, 3,4} sto
moZzemo napraviti na 4 - 3 - 2 = 24 nadina. 1 bod

e Ako se 0 pojavljuje, onda su to brojevi oblika aOch ili ab05. Preostale dvije
znamenke biramo iz skupa {1,2,3,4} i to mozemo napraviti na 4 - 3 = 12 nacina,
pa ovakvih brojeva ima 2 - 12 = 24. 1 bod

Ukupno ima 60 + 24 + 24 = 108 takvih brojeva. 1 bod
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Trece rjesenje.
Najprije odaberimo cetiri razli¢ite znamenke a, b, ¢, d od kojih u nekom poretku
napravimo ¢etveroznamenkasti broj. Razlikujemo cetiri slucaja:

1) Ako su odabrane znamenke 1, 2, 3, 4, ne mozemo dobiti broj djeljiv sa 5.

2) Ako smo odabrali 0, a nismo odabrali 5, onda nula mora biti zadnja znamenka.
Ostale tri znamenke daju 6 kombinacija (abc0, acb0, bac0, bca0, cab0, cba0).

3) Ako smo odabrali 5, a nismo odabrali 0, tada zadnja znamenka mora biti 5, a
ostale tri znamenke daju 6 kombinacija (abch, acbb, bach, bcab, cabh, cbab).

4) Ako smo odabrali i 0 i 5, onda su moguée kombinacije: ab50, a5b0, ba50, b5a0,
5ab0, 5ba0, ab05, a0b5, ba05, b0ab i ima ih 10.

Odredimo sada koliko se puta javlja pojedini slucaj.

U slucajevima 2) i 3) biramo tri znamenke (a, b, ¢) iz skupa {1,2,3,4}, a to moZzemo
napraviti na 4 nacina.

U slu¢aju 4) biramo dvije znamenke (a, b) iz skupa {1,2,3,4}, a to moZemo napraviti
na 6 nacina.

Znagdi da je trazeni broj 6 -4 +6-4+ 10-6 = 108.
Napomena: Za ispisivanje svih 108 to¢nih brojeva dobije se 6 bodova. Za ispisivanje
samo nekih brojeva bez ikakve metode dobije se 0 bodova, a parcijalni bodovi se do-

djeljuju za sustavno ispisivanje nekih posebnih slu¢ajeva (npr. ab05) prema drugom ili
trecem rjeSenju.

Zadatak A-1.6.

Odredi sve prirodne brojeve n takve da je
32n+1 o 4TL+1 4 671,

prost broj.

Rjesenje.

Primijetimo da dani izraz moZzemo zapisati koriste¢i potencije brojeva 2 i 3:

32n+1 . 4n+1 + 6" = 32n+1 —4- 22n + on . 3717
a zatim faktorizirati na sljedeé¢i nacin:
32n+1_4n+1+6n:3.3211_3.22%_2211_’_211.3”

— 3(32n _ 22n) 4 2n<3n o 2n)
=3(3"—-2")(3" +2") +2"(3" - 2")
— (371, _ 2n>(3n+1 _'_ 2n+2)'

Da bi dobiveni umnozak bio prost broj, jedan od faktora mora biti jednak 1.
Ocito je 3" + 272 > 1 pa mora biti 3" — 2" = 1.

Ako je n > 2, onda je 3" — 2" > 1.

Zan =1 vrijedi 3™ — 2" = 1, a promatrani broj je jednak 17 (prost broj).

Zato je jedino rjesenje n = 1.
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Zadatak A-1.7.

Neka je ABC trokut u kojem je najdulja stranica BC, a kut <BCA tri puta veéi
od kuta <ABC'. Simetrala vanjskog kuta kod vrha A sije¢e pravac BC' u tocki Ay, a
simetrala vanjskog kuta kod vrha B sijece pravac AC u toc¢ki By. Ako je |AAg| = |BBo|,
odredi kutove danog trokuta.

Rjesenje.

By

Oznacimo <ABC = (3. Tada je <BCA = 30.

Kut <BAB, je vanjski kut uz vrh A, pa je <BAB, = 48. Zato je <A AC = 20
(pravac AAy je simetrala kuta <BAB). 2 boda

Kut <BCA je vanjski kut trokuta AC' Ag, pa vrijedi

JAAC = <BCA — <AAC =35 — 25 = f. 1 bod
Primjecujemo da je trokut ABAg jednakokracan jer je <AAyB = <ABAy = . 1 bod
Zato vrijedi |AB| = |AAy|.
Prema zadatku je |AAq| = |BBy|, pa slijedi |AB| = |BBy]. 1 bod
Zato je trokut ABByj jednakokracan i vrijedi <BABy = <BByA. 1 bod

Kako je <BABj = 403, treéi kut tog trokuta je <ABB, = 180° —2<BABy = 180° — 8.
No ujedno je <ABBy polovica vanjskog kuta uz vrh B, pa je <ABBy = 90° — g

Dakle vrijedi

180° — 85 = 90° — g, 2 boda
odakle dobivamo [ = 12°. 1 bod
Kutovi danog trokuta su <ABC = 12°, <BCA = 36° i <CAB = 132°. 1 bod
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — A varijanta
27. sijecnja 2014.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE

DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-2.1.

Ucenici su odlucili igrati igru s ukupno 960 Zetona. Najprije su podijelili sve Zetone
tako da svatko od njih ima isti broj Zetona. Cim su to napravili, stigao je njihov
nastavnik te je pozelio prikljuciti se igri. Svaki u¢enik mu je dao po 4 Zetona, pa su svi
imali jednak broj Zetona i bili su spremni za pocetak igre. Koliko ucenika sudjeluje u
igri?

Prvo rjesenje.

Neka je n broj ucenika.

Prema tvrdnji zadatka nastavnik je dobio 4n Zetona,

a isto toliko je ostalo i svakom uceniku.

To znaci da je pocetku svaki ucenik imao 4n + 4 Zetona,

a ukupan broj zetona je n(4n 4+ 4) = 960, pa je n(n + 1) = 240.

Rjesenja dobivene kvadratne jednadzbe su n; = —16, ny = 15.

Buduéi da n mora biti prirodni broj, jedina moguénost je n = 15.

U igri sudjeluje 15 ucenika.

Drugo rjesenje.
Neka je n broj ucenika, a k broj Zetona koje je svaki od njih na pocetku imao.

Prema tvrdnji zadatka vrijedi
nk = 960 i (n+1)(k —4) = 960.
Mozemo raspisati nk = nk +k —4n — 4, tj. k =4n + 4.

Zato vrijedi 960 = nk = n(4n +4), tj. 240 = n(n + 1).

Pozitivne djelitelje broja 240 mozemo zapisati redom:
1, 2, 3, ..., 12, 15, 16, 20, ..., 240.
Trazimo dva uzastopna prirodna broja ¢iji je umnozak 240. Moze postojati najvise

jedan takav par brojeva, a kako je 15 - 16 = 240, zakljucujemo da je n = 15 jedino
rjeSenje. U igri sudjeluje 15 ucenika.
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Trece rjesenje.

Neka je n broj ucenika, a k broj Zetona koje je svaki od njih na pocetku imao.

Vrijedi nk = 960.
Nastavnik je dobio 4n Zetona, pa vrijedi 4n = k — 4.
Vrijedi
(k—4)-k=4n-k=4-nk=4-960 = 3840.

Rjesavanjem kvadratne jednadzbe vidimo da je jedino pozitivno rjeSenje k = 64,

pa je 4n = 60, n = 15.

U igri sudjeluje 15 ucenika.

Napomena: Ako udenik pogodi rjesenje n = 15 jednadzbe n? + n = 240 (ili rjeSenje
k = 64 jednadzbe k* — 4k = 3840), ali ne pokaZe da je to jedino njeno rjeSenje u skupu

prirodnih brojeva, moze dobiti najvise 5 bodova.

Zadatak A-2.2.

Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

22 —i[=1 1 |2|=V2

Prvo rjesenje.

Uvrstimo li z = z + yi, z,y € R, uvjeti glase |2? + 2zyi — 3> —i| = 11 |z + yi| = V2,

sto je ekvivalentno s
(2 —*)? + ey —1)* =1, 2°+¢y*=2.
Bududi da vrijedi
(2% = y*)* + (2zy — 1)* = (2” +¢*)" — day + 1,

iz danih uvjeta slijedi da je 1 = 2% — 4y + 1, tj. 2y = 1.

Preostaje rijesiti sustav
ry =1
v 7 =2
Primijetimo da vrijedi

(r—y =a?+y*—22y=2-2-1=0.

Zato je x = y i uvr§tavanjem u prvu jednadzbu sustava dobivamo x? = 1.

Imamo dva rjeSenja sustava: r=y=1ix =y = —1,
tj. traZeni brojevisu z =141i 2= —1—i.
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Drugo rjesenje.
Kao u prvom rjesenju dolazimo do sustava zy = 1, 2* + y* = 2.

Kvadriranjem prve jednadzbe i uvrstavanjem y? = 2 — 22 iz druge u prvu jednadzbu
dobivamo
1 =2%y® =2%(2 — 2?),

tj. bikvadratnu jednadzbu (22 — 1)? = 0 iz koje slijedi 22 = 1.

Njena rjeSenjasu z = 1ix = —1. Iz zy = 1 lako izracunamo odgovarajuce vrijednosti
y i dobivamo kompleksne brojeve z =1411 2= —1—1.

Trece rjesenje.

Kao u prvom rjeSenju dolazimo do sustava zy = 1, 2% + y? = 2.

1 1
Uvrtavanjem y = — u drugu jednadzbu dobivamo 2 + — =2
x x

Buduéi da prema A-G nejednakosti za svaki realan broj x vrijedi
1
-TQ + 2 2 2a
x
a jednakost vrijedi ako i samo ako z? = x%, zaklju¢ujemo da je z* = 1.
Dalje nastavljamo kao u prethodnim rjesenjima i dobivamo rjesenja

z2=14+7 1 z=-1—1.

Napomena: Ako ucenik dode do sustava xy = 1, 22 + y?> = 2 i pogodi rjeSenja, ali ne
obrazloZi zaSto su to jedina moguca rjeSenja, treba ukupno dobiti 4 boda.

Zadatak A-2.3.

Neka su a, b i ¢ cijeli brojevi i a # 0. Moze li diskriminanta kvadratne funkcije
f(z) =az® +bx+c
biti jednaka 517
Rjesenje.
Diskriminanta promatrane kvadratne funkcije je D = b* — 4ac.
Pretpostavimo da je D = b* — 4ac = 51.
Tada je jasno da je broj b neparan.
Kvadrat neparnog broja pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 1 (jer (2k+1)% = 4k*+4k+1).
Zato i D = b* — 4ac daje pri dijeljenju sa 4 ostatak 1.
No, broj 51 pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 3, pa nije moguce da je D = 51.
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Zadatak A-2.4.
Vrhovi peterokuta ABCDE leze na istoj kruznici. Ako je <CAD = 50°, odredi

JABC + <AED.

Prvo rjesenje.
Kutovi <CAD i <CED su obodni kutovi nad istim lukom, pa vrijedi <CED =
<CAD = 50°. 1 bod

Cetverokut ABCE je tetivan, pa je <ABC + <AEC = 180°. 1 bod
Zato vrijedi
<JABC + <AED = <ABC + ({AEC + <CED)

= (<«ABC + <AEC)+ <«CED
= 180° + 50° = 230°. 4 boda

Drugo rjesenje.

Buduéi da je ABCD tetivan ¢etverokut vrijedi <ABC = 180° — <ADC, 1 bod
a bududi da je ACDE tetivan Cetverokut vrijedi <AED = 180° — <ACD. 1 bod
Vrijedi

<IABC + <AED = (180° — <ADC) + (180° — <ACD)
= 180° + (180° — <ADC — <ACD)
= 180° + «CAD,

pri ¢emu smo iskoristili ¢injenicu da je zbroj kutova u trokutu AC'D jednak 180°.
Dakle, <ABC + <AED = 180° + 50° = 230°. 4 boda
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Zadatak A-2.5.

Neka je A broj Sesteroznamenkastih brojeva ¢iji je umnozak znamenki 105, a B broj
Sesteroznamenkastih brojeva ¢iji je umnozak znamenki 147. Odredi omjer A : B.

Prvo rjesenje.
Rastavimo dane umnnoske na proste faktore: 106 =3-5-71147=3-7-7.

Umnosci bilo kojih dvaju od brojeva 3, 5, 7 su dvoznamenkasti, pa svaki Sesteroz-
namenkasti broj ¢iji je umnozak znamenki jednak 105 ima znamenke 1,1,1,3,5,7 u
nekom poretku.

Analogno, svaki Sesteroznamenkasti broj ¢iji je umnozak znamenki jednak 147 ima
znamenke 1,1,1,3,7,7 u nekom poretku.

Ako u broju kojem je umnozak znamenki 147 odaberemo jednu od dvije znamenke 7 i
zamijenimo je znamenkom 5, dobit ¢emo broj kojem je umnozak znamenki 105. Zato
je broj A dvostruko veéi od broja B, tj. A: B=2:1.

Drugo rjesenje.
Kao u prvom rjesenju, znamenke moraju biti 1,1,1,3,5,7, odnosno 1,1,1,3,7,7.
Odredimo broj A. Znamenku 3 mozemo staviti na bilo koje od 6 mjesta, znamenku 5

na bilo koje od preostalih 5 mjesta i znamenku 7 na bilo koje od preostalih 4 mjesta.
Nakon toga su pozicije za znamenke 1 odredene. Zato je A =6-5-4 = 120.

Odredimo broj B. Znamenku 3 mozemo staviti na bilo koje od 6 mjesta, a dvije
znamenke 7 mozemo staviti na %4 nacina. Naime, prvu znamenku 7 mozemo staviti na
jedno od 5 preostalih mjesta, a drugu na jedno od 4 preostala mjesta, no pritom ¢emo
isti broj brojati dvaput, jer je svejedno koja je znamenka 7 prva postavljena, a koja

druga. Nakon toga na preostala tri mjesta dolaze znamenke 1. Zato je B =6- % = 60.
Kona¢no, A: B=120:60=2:1.

Zadatak A-2.6.

U trokut ABC upisan je romb AK LM tako da tocka K lezi na AB, to¢ka L na BC, a
totka M na C'A. Ako je duljina stranice tog romba 2/2, povrsina trokuta LMC' iznosi
3, a povrsina trokuta K LB iznosi 4, dokazi da je <BAC = 60°.

Prvo rjesenje.

Bududi da je ML paralelno s AB slijedi da su kutovi u trokutima ABC i M LC' isti,
pa su ta dva trokuta slicna. Analogno, trokuti K BL i ABC' su sli¢ni.
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Neka je |[BC| =a i |BL| = z. Tada je P(ABC) : P(KLB) = a* : 2. 1 bod
Takoder vrijedi

3 PMLC) (a—ux)? a 2
1~ P(KBL) 22 (;c ) boda
2
Zatoje & =1+ G +\/§ivrijedi
4 2 2
2
2 3 444343
P(ABC) = ( +2f> . P(KLB) = T 4 =T+4V3, 2 boda
Iz ovoga slijedi P(AKLM) = P(ABC) — P(KBL) — P(MLC) = 4/3. 1 bod
Neka je N noZiste visine romba iz vrha M na stranicu AK. Tada je
4v/3 = P(AKLM) = |[MN| - |AK| = |MN| - 2V/2,
odnosno |[MN| = /6. 1 bod
. V3o . "
Nadalje, |M N| : |AM| = — - paje trokut AM N polovica jednakostrani¢nog trokuta
i stoga vrijedi <BAC = <M AN = 60°. 2 boda
Drugo rjesenje.
Neka je |KB| = y. S v; ozna¢imo duljinu visine trokuta M LC' iz vrha C, a s vy duljinu
visine trokuta K LB iz vrha L. Duljina visine trokuta ABC iznosi vy + vs.
1
Koristeci zadane povrsine trokuta LMC' i K LB dobivamo P(LMC) = 5 |ML|v; = 3,
3vV2 1
odnosno v; = \2/_, te P(KLB) = 5 Yv2 = 4. 2 boda
Vrijedi P(ABC) = P(AKLM) + P(KLB)+ P(LMC). (x) 1 bod
Kako je P(AKLM) = |AK| - vy = 212wy i
1 1 1
P(ABC) = S |AB| (v1 + v2) = 5 (JAK[ + | KBJ) (1 +v2) = 5 (2V2+y) (01 +12),

iz. (%) dobivamo

1

5 (2V2+y) (01 +v2) = 2V205 +44 3. 2 boda
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8
Buduéi da iz Jyvz = 4 slijedi y = —, dobivamo jednadzbu s jednom nepoznanicom
V2

; (2\/5 -+ ’U8> (3\2/§ -+ UQ) = 2\/§U2 + 7, 2 boda
2

Gije je jedino pozitivno rjesenje vy = v/6. 1 bod
Neka je N noziste visine romba iz vrha M na stranicu AK. Kako je [MN| = vy = v/6,

slijedi |MN| : |AM| = \f Zato je AMN polovica jednakostrani¢nog trokuta, tj.

IBAC = <M AN = 60°. 2 boda

Zadatak A-2.7.
Neka je a prirodni broj te b i ¢ cijeli brojevi, takvi da jednadzba az? + bz + ¢ = 0 ima
dva razli¢ita rjeSenja u intervalu (0, %] Dokazi da je a > 6.

Prvo rjesenje.

Jednadzba ima dva razli¢ita realna rjeSenja, pa je D = b* — 4ac > 0. 1 bod
o ~b—+D ~b++vD
Rjesenjasu ) = ———ixg = ———.
2a 2a
Da bi oba rjesenja bila u intervalu (0, 3] mora biti 0 < z; < x, < & odnosno
—b—+D —b D 1
0< 7\/_ i i < - 2 boda

2a 2a 2
Prvi uvjet se, zbog a > 0 svodi na —b > v/D. To povladi da je b < 0. 1 bod
Kvadriranjem dobivamo b* > D = b? — 4ac, odnosno —4ac < 0.
Kako je a > 0 mora bitiic > 0. 1 bod
Drugi uvjet, opet zbog a > 0, daje —b + v'D < a.
Dakle a +b > VD > 0, tj. a > —b > 0. 1 bod

¥
Sada iz D > 0 dobivamo 4¢ < — < — = —b. 2 boda

a JR—
Zbog ¢ > 1 vrijedi —b > 4c¢ > 4, pa bududi da je b cijeli broj vrijedi —b > 5. 1 bod
No, iz a > —b sada dobivamo a > 5. Buduéi da je a cijeli broj vrijedi a > 6. 1 bod
Drugo rjesenje.
Neka su x7 1 x5 rjeSenja dane jednadzbe. Prema Vieteovim formulama vrijedi

c 1
O<a:$1'$2<1.

Zaklju¢ujemo da je ¢ > 0, a bududi da je ¢ pozitivan cijeli broj vrijedi ¢ > 1. 1 bod
Takoder, zbog a > 0, zaklju¢ujemo da je 4c < a. 1 bod
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Zbog uvjeta zadatka je 0 < x1 + x5 < 1, pa zbog druge Viéteove formule i zbog a > 0
vrijedi

O<—2—:c1—|—:v2 1, t.0< =b < 1 bod
Kvadriranjem slijedi b? < a?. 1 bod
Rjesenja x; i x5 su realna i razlicita, pa je diskriminanta D = b — 4ac pozitivna. 1 bod
Zato je b* > 4ac > 16¢® > 16. 1 bod
Bududi da je b cijeli broj slijedi b2 > 25. 1 bod
Zato je a? = b* > 25, tj. a = 5. 1 bod
Ako pretpostavimo a = 5, onda je 25 = a? > b> > 4ac > 20, pajeb=—5ic=1. 1 bod

+5

1
10 > 5 zakljuéujemo da a ne
moze biti 5. Dakle, a > 6. 1 bod

5
Bududi da jednadzba 52 — 5z + 1 = 0 ima rjeSenje

Trece rjesenje.

Neka su x1 i x5 rjeSenja dane jednadzbe. Prema Viéteovim formulama vrijedi

*:$1'Z’2>O,
a

pa je ¢ > 0. 1 bod
Zbog druge Viéteove formule i zbog a > 0 vrijedi

O<—Z—x1—|—x2 1, tj. 0 < =b < 1 bod
Kvadriranjem slijedi b? < a?. 1 bod
RjeSenja x i x5 su realna i razli¢ita, pa je diskriminanta D = b? — 4ac pozitivna. 1 bod
Buduéi da su a i ¢ pozitivni cijeli brojevi, zaklju¢ujemo da je b*> > 4ac > 4-1-1 = 4,
pa bududi da je b cijeli broj slijedi * > 9. 1 bod
Zato je a®> > 1> > 9, tj. a > 3. 1 bod

6,tj.a>4. 1 bod

Z
Ponavljajuéi jo§ jednom ovaj niz zaklju¢ivanja, dobivamo b*> > 4ac > 16, pa vrijedi
a? > b* > 25, tj. a > 5. 1 bod

Sada mozemo zakljuciti b*> > 4ac > 12, pa je b> > 16. Zato je a® > 1> > 1
1

Ako pretpostavimo da je a = 5, onda je 25 = a® > b* > 4ac > 20, pajeb=—5ic=1. 1 bod

5+v5 1

Budu¢i da jednadzba 5% — 5z + 1 = 0 ima rjeSenje o > 2 zaklju¢ujemo da a ne

moze biti 5. Dakle, a > 6. 1 bod
Napomena: Jednadzba 622 — 5z + 1 = 0 ima rjeSenja x; = % 12y = %, sto pokazuje da

je moguce da je a = 6.
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SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — A varijanta
27. sijecnja 2014.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-3.1.

Kolika je najmanja, a kolika najveca vrijednost koju postize funkcija f: R — R zadana
formulom f(z) = cos? x + sin z?

Prvo rjesenje.

Uvrstavanjem cos? z + sin?z = 1 imamo f(z) = —sin®z +sinx + 1. 1 bod
Uz supstituciju ¢ = sinz dobivamo funkciju g(t) = —t* +t+ 1 za t € [~1,1] koja ima
istu najmanju i najvecéu vrijednost kao i funkcija f. 1 bod
Graf ove funkcije je kvadratna parabola s tjemenom u tocki ¢ = % Prema tome,
funkcija raste do tocke t = %, a zatim pada. 1 bod
)
Najveca vrijednost se poprima u tjemenu i iznosi 7 1 bod
Yy
9(t)
| | t
7\ |
;1
Najmanja vrijednost se poprima u lijevom ili desnom rubu domene. 1 bod
U lijevom rubu domene je vrijednost g(—1) = —1, a u desnom ¢(1) = 1, pa najmanja
vrijednost funkcije iznosi —1. 1 bod
Drugo rjesenje.
Uvrstavanjem cos? z + sin?z = 1 imamo f(z) = —sin®x +sinx + 1. 1 bod
N : 5 : 1\?
Nadopunjavanjem do potpunog kvadrata dobivamo f(z) = 7 \simz o) 2 boda
Zakljuujemo da se najveca vrijednost postize ako je sinx = % i iznosi g. 1 bod
Najmanja vrijednost se postize kad je vrijednost ‘sinx — %‘ najveca. Bududi da je
sinx € [—1,1], to je za sinx = —1 i najmanja vrijednost funkcije f je —1. 2 boda
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Zadatak A-3.2.
Dokazi da je

1 1 1 1
log2(1+1>+10g2<1+2>++10g2<1+k>++log2 <1+2014> < 11.

Prvo rjesenje.
Vrijedi
1 k+1
log, (1 + k) = log, (Z) = log, (k + 1) — log, (k) . 2 boda

Zbrajanjem takvih izraza za sve k € {1,2,...,2014} imamo

1 1 1 |
082 (1 * 1) + o, (1 * 2) log (1 - 3) oo logs (1 N 2014)

= (logy 2 — log, 1) + (logy 3 — log, 2) + (logy 4 — log, 3) + - - - + (log, 2015 — log, 2014)
= log, 2015 — log, 1 = log, 2015. 2 boda

Buduéi da je 2015 < 2048 = 2! slijedi log,(2015) < 11, pa vrijedi i tvrdnja zadatka. 2 boda

Drugo rjesenje.

Zbog svojstava logaritama je

1 1+1 +1 1+1 +1 1+1 + +1 1+ L
0g9 1 089 9 089 3 089 2014

(D DY o) e

2 3 4 2015
= 10g2 ( '''' 2014) = 10g2(2015) 2 bOda

Bududi da je 2015 < 2048 = 2! slijedi log,(2015) < 11, pa vrijedi i tvrdnja zadatka. 2 boda

Zadatak A-3.3.
U trokutu ABC vrijedi <ABC = 2<BAC. Dokazi da je |AC| < 2|BC.

Prvo rjesenje.
Neka je <BAC = a 1 <ABC = 2a.
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Neka je D tocka na polupraveu AB takva da je |DB| = |BC/|.

Tada je trokut BC'D jednakokracan, i <CDB = <BCD. Kako je zbroj tih kutova
jednak vanjskom kutu <ABC = 2aq, slijedi <CDB = <BAC = «. 2 boda

Sada vidimo da je trokut AC'D jednakokracan, pa je |CD| = |AC|. 1 bod

Konacno, primijenimo nejednakost trokuta na trokut BC'D:
|CD| < |BC|+ |BD|, odnosno |AC| < 2|BC|, 3 boda
Sto je i trebalo dokazati.

Drugo rjesenje.
Oznacimo |BC| = a, |AC| = b, te <BAC = «a, <ABC = §5.
sin 3

Iz sinusovog poucka slijedi b = —— a. 2 boda
sin «

Prema tvrdnji zadatka je f = 2« pa vrijedi sin 8 = sin 2a = 2 sin « cos a. 1 bod

Uvrstavanjem u prethodnu jednakost dobivamo b = a - 2 cos a. 1 bod

Bududi da je cosa < 1, slijedi b < 2a. 1 bod

Nije moguée da bude b = 2a, jer bi u tom slucaju vrijedilo o = 90° i § = 180°. 1 bod

Zadatak A-3.4.
Ako su p i p? + 8 prosti brojevi, dokazi da je i broj p 4 4 prost.
Prvo rjesenje.
Ako je p # 3, tada imamo dva slucaja:
1) p=3k+1, k € Z. Tada je p* + 8 = 9k* + 6k + 9 $to je djeljivo sa 3.
2) p=3k+2, k€Z. Tadaje p* + 8 = 9k* + 6k + 12 $to je takoder djeljivo sa 3.

U oba slucaja, p? + 8 ne moZe biti prost broj. 4 boda

Prema tome, jedina moguénost da su p i p* + 8 prosti brojevi je p = 3 (tj. p* +8 = 17)
i u tom slucaju p® + 4 = 31 je takoder prost. 2 boda

Drugo rjesenje.

Ako broj nije djeljiv sa 3, tada njegov kvadrat daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 3. 2 boda
Zato je, za p koji nije djeljiv sa 3, broj p? + 8 djeljiv sa 3, pa p nije prost. 2 boda
Zakljucujemo da je jedina mogucénost p = 3 i tada je p® + 4 = 31 zaista prost broj. 2 boda

Napomena: Ako ucenik utvrdi da je p = 3 rjeSenje bez obrazlozenja da ostali slucajevi
nisu mogudi, treba dobiti 2 boda.
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Zadatak A-3.5.

Sahovska ploca je ploca s 8 redaka i 8 stupaca ¢ija su polja obojana naizmjence crno-
bijelo tako da je polje u prvom retku i prvom stupcu obojano crno. U svako polje
sahovske ploc¢e upisan je po jedan cijeli broj. Poznato je da je zbroj svih brojeva na
bijelim poljima jednak 26, a zbroj svih brojeva u neparnim stupcima jednak 43.

Ako promijenimo predznake svih brojeva na bijelim poljima, koliki ¢e biti zbroj svih

brojeva u neparnim redcima nakon te promjene?

Rjesenje.

Neka je Cs i By zbroj brojeva na crnim odnosno bijelim poljima u neparnim stupcima,

te C,. i B, zbroj brojeva na crnim odnosno bijelim poljima u neparnim redcima.

Uoc¢imo da neparni redci i neparni stupci sadrze ista crna polja, pa je C, = Cj. 2 boda

Uoc¢imo da neparni redci i neparni stupci nemaju nijedno zajednicko bijelo polje, a
zajedno pokrivaju sva bijela polja. Zato je B, + Bs; = 26. 2 boda

Iz zadatka znamo da vrijedi C + By = 43.

Nakon promjene predznaka na bijelim poljima, zbroj u neparnim redcima je

C,—B,=C,— (26— B,) =C,+ B, — 26 = 43 — 26 = 17. 2 boda

Napomena: Dovoljno je da ucenik rije¢ima obrazlozi rjesenje. No, ako ucenik napise
samo da je rjeSenje razlika zbroja brojeva u neparnim stupcima i zbroja brojeva na
bijelim poljima, bez obrazloZenja, treba dobiti 2 boda.

Zadatak A-3.6.

Dan je pravokutni trokut ABC. Na simetrali pravog kuta <AC B odabrana je tocka
M. Ako vrijedi sin <MAC = £ i cos <M BC = £, odredi omjer [AB| : [CM|.

Prvo rjesenje.

Neka su D i E nozista okomica iz tocke M na pravce AC i BC redom.

Tada je CDME pravokutnik ¢ija je dijagonala C'M simetrala kuta <FECD. Dakle,
CDME je kvadrat. 2 boda
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Oznac¢imo a = <M AC, = <MBC te a = |BC|, b= |AC|id=|CD|.

Buduéi da je C DM E kvadrat, vrijedi |C M| = dv/2.

Buduéi da je |AD| = b — d, iz pravokutnog trokuta AM D vidimo da vrijedi

2
= — slijedi b = 2 d.
8 8

)

. b—d
ctga = ——.
& d
Analogno, |BE| = a — d, pa iz pravokutnog trokuta AM D vidimo da vrijedi
a—d
t = .
ctg B y
Iy si 8 liedi ot 15 . b—d 15
zsina = - slijedi ctga = —, paiz —
3 3 - 3
Iz cos B = R slijedi ctg 8 = 1 P2 iz 2 = lijedi a =

Prema Pitagorinom poucku Vrljedi

7 \? 23 \? 72 232
anf e = (3a) +(F) = (3 ) -

Konaéno, zbog |CM| = dv/2, trazeni omjer je

49 -4 + 529
]2

|AB|  [T725 529 558

cM|] V264 82

Drugo rjesenje.
Ozna¢imo <M AC = a i <M BC = p.

Promatrajuci kutove trokuta AMC' dobivamo <AMC = 180°

a u trokutu BMC vrijedi <BMC = 135° — 5.

AC
Primjenom sinusovog poucka na trokut AMC' dobivamo || CM’] =
pa primjenom formule za sinus razlike slijedi
|AC|  sin135° cos v — cos 135° sin v o COS Qv
= . = sin 135
|C' M| sin «v sin «v
8 AC 15
Kako je sina = 7 slijedi da je cosa = ]lC]\4|| \/_ 8
BC
Analogno, zakljucujemo da je ||C'M|| n 135° smg — cos 135°.
3 BC 3 2 TV2
Zbogcosﬂ—fslljedlslnﬁ—— ]‘CM|| ?-4%—\2_:\8/_.

Primjenom Pitagorinog teorema slijedi

[ABI* _ JACP +|BCP? _23°-2 7.2 725

|CM|? CM]2 162 82 128
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2

|AB]

— cos 135°.

23v/2
16
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Zadatak A-3.7.

Dokazi da medu bilo kojih sedam kvadrata prirodnih brojeva postoje dva ¢ija je razlika
djeljiva sa 20.

Prvo rjesenje.

Dokazat ¢emo da postoje dva kvadrata koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa 20.

Svaki prirodan broj moze se zapisati u obliku n = 20m + k, £ = 0,...,19 pa je
n? = 400m + 40mk + k% i n? daje isti ostatak pri dijeljenju sa 20 kao i k?. Zato je
dovoljno provjeriti koje sve ostatke pri dijeljenju sa 20 daju kvadrati brojeva 0, ..., 19.

Direktnom provjerom vidimo da su jedini moguci ostaci 0,1,4,5,9 1 16.

Budu¢i da imamo 7 kvadrata, a 6 mogucih ostataka, prema Dirichletovom principu
postoje dva kvadrata koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa 20.

Drugo rjesenje.

Dokazat ¢emo da postoje dva kvadrata koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa 4 i isti
ostatak pri dijeljenju sa 5, iz cega slijedi da je njihova razlika djeljiva s oba broja pa
onda i sa 20.

Da bismo odredili moguce ostatke pri dijeljenju kvadrata prirodnih brojeva sa 5 do-
voljno je promotriti kvadrate brojeva 0, 1,2, 3,4. Jedini moguéi ostaci su 0,1 i 4.

Buduéi da imamo 7 kvadrata, a 3 moguéa ostatka, prema Dirichletovom principu pos-
toje tri kvadrata koja daju isti ostatak pri dijeljenju sa 5.

Jedini moguéi ostaci pri dijeljenju kvadrata sa 4 su 01 1.

Opet prema Dirichletovom principu, od tri kvadrata koja daju isti ostatak pri dijeljenju
sa b postoje dva koja daju isti ostatak pri dijeljenju sa 4.

Trece rjesenje.

ZapiSimo razliku kvadrata kao a? — b* = (a — b)(a + b).

Ako su a i b iste parnosti, tada su a — b i a + b parni, pa je a® — b? djeljivo sa 4.
Prema Dirichletovom principu, od 7 brojeva postoje 4 iste parnosti.

Dokazat ¢emo da medu ta 4 broja postoje a i b takvi da je jedan od faktora a — b i
a + b djeljiv sa 5.

Ako dva od ta 4 broja daju isti ostatak pri dijeljenju sa 5, tada je njihova razlika
djeljiva sa 5, pa je i razlika kvadrata djeljiva sa 5.

Ako nikoja dva broja ne daju isti ostatak, tada daju 4 razli¢ita ostatka iz skupa
{0,1,2,3,4}. Tada ili postoje ostaci 1 i 4, ili postoje ostaci 2 1 3. U oba slucaja,
njihov zbroj je djeljiv s 5, pa je razlika kvadrata djeljiva sa 5.

Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2014.

1 bod

3 boda
3 boda

3 boda

1 bod
3 boda

2 boda
2 boda

2 boda

3 boda
2 boda

2 boda

3 boda

20/28



SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE I1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — A varijanta
27. sijecnja 2014.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak A-4.1.

Nikola je zamislio pet brojeva. Prvi broj koji je zamislio je —2, a peti je 6. Prva
Cetiri broja su uzastopni ¢lanovi aritmetickog niza, a zadnja tri su uzastopni ¢lanovi
geometrijskog niza. Koje je brojeve Nikola zamislio?

Prvo rjesenje.
Neka je razlika aritmetickog niza d.
Tada su prva cetiri broja —2, —2 + d, —2 + 2d, —2 + 3d. 1 bod

Kako su —2 + 2d, —2 + 3d i 6 uzastopni ¢lanovi geometrijskog niza, vrijedi

6 —243d
= ) 2 bod
—2+3d —2+2d o
Sredivanjem dobivamo
(=24 3d)*> =6 (=2 + 2d),
9d* — 24d + 16 = 0,
) 4
odakle je d = 3 2 boda
: : - . 2 2
Nikola je zamislio brojeve —2, 33 2, 6. 1 bod
Drugo rjesenje.
1
Neka je kvocijent geometrijskog niza —.
q
Zadnja tri broja ¢ine geometrijski niz, pa je ¢etvrti zamigljeni broj je 6q, a treéi 6¢>. 1 bod
No, to su ujedno zadnja dva ¢lana aritmetickog niza, sto znaci da je razlika aritmetickog
niza jednaka d = 6q — 6¢°. 1 bod
No, razlika treceg i prvog broja jednaka je 2d. Zato imamo
—2+2 (6(] — 6q2) = 64°. 1 bod
Rjesavanjem dobivamo g = % 2 boda
2 2
Nikola je zamislio brojeve —2, 33 2, 6. 1 bod
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Trece rjesenje.
Neka su brojevi koje je Nikola zamislio redom —2, z, y, z, 6.

Buduéi da zadnja tri broja ¢ine geometrijski niz, vrijedi 2% = 6y.

Prva ¢etiri broja ¢ine aritmeticki niz, pa je y — (—2) = 2(z — y) odnosno 3y = 2z — 2.

Zato je

22 =6y =4z —4 iz Cega slijedi (z—2)2=0, tj. z=2

Zb0g3y:2z—2iz+:ic:2yjex:—§,yz%.
2 2
Nikola je zamislio brojeve —2, 33 2, 6.

Zadatak A-4.2.

Dokazi da za svaki prirodni broj n vrijedi

¢n+¢m—¢y+¢m—2yw~+ 2+V1</n+1.

Rjesenje.

Zbog jednostavnosti zapisa uvedimo oznaku

Aﬂz¢n+Wﬁ—U+VM—2H~~+¢;¢I

Nejednakost ¢emo dokazati matematickom indukcijom.

Baza : Zan =1 vrijedi 4; = V1 <1+ 1.

Korak : Pretpostavimo da za neki prirodan broj n vrijedi 4,, < y/n + 1.
Vrijedi A,y = /(n+ 1)+ 4, .

Zbog pretpostavke indukcije zaklju¢ujemo A, 1 < \/n +1++n+1
Slijedi da je

Appr < Vn+l+evntl<vVnt+l+2v/ntri+1
—J(VAFT+1) = VA F T+ 1,

Bududi da je A; < v/1+1idaiz A, < /n+ 1slijedi A1 < v/n+ 1+ 1, po principu
matematicke indukcije zakljuéujemo da je za svaki prirodni broj A, < v/n + 1.

Napomena: Ako ucenik ne provjeri bazu indukcije, gubi 2 boda.

Zadatak A-4.3.

Za realni broj a, neka je P, parabola s jednadzbom y = z? + ax + (2014 — a).

Dokazi da sve parabole P, prolaze istom toc¢kom.
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Prvo rjesenje.

Uvrstimo li # = 1 u jednakost y = 22 + ax + (2014 — a), dobit ¢emo y = 2015 za bilo
koji realni broj a. Zato sve parabole prolaze tockom (1,2015).

Drugo rjesenje.
Neka su a i b razli¢iti realni brojevi. Parabole P, i P, sijeku se u tocki (x,y) koja
zadovoljava sustav

y =2 +ar + (2014 — a)

y = 2%+ br + (2014 — b).

Oduzimanjem tih jednadzbi dobivamo 0 = (a—b)x — (a—b), odnosno (a—0b)(z—1) = 0.
Zato je presjek te dvije parabole tocka (z,y) = (1,2015).

Budu¢i da su a i b proizvoljni realni brojevi, zakljucujemo da sve parabole prolaze
tockom (1,2015).

Trece rjesenje.

Promotrimo parabole P, za dva konkretna broja a, recimo a = 2014 i a = 0.

Njihovo sjeciste je tocka (x,y) koja zadovoljava sustav

y = 2%+ 2014x
y = 2%+ 2014.

Oduzimanjem tih jednadzbi dobivamo 2014(x — 1) =0, tj. z = 1 1 y = 2015.

Uvrstavanjem dobivene tocke (1,2015) u jednadzbu y = x2 + az + (2014 — a) dobivamo
2015 =1+ a + (2014 — a) §to zaista vrijedi za sve a € R.

Dakle, tocka (1,2015) lezi na svim promatranim parabolama (neovisno o broju a).

Zadatak A-4.4.

Tamara je na plo¢u napisala paran prirodan broj. Nakon toga je, jednog za drugim,
napisala jos dvanaest brojeva tako da je svaki broj za 5 veéi od kvadrata prethodno
napisanog broja. Odredi kojom znamenkom moze zavrsiti posljednji napisani broj.

Prvo rjesenje.

Ako na pocetku napisani broj zavrsava s 0, onda ¢e u sljede¢em koraku zavrSavati sa 5
(0> +5 =5), pa onda opet sa 0 (52 +5 = 30) i to ¢e se periodi¢no ponavljati. Nakon
12 koraka broj ¢e zavrsavati sa 0.

Ako na pocetku napisani broj zavrSava sa 4 ili 6, onda ¢e u sljede¢em koraku zavrsavati
sal (42 +5 =21, 6245 = 41), pa onda opet sa 6 (12 +5 = 6) i to ¢e se takoder
periodi¢no ponavljati. Nakon 12 koraka ostat ¢e broj koji zavrsava sa 6.

Ako na pocetku napisani broj zavrsava sa 2 ili 8, onda ¢e u sljede¢em koraku zavrSavati
sa9 (224+5=09,8°+5=169), pa onda sa 6 (9> + 5 = 86), pa opet sa 1, 6 itd. Nakon
12 koraka opet nam ostane broj koji zavrsava sa 6.

Dakle, na kraju se na ploc¢i moze nalaziti broj koji zavrsava znamenkom 0 ili 6.
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Drugo rjesenje.

Kvadrat parnog prirodnog broja zavrsava znamenkom 0, 4 ili 6.

Kada takvom broju dodamo 5, zadnja znamenka je 5, 9 ili 1.

Zato drugi napisani broj na ploc¢i zavrsava jednom od znamenaka 1, 5, 9.

Kvadrat takvog broja zavrsava znamenkom 1 ili 5, a kada dodamo 5 zadnja znamenka
je 61ili 0.

Ako kvadrat zavrSava sa 6 ili 0, nakon dodavanja broja 5 dobivamo 1 ili 5.

Kvadrat takvog broja zavrSava opet sa 1 ili 5, a nakon uvecanja za 5 sa 6 ili 0.

Ovaj nacin razmisljanja mozemo nastaviti i vidimo da su nakon drugog, cetvrtog,
Sestog, osmog i desetog koraka moguce zadnje znamenke 0 ili 6, a nakon treé¢eg, petog,
sedmog, devetog i jedanaestog koraka moguce su zadnje znamenke 1 ili 5.

Nakon 12 koraka, dobit ¢e se broj koji zavrsava znamenkom 0 ili 6.

Zadatak A-4.5.

Na plo¢i dimenzija 5 x 7 kojoj su sva polja bijela, potrebno je obojati to¢no 17 polja
crnom bojom tako da nastali raspored crnih i bijelih polja na ploc¢i bude centralnosi-
metrican, tj. da se ne mijenja rotacijom za 180° oko sredista ploce. Na koliko je nac¢ina
to moguce napraviti?

Rjesenje.

Ako je neko polje crno, onda i njemu centralnosimetri¢no polje (u odnosu na sredi-

Ste ploce) mora takoder biti crno, i analogno za bijela polja. Dakle, sva polja osim
sredisnjeg mogu se podijeliti na parove centralnosimetri¢nih polja koja su iste boje.

Kako je ukupan broj crnih polja (17) neparan broj, sredisnje polje mora biti obojano
u crno.

Ostalih 16 crnih polja dolazi u osam parova centralnosimetri¢nih polja.

-

Podijelimo li plo¢u bez sredisnjeg polja na dva dijela koja su medusobno centralnosi-
metri¢na (npr. kao na slici) onda u svakom od tih dijelova to¢no 8 od 17 polja mora
biti obojano crnom bojom.
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Bilo kojim odabirom crnih polja u jednom dijelu jednoznac¢no su odredena crna polja

17
u drugom dijelu. RjeSenje je broj nacina da odaberemo 8 od 17 polja, a to je ( g ) 2 boda

Napomena: (187) iznosi 24 310, no to nije potrebno rac¢unati.

Zadatak A-4.6.

Tockama A, B i C' parabole povucene su tangente na tu parabolu. One se u parovima
sijeku u tockama K, L i M tako da je KL tangenta u tocki A, K M tangenta u tocki
B, a LM tangenta u tocki C. Presjek pravca AC' i paralele s osi parabole kroz tocku
B je tocka N. Dokazi da je ¢etverokut K LM N paralelogram.

Prvo rjesenje.

Postavimo koordinatni sustav tako da je pravac y = 0 os parabole. Tada je jednadzba
parabole y? = 2px. Tangente na parabolu kroz totke A(x4,v4), B(xp,ys) i C(xc,yc)
imaju jednadzbe

ta... Yay =px+pra,
tp... YypYy =pr+prp,
to... Yoy = pxr + pxc. 1 bod

Tocka K je sjeciSte tangenti t4 i tg, pa rjeSavanjem sustava koji se sastoji od prve dvije
jednadzbe dobivamo

p(l"A - HSB) R yA($A - ﬂUB)

) K — 4. 1 bod
Ya — YB Ya — YB

Yk =
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Paralela s osi parabole koja prolazi kroz to¢ku B ima jednadzbu y = yg, a pravac AC

ima jednadzbu

AC ... (xzc—24)(y —ya) = (Yo —ya)(x — z4).

Koordinate tocke N su yy =yp i

— To — X
Ty = (yB yA)( C A) Y.
Yo —Ya

Dakle, imamo tocku N (w + T, yB).

Yyc—ya

2
Kako tocke A, B i C leze na paraboli, vrijedi x4 = %4, o5 = %8 i gp = %

ga
Uvrstavanjem u koordinate tocke K, dobivamo

i (WA vE)  yh pea (VA - vh)
Ya — Yn 2p" Yya—ym ’

odnosno K (—yggB, 7“;3/3). Analogno dobivamo L (—y‘;z“‘, L;Fyf“) i M (—yByc Ystyc

2p
Uvrstavanjem u koordinate tocke N dobivamo

N (yB—yA)‘ﬁ(y%—yi)_Fyi Y
A ' YB )
Yo —Ya

2p

odnosno N (yAyBerBQz;nyAyc 7 yB) '

Na kraju,

|MN‘2 = (xn — 33M)2 + (yn — yM)2
1 1

= _ 2 - o 2
T (yays — yayce)” + 4(yB Yyco)
= (vp — k)’ + (yo — yx)?

= |KL|?.

Time smo dobili da je |[MN| = |KL|, a analogno se dobije da je |KN| = |LM|, ¢ime

smo dokazali da je ¢etverokut K LM N paralelogram.

Napomena: U zadnjem koraku smo zapravo izracunali vektore

— — —
%l (Z/Ay02 yAyB7yc . yB) _wu
P

)

Sto je dovoljno da bismo zakljucili da je K LM N paralelogram.
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Drugo rjesenje.

Kao u prvom rjesenju dolazimo do koordinata toc¢aka K (y,;gB , yA;yB ) , L (ygzc , y“;yc ) ,

yBYyc Yptyc) ; YBYA+YBYC—YAYC
M(2p’ 2 )1N< 2p 7y3>‘

Da bismo dokazali da je cetverokut K LM N paralelogram, dovoljno je dokazati da se
njegove dijagonale raspolavljaju, tj. da se polovista duzina LN i KM podudaraju.

Direktnim rac¢unom mozemo utvrditi da vrijedi

(xL+xN yL+yN>: YBYA +YBYC Ya + 2y + Yyc :(xK+xM yK+yM)
2 72 2p ’ 2 2 2 ’

¢ime je tvrdnja dokazana.
Trece rjesenje.

Kao u prvom rjesenju dolazimo do koordinata tocaka K (y‘;gB , yA;yB ), L (ygzc , yA;yC ),

yBYc YBtyc) ; YBYA+YBYC—YAYC
M(2p’ 2 )1N< 2p ’yB>‘

Da bismo dokazali da je ¢etverokut K LM N paralelogram, dovoljno je provjeriti da su
mu stranice paralelne, tj. da je KN || LM i KL || MN.

Pravac KL je tangenta u tocki A. Ako je ya = 0, onda je t4 okomito na z-os. Tada
su z-koordinate tocaka M 1 N jednake #8%¢, pa je M'N okomit na z-os i KL | MN.

Ako je ya # 0, onda K L ima koeficijent smjera jednak y%, a pravac M N ima koeficijent

smjera jednak
yp — Yot _ plys—yc)

YBYATYBYC —YAYC YyBYyCc o :
T — 4B yalys —yo)  ya

Usporedbom njihovih koeficijenata smjera zaklju¢ujemo da je KL || MN. Analogno
dokazujemo LM || KN.

Napomena: Tvrdnja zadatka ne ovisi o medusobnom odnosu tocaka A, B i C, §to se
vidi iz rjeSenja.
Zadatak A-4.7.

Visnja je odlucila napisati na plo¢u sve prirodne brojeve od 1 do 2014 u nekom poretku.
Visnjin brat Marijan ¢e izmedu svaka dva susjedna broja napisati apsolutnu vrijednost
njihove razlike, a zatim sve pocetne brojeve obrisati. Ovaj postupak Marijan ¢e po-
navljati sve dok na plo¢i ne ostane samo jedan broj.

Odredi najveéi moguéi broj koji na kraju moze ostati na plodi.
Rjesenje.
Uoc¢imo da se najveéi broj na plo¢i ni u jednom koraku ne moze povecati, jer za

nenegativne brojeve x i y vrijedi

|z — y| < max{z,y}.

Buduéi da su na pocetku na plo¢i zapisani brojevi 1, 2, ..., 2014, nakon prvog koraka
najveéi moguéi broj na ploci je 2013, a najmanji mogudi je 1.
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To znaéi da je nakon drugog koraka najveéi moguéi broj na ploci 2012, pa broj koji
ostane na kraju ne moze biti veéi od 2012. 1 bod

Tvrdimo da je najveéi broj koji moze ostati na ploc¢i broj 2012. 2 boda
Treba jo§ pokazati se to zaista moze dogoditi.

Ako Visnja na pocetku zapiSe brojeve u ovakvom poretku:
2014, 1, 2, 3, ..., 2012, 2013,
tada su nakon prvog koraka na plo¢i brojevi:
2013, 1, 1, ..., 1, 1,
a nakon drugog koraka:
2012, 0, 0, ..., 0.

U svakom sljedeé¢em koraku je jedna nula manje, dok na kraju na ploci ne ostane samo
broj 2012. 4 boda
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